CHAPITRE VL

Opérations totalement continues et associées.
§ 1. Opérations totalement continues. |
Une opération linéaire U (x) s’appelle fofalement continue, si

elle transforme tout ensemble borné en ensemble compact.

Exemple. Si, pour i=1,2,..,n, X; désignent des fonction-
ﬂ
nelles linéaires et x; des elements, Iopération U (x) = VX (%) x

est totalement continue.

Théoréme 1. Le contredomame de toute operatmrz totalement
continue est séparable. - . -

Démonstration. 1’ensemble G, de tous les U (x) ot |x|
étant compact, donc séparable?), il en est de méme de lensemble‘
Zf},z, qui est le contredomaine de 1’operat10n U.
=

Théoréme 2. FEtant donnée une suite {Un(x)} d’operatwns'
linéaires totalement continues, toute opération linéaire U (x) telle
que im' | U, — U| =0 est aussi totalement continue. '

N—yoc .

- Démonstration. Soient {x;} une suite bornée et {x;} une suite
extraite de {x;} par la méthode de la diagonale de facon que
hm Un(x,) existe pour tout » naturel 'On a en conséquence pour

n=1,2,.. }U(x,,)-U(xq)[<|U(xp)mUn(xp)qulUn(xp) —Un(xg)| +
U,,(xq) U(xq){ done }U(xp)——U(xq)l< 1U—~Un| (lxp|+1qu)+

1) of. p. ex. F. Haus.dorff,‘l. ¢, p. 126.
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+ Un(x;) — Un(xy) , dott évidemment lim U (x,)— U (x,) = 0.
Gpz, Li—»aa

Ainsi la suite {{/ (x;)} est convergente, ce qui implique la continuité
totale de P'opération U (x).

§ 2. Exemples des opérations totalement continues dans quelques
espaces particuliers.

Si K (s, 1) est une fonection continue pour0-s<{1et 0 <t 1,
la fonction (de la variable )
‘ 1

(1) i (s) = ‘ K(s, 0 x @) dt

1]

est continue, quelle que soit la fonction intégrable x (f). Regardée
comme opération définie dans un des espaces

(2) (M), (C), (L) et (L) o r>1,

et dont le contredomaine est situé dans un quelconque de ces
espaces, {'opération (1) est tfotalement continue.

La démonstration s’appuie sur le théoréme suivant de Arzela:

Pour quwune suite de fonctions continues {un(s)} renferme une
suite partielle uniformément continue, il suffit gu’il existe pour tout
nombre €20 un nombre 1>0 tel que linégalité |s, —s,| <, entraine
Pinégalité |u,(s,) — u.(S.): < = pour tout n=1,2, .

Admettons en effet que [ x,(¢)!| <1 et que l’on ait pour

0sC1 et n=1,2,..: u,s) =~/~K (8, 1) xn(£)dt. La continuité de

K (s, t) implique I'existence pour tout ¢ >0 d’un 7> 0tel que I’inéga—
lité s, — s, <7 entraine | K({s;, ) — K(sq, zf) <& pour 0 <t < 1.

Par conséquent | #(s;) — #(S,)] < / [K (51 £) = K (S5, £)] xa(t) dt | <
T 1

(= [|%a(¢)  dt, ce qui donne, en raison de I'inégalité [ | xu(t) | d <
: b 0

Xxall, facilement vemfxable dans les espaces (2), | u.(s,) —

— un(sg)] < e, de sorte qu'en vertu du théoréme de Arzela on

S. Banach. Thgorfe des opérations linéaires. ‘ 7
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peut extraire de {u(s)} une suite uniformément convergente.
Or, toute suite de fonctions uniformément convergente étant dans
les espaces (2) convergente en méme temps suivant la norme
(qui y a été adoptée), il est démontré que l'opération (1) y est
totalement continue. ' .

On a, en particulier, les théorémes suivants:

- Espace (C}. Pour que lopération (1) soit totalement continue
dans (C), il suffit d’admetire que 'on a pour tout s,:
. N
(3) lim | | K (s, 1) — K (s, £)] di =

598,
0

En effet, pour tout ¢ > 0 on déduit facilement de (8) lexis-

tence dun 7 >0 tel que j S;— 8 | <1 entrame / | K (s;, 1) —
— K (85, 1)1 df < e, ce qui implique, comme auparavant, la conti-
nuité totale de l'opération (1) dans (C). |

La condition (3) sera remplie p. ex., lorsque K (s, f) est une
fonction bornée et telle que T'on a lim K (s, £) = K (s,, £) pour tout

S5-¥8,

s, et pour presque tout 7.
Notons enfin que l'opération

s

V) =K x @ d
0
est aussi totalement continue dans'(C), si la condition (3) est -
remplie.
Espaces (L'P). K (s, t) étant une fonction mesurable pourQ <L s<C1
et 0< 11 ef r désignant l’inférieuf des nombres p et 9o

p>1letg>1,silon a B

: ‘ : 11 '
‘ B
(4) | f f K (s,8) 1 ds df < oc,

0.4
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Poperation (1) est totalement continue dans (L") et son contredomaine
est situé dans (L19Y).

En effet, {Ku(s, )} étant une suite de fonctions continues, soit
11

(5) lim ’ ’ Ku(s, ) — K (s, 2) ™ dsdt = 0
| e -
; |
L'opération y = U,(x) = / K.(s, t) x (f) df étant totalement con-
0
11
tinue pour x _ (L)) et y (LWJ), ona,; Uyx)—U(x) 9 / / (K, —
o olD

g(r— Ul 1 q
| (/ X (f) ;rdz‘)f.
1

——K)x(f)dr a’S\ """"" V{/']'ds[/‘jl(};—l(i;éidz‘]

o 1 , V1
Or, comme 7 p, on a (/ x (1), ’dt)’ /(/ x(f)i’df)f’ et
0

L S, a d. ﬂf};—g <1, on a [ Uldx)—U((x)| <

comme 7 < .
q —1

r r—1 11
//Kn Kidtds\" 7 < x|, done | U,,—-Ugm;[/'fmw
b0

ﬂ 0 _ ‘
r—1

—K ’“:i dt'ds]_;_~, d’oq, selon (5), lim | U, — U, =0, ce qui implique

n—res
en vertu du th. 2, p. 96, la continnité totale de U, c. a d. de Popé-
ration (1), ot z (s) = U (x) (C (L@).

Remarque. En particulier, pour p = g =2 la condition
11 ’ :

/' /‘KQ(S, t) dsdi <+ ~ entraine donec la continuité totale de Popé-
26 :

ration (1) pour x  (L®) et u(s) C (L®).

§ 3. Opérations conjuguées (associées).

Soient, comme d’habitude, £ et E; deux espaces du type (B)
et y = U (x) une opération linéaire définie dans E et dont le contre-
domaine est contenu dans E,.

Convenons de désigner par X et ¥ des fonctionnelles linéaires
- définies respectivement dans E et E,.
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Considérons I'expression Y[U(x)] ou Yest une fonctionnelle
quelconque définie dans E,. Cette expression peut &tre regardée
évidemment comme une fonctionnelle définie dans E. Posons

notamment
(6) X (x)=Y[U )]
Ainsi définie, la fonectionnelle X est additive et continue, car
ona X(x) < Y[UX] L]V |UI |x| dou
(@) | XY UL
Or, la relation (6) entre X et Y constitue une nouvelle
opération

X = fj(Y),'

dont le domaine est I'espace E; des fonctionnelles linéaires définies
dans E et dont le contredomaine est situé dans I’espace E de celles
définies dans E. | ‘

L’opération U(Y) s’appelle associde 3 U(x) (ou conjuguée avec
U (x)). En vertu de (7), elle est additive et continue.

Théoréme 3. U(Y) étant une opération associée ¢ Lopération
linéaire U (x), on a |U| =|U|. | ’
" Démonstration. 'On a d’une part pour tout x C £: | YV [U(x)]]| <
LY -Ul-|x], don |[UY) | =|Y(U)| <|Y| | U] et par consé-
quent ' : -

8) Ui <UL

D’aatre p‘&art, étant donné un x, (C E arbitraire, il existe en
vertu du th. 3 (Chap. IV, §2), p. 55, une fonctionnelle linéaire Y,
définie dans £, et telle que l'ona | ¥, | =1 et | ¥, [U(x,)] |=| U(x,)],
~ done JU(xo)l—I VUG <UL Yl ix|=|U]- fxoi, d’ot
U (x0) | < Ul-|x,| et par conséquent

(9) Uikt
Les mecrahtes (8) et (9) donnent l’egahte, q. £ d.

Theoreme 4. Si lopération linéaire U (x) est totalement con-
tmue, il en est de m;eme de opération associée U (Y): en d’autres
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termes, si | ¥, <A, il existe une suite {¥,} et une fonctionnelle

X telles que -
(10) lim | U(Y)-— =0.

i-poe

Démonstration. Le contredomaine G(_ E, de Popération U(x)
contenant en vertu du th. 1, p. 96, un ensemble dénombrable
dense, on peut selon le th. 8 (Chap. V, § 1), p- 79, extraire de
la suite des fonctionnelles {¥,} oit 'Y,/ <M une suite partielle
{Yn;} convergente pour tout y (_ G. Posons done Iim Yo, lU (x)] =

\ iosoe

= lim X,(x) = X (x) et soit x; un élément de F tel que lon ait
e .

;X““an-g.

wj [y

(11) (xii=1 et |X(x)— Xalx) | >

Or, si le théoréme n’était pas vrai, c. 4 d. s'il existait un
nombre %> 0 tel que | X— X, | > pour tout i=1,2, ...; on aurait
d’aprés (11), en . posant pour abréger V= Y.

(12) | YU (xf)]“f-i“i Vi'[U (x)}] >

m}.:s

et (comme |x;| =1) il existerait une snite d’indices {&:} telle que
lim U (%) =y,. On trouverait donc, quel que soit ¢> 0, un N
o ‘

naturel tel que I'on ait pour tont 7> N les inégalités |y, — U (%) | <<
et | V', (yo) ——Iim Yie(yo) | <=, dott | Y'e, [U(xz)] -lim Yie [U (xw)]| <
<\ V% [U(xk)——ya] + Y (¥0)— hm V% (ya);—Hhm Y’ AU — 0] <

<M-edet+M-e ce qui est lmPOSSIble en vertu de (12), le

nombre = étant aussi petit que I'on veut.

§ 4. Applications. Exemples des operattons conjuguées dans
quelgues espaces particuliers.

Espace (C). Si K(s,f) est une fonction continue pour 0 s 1
et 0 <f<1, 'expression

U(x) —fl('(s D% dt

est une operatlon contmue.
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Soit Y (y) ot y C (C) une fonctionnelle linéaire quelconque,
Comme définie dans (C). elle est donc (cf. Chap. IV, § 4, p. 61)

de la forme Y (y) = / y(t)d Y(t), ot Y (¢) est une fonction & varia-

tion bornée. La fonctlonnelle X (x)= [U(x)] est eaalement
lmealre dans (C), donc encore de la forme

13 X(x) = f x (B dX (),

ot X(f) est aussi une fonction 2a variation bornée (et nous pou-
vons admettre que X (0) = 0). En posant par conséquent
' 1

(14) y(s)=U(x) = f K (s, £) x (8) dt,

on a pour toute fonction x () (C (C):

®  [50dxe=[yedre.

0

Considérons la fonction

1 pour 0Ls<Kw
x-pn(S) —1-
n

et qui soit lindaire pour v < s < v+ —}L— Par substitution de X, (s)

au lien de x(s) dans (14) et (15) on obtlent j X2, n(8) dX (S)-—

_ f [ [ K (5, 2) %o.n®) dt]d)’(s) - fo (t)[ [K(s,0)d Y(s)] dt1), doi,

1) en vertu du théoréme suivant sur la ,,commutat;wte de 11ntegrat10n
pour Ies mtegrales multiples de Stielt] jes d'une fonction continue:
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par le passage ala limite avee # — oc, on a pour s=0,1 et pour
tout point s ot la fonetion X (s) est continue, donc dans tout point
de [0, 1], sauf tout au plus une infinité dénombrable de points,

1

(16) X (s) = l{ "'K (s,)d ¥ (5)] dt

i

or, la valeur de Pintégrale de Stieltjes (13) restant la méme,
lorsqu’on modifie la valeur de la fonction X (#) dans une infinité
dénombrable de points (excepté 0 et 1), on peut admettre que la

fonction X (s) est définie par la formule (16) dans [0, 1] tout
entier, donc qu’elle est continue pour 0 < s < 1.

L’expression (16) peut &tre considérée par conséquent com-
me representation de l'opération associée ﬁ(Y):X. II faut

I'entendre dans ce sens que, Y (s) étant une fonction & variation
1
bornée qui représente la fonctionnelle linéaire / yv()dY(s), la

fonctlon correspondante X (8) a variation bornee représente la

fonctionnelle linéaire f x () d X ().
g i}

Etant donnée une fonction F(s,t) continue dans le carré K = [0,1; 0,1] et

deux fonctians g (t) et h(t) a variation bornée dans {0,'1], ona /ﬁ f F(s,t) dg(s) dh(t) =
K

1 1 1 1
— [ L/ F(s, 1) dg(s)]dh () = f [ [ F(s,1) dh (t)] d# (s).
o Lo ' 0

0

La premiére de ces trois‘intégrales (I'intégrale double) est 4 entendre
comme la limite des sommes de la forme

n m
_'}'_,}‘Eﬁ (s; t'){g(sM) gENIA () — R ()]
=] j=0

o1t 0 =s5,<s5,<.. <s < .. <.S‘m__]-—-1 et 0=¢<<H <. <z‘ S +1=1
les points s s/ CIsu s +1] et t’:{z‘ t .1] étant arbitraires), lorsque la longueur
des plus grands des segments [s; s; +1] et [#,%;,,] tend vers 0.

La démonstration du théoréme en question coincide avee celle du théo-
réme analogue pour les intégrales de Riemann.
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Pour 1'opération linéaire

U () = x () — f/{(s, £) x (t) dt

(avec la mé&me fonction K (s, %)) on a
oo

U(Y)= Y (%) —fdt fK(s,t) dY(s) = X (¢).

Espaces (L®)). Si K(s,t) est une fonction mesurable pour
0lsClet0<Lt1etsilona
1 1

as { f K5, Hx@®)Y(s)| <o

0 0

.,
pour tout couple x(2) C (L?) et V() C (L'T) ot p>1 et ¢>1,
Popération |

‘ C '
U=y ()= [Ks 1) x @) at

est linéaire pour x (T L®) et y (T (L@).
La fonctionnelle linéaire ¥ dans I’espace (L@) est de la forme

1 : .
Y () -—-fY(s)y(s) ds,

q

oi Y (s) est une fonction appartenant a (L¢') et on a

1 1 ‘ 1 1 L
Y =|Y(©)ds [ K(s,t)yx()dt=| x () dt - | K (s, ¢) ¥ (s) ds..
Jroereosoa-fsou [kuore
En posant 1
(18) X(t) = f K(s,8) ¥ (s) ds,
on a , | v

1 ‘ 0
f Y6)y(s) ds ’"fX(t)x(t) dt.
0 D
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L’expression (18) peut étre considérée comme représentation
de I'opération associée U (Y) =

~Dans le cas particulier ott p =¢>1, I'opération associée
& Popération linéaire

U (x) = x (s) —-f[{(s, 8 x () dt

est de la forme
1

X=U(V)=Y (@)~ 'LK(S, £) ¥ (s) ds.

L 24

0

Espace (L). Les considérations qui précédent s’appliquent
egalement & I’espace (L). Si 'on a la formule (17) pour x (C (1)
et ¥ (C (M), Pexpression

y=U(x) = fK s, £) x () dt

est une opération linéaire pour x (C (L) et y (T (L).

L’opération associée est de la forme
1
X=0T(y) :ff{(s, 1) Y (s) ds

ot Y (s) C (M) représente la fonctionnelle hnealre [ Y(8)y (S) das

pour y (s) (C (L), tandis que X & C WM represente la fonttionnelle
linéaire j X () x (£) dt pour x (£) ( (L).

Pour un couple correspondant X,Y et x,yona

1 : : 1
fX(:)x(t) dat ———-—fY(S)y(s) ds.





