CHAPITRE V.

Espaces du type (B).

~ § 1. Opérations linéaires dans les espaces du type (B).

Nous allons établir ici quelques théorémes généraux sur
les espaces E du type (B)'), dans lesquels leur propriété qu’ils
sont non seulement normés, mais aussi complets, intervient d’une
facon essentielle. - .

Théoréme 1. F (x)étant une opération mesurable (B) et U (x)
une opération additive, définies toutes les denx dans E et telles que
|F(x)| > |Ux)| pour tout x (C E, lopération U (x) est linéaire.

Démonstration. 11 existe en vertu da th. 4 de I'Introduction
~p. 17, un ensemble H ( E de I-e catégorie tel que Iopération
F(x) est continue dans E — /. Il existe par conséquent pour
X CE—Hun r>0 et un M>0 tels que | |

(1) |x—x,| < rentraine |U (x) | <|F(x)| < Mpour tout x CE-H.

L'ensemble des points x C E—H tels que |x—x,|< —g—
etant de Il-e catégorie, il en est A plus forte raison de méme de’

lensemble G de tous les points de la’forme x'+ x ou !x’] <L,»
x(CE—Het|x—x| <—2—. Il existe don¢ dans G un élément
x+x CE—H ot x,(C E—H' Comme |x1—.xol <—g—-, on a

D -

D! voir la définition de ces espaces Chap. IV, p. 58.
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| x'+x;—%,| <r, dot, selon (1), WU < U +x) + U ()<
< 2M. La norme de U(x) est par conséquent bornée dans la

sphere x| < ~2—, done, évidemment dans toute sphére. Il en ré-

sulte en vertu du th. 1 (Chép. IV, §2), p. b4, que l'opération U (x)
est continue.

Théoréme 2. Si, pour une opération additive U (x), lim x, - x

H—5=o

entraine lim | U (x,)| > | U (x)| pour tout x (_ E, l'opération U (x)

n—oo

est linéaire?).

Démonstrotion. L'ensemble G, de tous les x (C E tels que

U (x)| < n est pour tout n=1,2,... fermé et comme E = VG',,, ’

n=1

un au moins des ensembles G,z contient une sphére dans laquelle
la,norme de U (x) est bornée, d’o1, comme dans & th. précédent,
la continuité de I'opération U(x).

Théoréme 3. Si une suite d’opérations linéaires {U,(x)} dé-
finies dans Uéspace E est convergente dans un ensemble G qui est
dense dans .une sphére K et si la suite des normes {|U,|} est bornée,
la suite™ des opérations {U,(x)} est convergente dans l'espace E
tout entzer H. ‘ )

‘ Demonstration Etant donné un Xo C K, il existe par hypo-
thése une suite {x,,} telle que x, (C Gpour n=1, 2, ... et lim x, = X4

n-—po<y

Or, on'a pour trois nombres n, p et qquelconques:

| Unli6e) — U)o | U5 = )| | Ul — 0) |+ Upliz) — Uil
donc

11m | Up(x,) — Uq(xo)] 2M!x0 — Xn| OB M= hm | Up[

L]

B S "

1y ¢f S Banach 1. ¢., Fund. Math IIT (1922), p. 158, th. 3.
) Cf. S.Banach et H Steinhaus, L c, Fond. Math. IX (1927),
p. 53. , ‘ ‘
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d’ofi, comme lim | X, — x| = 0, on a lim [Uy(x,) — Us(x,) | =0, ce
el prec g—roo

qui implique la convergence de la suite Un(x).

Etaut~donné a présent un élément arbitraire x C_E et x/,
désignant en par.ficulier le centre de la sphére K, il existe un
e>0 tel que X'y stK,ﬁ donc que la suite U, (X', 4 cx) est
convergente. La.‘convergen'cﬂe ‘de Un(x) en résulte en vertu de
celle de U,(x',) et de Un(x| + ex).

Théoréme 4. Efant donnée une suite {Un(x)} d’opérations
linéaires définies dans E, lensemble H de tous les x (C E pour les-
quels 1im | Un(x)| < oo est soit de l-e catégorie, soit identique ¢ EY),

| Eyee ‘ ‘

La démonstration résulte du th.1 (Chap. III, § 1), p. 86, vu
que /7 est un ensemble linéaire et mesurable (B).

Théoréme 5. Etant donnée dans E une suite {Un(x)} d&’opé-
rations linéaires telles que lim | Uy(x) | < oo pour tout x (_E, la
n—yoc

suite des normes {| Uy,|} est bornée?).

Démonstration. En vertu du th. 11 de IIntroduction, p. 19, il
existe une sphére K (_ £ et un nombre VN tels que 'on a | Un(x)|<
< N pour tout x C K et #=1,2,.. En désignant par r le rayon

dela sphére K, on en tire facilement | U, | < 12—;—\-{ pour toutn=1,2, ..

Théoréme 6. Etant donnée une suite {x,} d'éléments de E
telle que Pon a lim |f(x)| <oo pour toute fonctionnelle linéaire
n—yoo t

f(x) définie dans E, I suite des normes {| x|} est bornée.

Démonstration. 1’ensemble E de toutes les fonctionnelles
linéaires définies dans E constitue, en y conservant la définition
de la norme adoptée pour ces fonctionnelles, un espace du type
(B). Définissons dans E une suite de fonctionnelles {F.}, en po-
sant Fn(f) = f (x.) pour tout fFCE L’hypothése Tl;ffl | f(xn) | < oo

fimyoo

) ibidem, p. 55.
%) ibidem, p. 57.-
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entraine par éonséquent’fﬁﬁ [Fn(f) ] < oo pour tout F E En ver-

tu du th.5, qui précéde, il existe donc un nombre N tel que

[ Fo /)| < N - | f| pour tout n = 1,2, ... D’autre part comme x, (_E,

11 existe pour tout =12, .. en vertu du th. 3 (Chap. 1V, § 2),

p. 55, une fonctionnelle linéaire f,(x) définie dans F et telle que

Pon a |fu(xs)|=]|xn| et |fz]=1. On a done [ Xn | = | fa(a]| =
=|Fa(f)| < N-|fu] =N, quel que soit 7, c. g. f. d.

§ 2. Principe de condensation des Singularités,

Théoréme 7. Etant donnée dans E gzne Suzte double d’opé-
rations linéaires {U,, (x)} telles gue

(2) - hm | Upg| = oo pour toutp _1 2,.

il existe un ensemble G(_ E (indépendant de p) de Ile catégorie
dans E et tel que Pon a pour tout x( G:

3) lim | qu(x)j = co pour tout p=1,2,.. h.

Démonstration. 1. ensemlbe H, de tous les élements x CE
tels que hm | Upg(x) | < oo ne peut coincider avec E, car en vertu

du th. 5, p. 80, l?hypothese (2) se trouverait contredite. Il en'
résulte en vertu du th. 4, p. 80, que H,, et par suite ’ensemble

oo

H=}H, de tous les éléments x (C E pour lesquels la condition
=

(3) est en défaut, est de I-e catégorie dans E. Il ne reste done

qu'a poser G =FE — H.

~ Remarque. Les contredomaines E, des suites {U,,} peuvent
varier avec p =1, 2, ..., tandis que pour tout p donné ils doivent
évidemment &tre supposés’ identiques pour toutes les valeurs de
g, puisqu’on fait intervenir dans I’énoncé du th.7 la notion de
convergence des suites {U,,(x)} avec g tendant vers oo.

1) ibidem, p. 54, th. L

'S5. Banach. Théorie des opérations linéaires. o Lo 6
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Le th.7 qui précéde constitue, avec le th. 6 (Chap. I, § 4),
p. 24, au point de vue fonctionnel ce qu'on appelle le principe .
de condensation des singularités. Nous allons l'expliquer sur des
exemples ). |

Soit {gx(f)} une suite orthogonale et normée de fonctions
A earré sommable dans [0,1]. Etant donnée une fonction quel-
conque X (f) intégrable dans [0,1], la série

1

E g;;(t) ‘ / gu(s) x (s)ds

k=1 0

s’appelle le développement de la fonction x (£) suivant la suite {gi(t)}
' 1

(pourvu, bien entendu, que les intégra.les f gr(8) x(s) ds existent .
0 )

pour tout 2=1,2,..).

On ales théorémes suivants p. ex. dans les espaces (C) et (L):

Dans (C). Etant donnée une suite {t,} de points de [0,1],
lexistence pour tout p=1,2,.. d’'une fonction continue x,(¢) dont
le développement dans le point t, est {divergent, resp. non borné,
entraine lexistence d'une fonction continue x (t) dont le développe-
ment est divergent, resp. non borné, dans tout point t, ot p=1,2, ...

La démonstration résulte du th.7, p. 81, et du th. 6 (Chap.
L,§ 4), p. 24, si 'on pose

| | . .
Upol#) = > &ilty) [ 84(s) % (s) ds,
. k=1 o .

en regardant U,,(x) comme des fonctionnelles linéaires dans (C).

Dans (L). Etant donnée une suite d'intervalles {[y, B,]} sz‘t]ués‘
sur [0,1], l'existence pour tout p =1,2, ... d'une fonction intégrable
xp(t) dont le développement jouit de la propriété

k=]

Bp | : . 1 |
i [[5x) dt =oo o salt) = Y gu(t) [ gut) 5ot at
ap ' 0

1y cf. ibidem, p; 56—61.
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entraine lexistence d'une fonction intégrable x (tj dont le dévelop-
pement jouit de la méme propriété dans tous les intervalles [, Bol
& la jois. )

La démonstration résulte du th. 7, p. 81, en posant

1

Upe) = ng(t) [ gxd) x (tydt pour =, <EL

k
G

et en regardant U,,(x) comme des opérations linéaires définies
dans I'espace des fonctions intégrables dans [0,1] et dont les con- .
tredomaines sont situés respectivement dans Ies espaces des fon-
‘ ctlons intégrables dans [2,, §,].

Remarque. En particulier,‘si les points a coordonnées a,, §,
forment un ensemble dense dans le carré [0,1: 0,1}, la pro-
priété en question de x (f) se presente dans tout mtervalle [, B]
de [0,1]. ‘

En s’appuyant sur cette remarque, on peut démontrer pour
les séries de Fourier lexistence dune fonction intégrable x ()

P |
telle gque Pon ait lim| f sa(t) df | = oo dans tout intervalle -
n—rec :

@

[+, 8] C [0.25]. , |
§ 3. Espaces du type (B) compacts. ,
Lemme. Efant donné un ensemble linéaire fermé G qui est

un vrai Sous-ensemble d'un ensemble linénire D CE il exzste pour.
tout nombre >0 un %, (C D tel gue l'on a

%=1 et |[x,—x|>1—¢ pour tout x C G.
Démonstration. Soient: x' (C D — G, d la distance de x' 3 G
et 7 un nombre positif arbitraire. Il existe donc un y' C G tel
‘ ‘ ! 4t
que d< x' —y’ia\gdﬁ—n. Posons xﬂzH—. Pour toutx (C G

1

on a alors |[x, — x| = "=y

}x’my’-;—}x"'—y'1~x[ et comme
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les relations x(C G et y'(C G entrainent 3y +|x' ' xC(}
1 . d \
on en obtient ]xo—-x},,ym. d>mf d’ou, en posant
p=d-——, il vient | x,— x| >1—-=.
1—¢ ,
A Ednt 4l
Evidemment, on aauss;ix0|=. =1 et xDCD, car

Eaabd
X Dety(CGCD. . |
Théoréme 8. Si tout ensemble d’éléments de E dont les nor-
mes constituent un ensemble borné est compact, il existe dans E
une suite finie d'éléments Xy, X, ..., X, tels que tout x (C E est de
la forme ‘ S
4) , X = 0y Xy 0y Xy + o X

Ol o, %, ..., 0 SONt des nombres (qui dépendent de x). |
Démonstration. Soient: x, un élément arbitraire de E tel que
1x;]=1 et X,41, ol > 1, un élément arbitraire de E tel que

B) |Xpaj=1 et ]x,+1—x}!>/—;— pour i=1,;2,..,r

| Désignons pour tout r > 1 par G, I'’ensemble de- tous les -
- éléments x (C E qui sont de la forme (4) et posons D= E. En
supposant que le théoréme n'est pas vrai, on aurait donc tou-
jours G, (D et -G,%D,‘ d'oti, selon le lemme qui précéde (avec

G=G,, ¢ =—;— et x, = X,11), I'existence pour tout r naturel d’un

%11 (C E assujetti '3 (5), c. & d. d'une suite infinie {x,} telle
que [x.|=1 et |x, —x;] > ;pour pP#Eq.

Cette suite ne contiendrait par conséquent aucune suite con- o
vergente; elle constituerait donc un ensemble non compact, bien
que P'ensemble correspondant des normes soit borné. On serait
ainsi en contradiction avec I’hypothdse du théoréme.

§ 4. Une propriété des espaces (L©)), (c) et (l(f))
Par Papplication du th. 4 (Chap. I, § 3), p. 28, a la forme

générale des fonctionnelles lmealres ~définies dans ces espaces, :
on obtient les theoremes suivants: '
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Pour (Lt oz r>>1. Si 2(t) o 0 £<"1 est une fonction

mesurable et sil existe pour toute fonction x (1) C(LD) Pintégrale
1 1 -

[ x @t dt, alars']‘; 2 () "< pour r>1 et a(f) est une
g @
fonction bornée pour r = 11),

Démonstration. Posons pour 7 naturels

an(t) = [ 2 pour a(t)| < n
|\ 7 sign () pour. ()| > n.
Nous avons alors | x (f) (t) > | X (£) 2.(t) , done, comme
lim 2,(¢) = 2 (£), il vient

o
1

lim f % (8) 2a(2) dt = ’x () = (£) dt .

0
1 : . :
L’expression / X (f) 2.(f) dt étant. pour tout n=1,2,.. une
fonctlonnelle linéaire dans (L®) (car an(t) est une fonction bornee),
A [ x(t) (Z‘) dat est en vertu du th 4 p 23 egalement une fon-

.ctmnnelle hnealre. Il existe par conséquent, .en vertu du thé-

oréme sur la forme générale des fonctionnelles linéaires dans les
espaces (L(')) ot r>1 (VOII‘ p. 64), une fonction a (£) C (L (’~1))
telle que f x(t)a(t) dt = [ x () = () dt pour tout x(t)C(L(”)) En

posant donc
] 1 pour 0Lt

~x (t
= | 0 pour t, <t <1,

Z 1,

on a f a (t) dt = / () df pour tout 0 < ¢, < 1, d'o presque par-

tout o (f) = « (7).

I Pour r> 1‘ ce théoréme est di a M. F. Rjiesz.
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B On prdcéde d’une fdacon ,analbgue pour 7 =1,
Pour (©). Si pour toute suite bo}zfaergente x={&} la Série

O o
2 o & est convergente, on @ 3, ;| <oo. .

f==1 . i=1

Démonstration. D a; & étant pour tout n=1,2, .. une fon-
. & ur - )
’ bA

ctionnelle linéaire dans I'espace (¢) et comme lim > o, & = > ;€

H-yoo f==1 - i==1
on conclut du th. 4, 'p. 23, que 21 % & est également une fonction-
= :

nelle linéaire. ‘Il existe, par' conséquent un M>0 tel que
St < M- | x| =M -borne sup |&].
ji=1 ; , Ii<me ¥ |

En posant done - ‘
| | sign 4 | pblzr' i<n et o;5=0
l*{O . pour i>n ou o =0,

-
N

n

on obtient )| a;| < Mpour tout n=1,2, ..., dott | oy | < M.
Ci=1 S g

I==1

Pour (l(’)) oi r>1. Sila série D ok est convergente pour
: . =] ) : )
toute suite x = {&} (C (I7), alors 3 |a;[=1 < oo pour r>1 et I sui-
i=1 ) :
te {a;} est bornée pour r = 1 H.. :
La démonstration est analogue i celle du théoréme précédent.

§ 5. Espaces du type (B) formés;de f‘onc.tion's mesurables,

Nous allons nous arr8ter un peu sur quelques propriétés
des espaces du type (B) assujettis a des conditions plus spécia~
les. Admettons a4 ce but que E soit Pespace ‘des fonctions me-
 surables définies dans lintervalle fermé [0,1] et telles qu'on ait

pour tout x,',:x,,(t)‘CE ol O\<t<1:_ ” R
1. lim{x,| =0 entroine lim as Xn(f) = 0;
Byeo , ndee

1) Ce dernier théoréme a &té trouve par M. B, Landau ((jber einen
Konvergenzsatz, Gottinger Nachr, 1907, p. 25—27). - ' | ~
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2. lim x, =0 entraine lexistence dans E d'une suite par-
Ziimn
tielle Xx,z ()} et dun x tels que lon ait  x,{(t) <« x(t) pour fout

I=1,2,.. et pour presque tout 0 <t L1 ¢ fdesxgnant ici la valeur
absolue);
3. lim as x,(¢) = x ({) eniraine lim:x, 2o xl.

i
n-sac oo

Tels sont, en particulier, les espaces (M), (C) et (L), envisagés
a plusieurs reprises (v. pages 10—12, 59—64 et 72—76); s’il s’agit

o

de réaliser la condition 2., on n’a qu’d définir pour ,/;.1?.x:,,.;§< 20
a-—dlh i
fl=—
D!C

la fonction x (f) par I'égalité x (f)= 2, > xa{B) ]

=1

Théoréme 9. Solent E et E, deux espaces du z‘ype (B) assu-
]etz‘zs aux conditions 1.,2. et 3. et K (s, t) une forzcz‘zon définie dans
le carré [01 0,1]. Sz lintégrale

1

® u(s) = | K(s,2) x (t) dt

existe pour tout x (_E et pour presque toute wvaleur de s et si
u(s) _ E,, elle est une opération linéaire ).

Démonstration. Posons

E

(7) lim | %, — x| =0

n-oo

et désignons pai' {x.} une suite q‘nelconque extraite de {x,}. En
vertu de (7) et de la condition 2., il existe dans E une suite par-
tielle {x,, — x} et un z(_E tels que Yon a pour touti=1,2,..

‘presque partout {xn xn(t) — x (£) | < z (2). Evidemment lim m as K(s, t),
[xa () — x (t)] =0, et |[K{(s, 0)- (.x,, —x) lvz(t_). De plus

" Yintégrale / K (s, t) z (t) dt existe dans un ensemble H de mesu-
b . ‘ ‘

) Ci.8. Bamnach, L ¢, Fund. Math. III (1922), p. 166, th. 2.



88 Chapitre V. Espaces du type (5).

re 1,car zCE On a done lim / K (s, t) [xnft) — x (zf)] dt =0 et

i~

par conséquent lim / K (s, £) xat)dt = / K (s, t) x (t) dt pour SCH,_

l—}‘x)
Or, toute suite extraite de {1.(5) =‘/ K (s, 1) xu(f) dt} contenant
| y ‘

une suite partielle qui converge presque partout vers z(s), on a
lim as u,(s) = u (s), ce qui implique selon 3. et le th. 2, p. 79, que

H=yoo

Popération (6) est linéaire.

§ 6, Exemples des opérations linéaires dans quelqzzes espaces
particuliers du type (B)

L Nous donnons ici quelques applications du th. 9, qui vient
d’étre établi, aux espaces (M), (C) et (LO)).

Lspace (M). Si K(s,£) ot 0<s<1 et 0<C# <1 est une
. : 1
fonction mesurable et si pour tout s on a / | K (s, 2)| dt < N < oo,
S : 0
_ ‘I’expression

) U= j K(s. 8) % (8) dt

¥

est une opération linéaire définie dahs (M) et dont le contredo-
maine est 51tue dans (M).

ESpace (C). 8ila fonction K(s, t) est continue pour 0. s 1
et 0 <72 <1, 'expression (8) est une opération linéaire définie
dans lespace (C), son eontredomame étant aussi situé dans (©).

- Espace (L). Sl K (s ) est une fonctlon mesurable dans

le carré 0 <s <1, 0 t/1 et telle quefC(s)ds<N< oo oil

":C(S) =vr§t£ax [K (s, )], lexpressmn (8) est une operahon 1i-

- néaire de domaine (L) et de contredomaine C (L).



36 Qpérations linéaires dans quelques espaces particuliers dutype (8. 89

Espaces (L'™). K (s, t) étant une fonction mesurable dans le
carré 0 <5<« 1, 0 <{f <1 et telle que pour tout couple de fon-

ctions x () (L) et y(s){:(l,(‘f oup-2etg>2 o0na
1 1
(9) ' Kis.t) x () y(s)  ds df < oo

I'expression (8) est une opération linéaire définie dans (L®) et
dont le contredomaine est situé dans (L@).

En effet, étant donné un x(_ (L¥) quelconque, on a pour

tout y (L(t}%i));
| (kG020 dsar=y (s){ [K (st dt} ds

; .
d’ot (cf. p. 85) / K (s, t) x (t)df C (LD) et par conséquent, selon
o ‘ ‘

8), U (x) est une opération linéaire.
Pour que la condition (9) se trouve vérifiée, il suffit d’admet-
tre que / / | K (s,8) 7"t dsdt < oo, ot 7 est le plus petit des nom-
0.0 '

P q
bres p etq__1

(en particulier, que la fonction K (s, ) et bornée,

lorsque » = 1, et intégrable, lorsque p = g = 4 o).

On a, en effet, en vertu de 'inégalité de Riesz:
11

[f]((s t)x(t)y(s)dsdti < // K(s, zf)fr-ldsdt} f{x(s)["ds}

1
7

u / ly@F dt}, . En particulier, pourp =g =2,1la condition (9) peut

donc étre remplacée par f _/ |K (s, ) |>ds di < oo, ce qui implique |

que lopération (8) est linéaire dans (L®) et que son contredo- -
mame est également contenu dans (L®).

!
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La méme remarque s’applique aux cas ol p=g=1 et

p=gq=rcx.

§ 7. Quelgues théorémes sur les méthodes de sommation.

Etant donné un tableau infini de nombres

Ayyy Ayos ooe s Aigy ..
, Qayy Qogy euey Aopy o
(A) i1, Qivy vy ipy e

*7

- nous dirons qu'une suite de nombres x = {&} est sommable (vers
A (x)) par la méthode A (qui correspond au tableau (A)), lorsque

chacune des séries A{(x) =2 a & est convergente et la suite {4,(x)}
k=1

converge aussi (vers A (x)).

La méthode A est dite permanente, lorsque toute suite con-
vergente est sommable par cette méthode vers sa limite. Elle
s’appelle reversible, lorsqu’a toute suite convergente {m:} vient
cbrrespondre exactement une suite X (convergente ou non) telle
que A{x)=1; pour i=1,2, .. Nous dirons qu'une méthode B (qui
correspond au tableau (B) = {{bx)}) n’est pas plus faible de A,
lorsque toute suite sommable par la méthode A Pest aussi par
la méthode B. o | |

Enfin, une méthode A porte le nom de méthode parfaite,
lorsqufelle est a la fois permanente, reversible et telle que les
conditions ‘

(10 DMlai<oo e Dlaian=0 pour k=12 ..

i=1 i=1

entrainent
(11) | a; =0 pour tout i =1, 2, ...

Théoréme 10. Pour Qu’zz‘rze méthode A soit permanente, il

- faut et il suffit que les conditions suivantes soient remplies simul-
tanément: o ’
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10 Miaw| <M pour tout i=1,2, ..
k=1

2° lim ax =0 pour tout k=1, 2, ...
i-poo

3% lim Sazk =1 1).

e 2]

Démonstration. Nécessité. La convergence de la série

k=1

> a & pour toute suite convergente x = {&} et pour tout £=0,1,2,.
i

entraine (cf. p. 86, pour (¢)) la convergence absolue de la série

vam Les fonctionnelies A'(J{:) définies dans l'espace (c), sont
k__

par consequent linéaires et comme elles forment une suite con-
vergente, on en conclut d’apres le th. 5, p. 80, que la condition
1° est remplie. '
Soient d’autre part: £ =1 pour i =1,2, ..., £} =0 pour i==n
et § =1 pour tout »=1,2,.. Posons x,={&} pour n=1,2, ...

On a Afx,) =2 ar et A,{x,,)‘=am pourui et n naturels, donc
k=1 ‘ ‘ . :

A(x,)=1¢et A(x,) =0 pour n>0, de sorte que les conditions
2° et 3° sont également remplies.

Suffisance des trois conditions résulte du th. 3 p 79,
et du fait que la suite {x,} définie tout a ’heure est dans ’espace
(¢) fondamentale.

‘Lemme 1. Soient A une méthode permanente et y, = {7} une
suite convergente. Si pour toute suite de nombres {a,-} les conditions -
(10) entrainent légalité Ya,'r‘ =0, il existe pour tout nombre >0

i=1
une suite convergente x telle que l'on a

(12) |Ai(x) — 12 | <e pour tout i=1,2, ..

1)y Ce 'théoréme' est da a O. Tdeplitz. (Uber allgemeine lineare Mit-
telbildungen, Prace Mat. Fiz. XXII, Varsovie (1911), p. 113—119).

-
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Démonstration. Désignons par G l'ensemble de toutes les
suites convergentes {7} auxquelies correspondent -des suites
convergentes x telles que ;= A4;(x) pour i=1,2,.. Considéré -
dans Pespace (c), I'ensemble G ainsi défini constitue évidemment
un espace vectoriel. Si y, n’est pas un point d’accumulation de
G, il existe en vertu du lemme (Chap. 1V, § 3), p. 57, une fon-
ctionnelle linéaire F (y) définie dans (¢) et telle qué 'ona F ( V=1
et F(y)=0 pour tout y (_ G. Vu la forme générale des fonction-
nelles Iinéaires dans I'espace (c) (cf. Chap.IV § 4, p. 66), il existe
donc une suite de nombres {x;} telle que la série 2 o; est absolu-

Ci=1

- ment eonvergente et que:

(13) }%, talimn=0 pour {vz}CG
1--1
(14) ga 7+ o lim

La methode A étant permanente, on a d’apres (13)

(15) Za, AKx) + a hm & =0 pour tout x={&} C (c)

==1

et le th. 10 qui précéde entraine l’existence d’'un M satisfaisant 3 la

condition 1° de son énoncé, On a par conséquent ), Y| al[ EARIARS
) W 1

oo

g{: M-lea, Jxl, ot
==

: (16) Zaz z(x) Z‘Sk Zaz Qi

i=] =]

En posant pour un % naturel fixe Ek 1 et & =0 pour
n =k, on conclut de (15) que '

=

| (17) 2!15 Qip = 0 pour k = 1, 2,

=1

En posant ensuite & —1 ‘pour‘k#~i,-2, .., on tire de (15),
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f=]

(16) et (17) que g-\= 0, d’oni, en vertu. de (14), que >, a; =1, ce
i=1
qui est, en raison de (17), en contradiction avee I’hypothése.

Lemme 2. Si la méthode A est permanente et les conditions
(10) entrainent la condition (11), il existe pour toute suite conver-
"gente {13} et pour tout nombre >0 une suite convergente x satis-
faisant a la condition (12).

La démonstration est immédiate en vertu du lemme 1, qui
précéde.

Lemme 3. x, = (%)} éfant une suite bornée, sommable par
une méthode permanenie A, il existe pour fout =>0 une suite con-
vergente x telle que

(18) FAdx) — Adx,) | <e pour tout i=1,2,..
Démonstration. Posons
(19) : ;= Alx) pour i=1,2, ..

et desxgnons pwr oz} une suite quelconque assujettie aux condl-
tions (10), p. 90. '
On, a selon (19)

(20) Sae=Y Atz

i==1 =1

’et, A étant une méthode permanente, il existe d’aprés le th. 10,

Lo T 1

p. 90, un nombre M satisfaisant 4 1° d’ol 2 - Ia‘zkg &) <
1:::1 k—‘l

by

< M- 2 ‘o - borne sup [&| et selon (20) Ya, 70 = y;j’z Zag Qir,

b oo [ =1

I

Do

done, selon (10), 2 !1; 79 = 0. Ceci établi, la thése du lemme 3 dé-

montrer résulte lmmédiatement du lemme 1.

Lemme 4. Soit x, une suite sommable par une méthode A
permanente et reversible. Si, quel que soit =>> 0, il existe une suite
.x satisfaisant & la condition (18), la suite x, est sommable vers le
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méme nombre par toute méthode B permanente -et pas plus faible
de A. |

Démonstration. La reversibilité de A entraine (voir Chap.
III, § 6, th. 10, p. 47, et remarque p. 50) P’existence d’une suite
{2;} et d’un tableau {3;) ayant les propriétés suivantes:

ko)

(21) Dlipa| <oo pour k=1,2, ...,

i=1 '
(22)  si lon pose pour une suite convergente y = {n;}:
3 =fk<,v) Y’@ik ;i -+ % Ilm i o k= 1,2,.
' 1_1

on a

oS

Za,kék—'q pOlZI’l‘_‘l 2

k=]

Les fonctionnelles fx(y) ainsi définies dans l'espace (c) sont
linéaires. Pour toute suite convergente y la suite correspondante
X = {5} étant par hypothese sommable par la méthode perma-

- nente B, chacune des séries Z b & est convergente et la suite de

leurs sommes {B (x)} Pest également.
Posons pour tout y (T (c):

FAy) = ba ) pour i=1,2, .. et F(y):limFg(y).
2 =l

Ainsi définies, les fonctionnelles F; (¥) sont Ilnealres en vertu
‘du th. 4 (Chap. I §, 3), p- 23, il en est donc de méme de la fon-
ctionnelle F ( ).

Ceci établi, soient, conformement a lhypothese X, la suite
donnée et x une snite convergente satisfaisant a4 (18). En posant |

Yo = {Ax(x,)} ety ={4, (x)}, onay,C(e),yC() et ly—y| <s
donc | ‘

@) B =B (x| = F(y) - F (5)| < | F| -«

et comme 4 (x) = B (x), 11 vient j.A (%) — B(x)]| <A (x,) —
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— A(x) + B{x)—B(x;) , d’on, selon (18) et (23), A (x,)—B(x,} =l

<l F -e+¢e ce qui entraine I'égalité 4 (x)) =B (x,), q. £. d.
Les lemmes 3 et 4 donnent le

Théoréme 11. Si la méthode permanente B n'est pas plus
faible que la méthode permanente et reversible A, toute suite bornée
sommable par A est aussi sommable par B vers le méme nombre?).

D’autre part les lemmes 2 et 4 donnent le

Théoréme 12. Si A est une méthode parfaite et B une mé-
thode permanente pas plus faible de A, toute suite sommable par A
est aussi sommable par B vers le méme nombre?).

') Pour une classe spéeciale de méthodes reversibles, 4 savoir des mé-
thodes ainsi dites normales, ce théoréme a été trouvé par M. S. Mazur (L ¢,
Math. Zeitschr. 28 {1928), p. 599—611, Satz VII).

2) Pour les méthodes normales cf. 8. Mazur, Uber eine Anwendung der
Theorie der Operationen bei der Untersuchung der Toeplitzschen Lzmztzerungsver-
Jahren, Stud Math. H (1930), p. 40—50. '





