CHAPITRE 1IV.

—_—

Espaces normés.

§ 1. Définitions des espaces vectoriels normés et des espaces
du type (B).

Un espace vectoriel E est dit normé s'il existe une fonction-
nelle—qui est appelée norme et désignée par [x| ou |x|—
assujettie aux conditions:

1) |0]=0 et |x|>0 pour x %0,
2 lx+y|<|x]+1y],

3) |ix|=|t|.|x]| pour tout nombre ¢,

Si on définit la distance de deux &léments x et y de E par
la formule A
(xay)‘_“;x_“yly

on obtient évidemment un espace métrique. Sl est, de plus,

complet (voir p. 9; c.2 d. dans le cas considéré que& ir;l_)] R —X;|=0

entraine I’existence d’un x (C E tel que lim |x, — x| =0), il s’ap-
. n~»ca
" pelle espace du type (B) 1,

On voit aussitét que tout espace du type (B) est en méme
temps du type (F), mais non réciproquement: les exemples d’es-

) La classe des espaces du type (B) a été traitée d’une facon générale
pour la premiére fois dans mon ouvrage précité de Fund. Math. IIT (1922),
p. 133-—181. : '
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péces décrits dans IIntroduction, p. 9—12, et qui sont tous du
type (F), ne sont du type (B) qua 'exception des espaces (s) et

(S)-

- § 2 Propriétés des opérations linéaires. Extension des fonction-
nelles lmeazres |
Nous allons nous occuper d’abord des espaces E ormeés,
mais pas nécessairement complets.
Théoréme 1. Pour qu'une opération additive U (x) définie
dans un espace vectoriel G C E soit linéaire, il faut et il suffit qu'il
existe un nombre M tel qwon ait:

1) | IU(x)'|\<~M-|xl pour tout x Q.
| Démonstration'). La condition est n écegssaire. En effet,
3 défaut d'un pareil M, il existerait une suite {x,} telle que | U (%) | >

>Mn{xnlou lim My =+ . Enposant Vo= 1
n-yoo | Mn l xn\

- Xy, ON aurait

done | Va 1——%«: d’ott lim ¥V, =0 et par conséquent lim U(Y,) =

n n——)oo Plepties
1
nl n
La condition est suffisante. En effet, pour tous X, et x |
‘de G, limx,=x entraine lim|x— x,|=0, donc lim | U (xn) — ‘

n—yee ’ n—yoo T

——~U(x)|=lim]U(x—-xn) | <lim M | x— x| =0 et enfin
n—yoo H-yos .

MimU(x)= U (x), ¢ q. f. d.

B

ce qul est 1mposs1ble, car | U (Ya)|= AU (e | > 1

Etant donnée une opération linéaire U (x) définie dans un
espace vectoriel G (_ E, on appelle norme de Vopération U (x)
dans G et on désigne par |U|s le plus petit nombre M satisfai-
| sant 4 la condition (1). Si G = E on peut l'écrire tout court ‘Ul
au lieu de [UlE.

) Cf S.Banach, L ¢, Fund. Math, II, p, 151—158.
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On a donc |U(x)| < |Ulg-ix, pour x_ G et il est facile
de voir que '
| Ulg = borne sup [U (x)]|.
xCO x| <1
- La question s’impose s’il existe pour tout espace vectoriel
normé une fonctionnelle linéaire (définie dans cet espace) qui
n’est pas identiquement nulle. La réponse affirmative résulte
des théorémes suivants') dont le premier est une éonséquence
facile du th.1 (Chap. II, § 2), p. 27. |
Théoréme 2. CEfant donnée une fonctionnelle linéaire f (x) dé-
finie dans un espace vectoriel G (_ E, il existe une fonctionnelle liné-
aire F(x) définie dans E et satisfaisant aux conditions: |

F(x)=f(x) pour xC G et |F|=|fls.

Pour la démonstration, il suffit de poser p (x) = |x|.|f|s dans
le th. 1 du Chap. IL

" Théoréme 3. Pour tout x,(_E il existe une fonctionnelle
linéaire F (x) définie dans E et telle que

F(x))=|x,] et |Fl=1."

Pour la démonstration, il suffit de désigner dans le th. 2,
qui précéde, par G l'’ensemble des éléments de la forme /x, ol
 est un nombre arbitraire et de poser F (hx,) =/-|%,].

Il en résulte, en particulier, lexistence dans tout espacé vec-
toriel normé d’une fonctionnelle linéaire n’étant pas identiquement
‘nulle. |

Théoréme 4. Soit f(x) une fonctionnelle quelconque définie
dans un ensemble G (_ E. Pour qu'il existe une fonctionnelle linéaire
F (x) définie dans E et satisfaisant aux conditions

1* f(x)=F(x) pour x(Q,

) Les théorémes 2—6 se trouvent dans la note de M. HL H ahm, Uber
lineare Gleichungen in linearen Riumen, Journ. fiir reine u. angew. Math. 157
(1927), p. 214—229; cf. aussi S. B anach, Sur les fonctionnelles linéaires, Stud. -
Math. T (1929), p 211216, en particulier t_h. 2 et remarque.
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90 |F| < M pour un nombre donné M>0,
il faut et il suffit que Uon ait linégalité

r t
E /Zi Xi

Z hi f (%) |
T i=1

< M-
I== ' ‘
pour toute suite finie Xy, Xs,.., %, d'éléments de G et pour toute
suite finie hy, hy, ..., b, de nombres réels ), | |
Démonstration. Laconditionest nécessaire. Ona en effet

1 r E 7 r r .
I[F(Zhixi) | F|*| 2 bixi|, Qo selon 2° leziF(xi) < M- Elflz X;
i=1 | i=1 | i= i=

et comme on a selon 1° F (x;) = f (x;) pour tout x; (C G, il en ré-
- sulte I'inégalité & démontrer.

La condition est suffisante. - Soit, en effet, /7 1'espace
’ r

vectoriel des éléments de la forme z = A x; ot # designe un
=

nombre naturel, #; des nombres quelconques et X; (_ G. Posons
. |
? (2) =2k f (x).
: i=1

r |
Elfli Jx) —

o=

i=1 ) =1

r § ‘ :
Pour z= )k x; = > A x'; on a par hypothése

r §
Z hi x; — Z/Z’i x';
=1

< =]

s o '
— RS ) <M
| La fonctionnelle ¢ (2) est donc définie dans / dune facon
univoque et, comme on voit facilement, elle y est additive. En

r r .
_2 hi f (%) 2 hi x;
i=1 =1
‘stence dans E'de la fonctionnelle F(x) & propriétés 1° et 2° s’ob-
tient done du th. 2, p. 55, par substitution de ¢ & f et de /4 G..

En particulier, si G est une suite {x,} d’6léments de E et

C. désignent les valeurs correspondantes de la fonctionnelle f (x),
on ale |

= (.

<M

outre, | ¢ (2) | = donne |¢|y < M. Lexi- .

9 Ce théoréme a été établi pour certains espaces spéciaux par ¥; Ridsz
{Untersuchungen iiber Systeme integrierbarer Funhfionen, Math. Ann. 69 (1910),
P. 448—497) et, dans une forme plus générale, par B.Helly (Uber lineare Funk-
tionaloperationen, Wiener Berichte 121 (1912), p. 265-—297). ' ‘
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Théoréme 5. Pour qu'il existe dans E une fonctionnelle liné-
aire F{x) assujettie aux conditions

1° F(xn)=C, pour n=1,2,.. et 20 |Fl<M
pour un nombre - donné M> 0, une suite donnée {x,} d’éléments de
E et une suite donnée {C,} de nombres réels, il faut et il suffit que
Pinégalité

S| <m| Sns

=] i=1

se présente pour toute suite finie hy, h,, ..., h, de nombres réels.

§ 3. Ensembles fondamentaux‘ et ensembles totaux d’éléments.

Nous allons établir & présent quelques théorémes qui jouent
dans la théorie des espaces normés un role analogue & celui que
le théoréme de Weierstrass sur approximation des fonctions
continues par les polyndmes joue dans la théorie des fonctions
de variable réelle. . S

Lemme. FEtant donné un espace vectoriel G(_ E et un élé-
ment y, de E situé & la distance d >0 de G, il existe une fonction-
nelle linéaire F (x) définie dans E et satisfaisant aux conditions:

2) F(x)=0 pour x( G,
3 |Fl=—-

Démonstration. Soit H Vensemble des x de la’ forme
2 x=x'+oay, on o est un nombre arbitraire et x' C G.

Ainsi défini, H est évidemment un ensemble linéaire et com-
me d >0, la représentation (2) de x est univoque. Nous définis-
sons dans H la fonctionnelle additive f(x), en posant f(x)=a

pour x de la forme-(2). Comme |x|= Ix; +ay, =]l l%x+yo,l>/

> a4, il vient.d'nne part lf(x)[=llotl \<§1xl, d’ou lfiH\<~£—11'
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D‘autre part lim | x,; — Yo I = d pour x, ( C entraine |f(Xn—y) =1 <

-y

< Xn— Yo - 1fiH,dou1 d | f =, dOHC"’ ]le On a par con-

-1
d .

On en conclut en vertu du th. 2, p- 55, (en y remplagant G
par H) qu'il existe une fonctionnelle linéaire F (x) deflnle dang E

séquent |f|x

et telle que F (x) = f (x) pour x (C H et |F|=|flg =~ (condltlon

3), donc, en particulier, F(x)—~0 pour xCG (condltlon 2) et
F (3,) =1 (condition 1), ¢c. q. £, d.

Théoréme 6. Etant donnés un ensemble quelconque G C E et
un élément arbitraire y, de E, la condition nécessaire et suffisante
pour quil existe une suite {gn} de combinaisons linéaires') d’éléments

de G telle que lim g, = Yo, est que f{x) =0 pour x (G entraine

n—yco _ |
f(,) =0, quelle que soit la foncz‘ioszelle linaire f(x).
Démonstration. La condition est nécessaire. En effet,
Iégalité f(x) =0 pour tous les x (C G entraine I'égalité f(g,) =0
. pour z= L2 .. ’ d'ott f(lim g,) :f(yo) = (.

Ny

La condition est suffisante en vertu du lemme qui précéde,
en y désignant par -G I'ensemble de toutes les combinaisons liné-
aires d’éléments de I'ensemble G considéré ici, c. q. f. d.

Un ensemble G (_ E s'appelle fondamental, lorsque Iensem-
ble de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de G est dense
dans E; il s'appelle total, lorsque toute fonctionnelle linéaire fx)
qui s’annule pour chaque x (_ G, s’annule aussi pour ¢haque x (C E.

On déduit aisément du th. 6 le suivant

‘Théoréme 7. Pour quun etzsemble GCE wit forzdamental‘
i faut et zl Sufﬂt qu'il soit total |

A

") voir la définition de cette motion Chap. II, § 1, p. 27.
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Une fonctionnelle linéaire f (x) est dite orthogonale & un élé-
ment x,, lorsque f(x,) = 0; elle est dite orthogonale a G, lorsque
cette égalité se présente pour tout x (C G.

_ Le lemme p. 57 implique pour tout sous-ensemble G L E li-
néaire et fermé lexistence dans Pespace E d’une fonctzonnelle liné-
aire non identiquement nulle et orthogonale & G. |

§ 4. Forme générale des fonctionnelles linéaires dans les es-
paces (C), (L0), (c), (1), (m) et dans les sous-espaces de (m).
Nous allons établir'a présent la forme générale des fonction-
nelles linéaires dans certains espaces mormés particuliers ). '
1. FEspace (C). La norme définie dans I'espace (M)?) coin-
cidant pour les fonctions continues avec celle de l'espace (C), on
peut considérer (C) comme un-espace vectoriel situé dans (M).
Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) définie dans
(C), il existe en vertu du th. 2, p. 55, une fonctionnelle linéaire
F(x) définie dans (M) et satisfaisant aux conditions:

(1) F (x) = f(x) pour tout x»C (C),
(2) |Flan=1flo-
Posons: [ . Dcn<t
e — pour 0L u< .
=8 10 pour t<u<1
et -
@) _' FE)=¢ (t)

Nous allons montrer que g(t) est une fonction & variation
bornée. Soient @ = £, < t, <..<t,=0b et &= sign [g (&) — & (t.—1)]

pour i=1,2,..,# On aZ ] gt)—g )= Z'{g(&)-—- 1—1)}81—

et on apergoit

=F 2—71{ & — &fi_-1} Ei] < lF](M) ) H gl{gfz‘ — &y o) e

1) ¢f, Introduction, § 7, p. 11—12, exemples 4, 5 6, 8 et 9.
?) wvoir 3, p. 10. _
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aisémehtm que la norme de cette somme est =1. Il en résulte
d’aprés (2) que ’
@ variation g () <|Flum =1Slo-
Ceci 6tabli, soient X (2) C (C) et

n

(5) 2y = 24() = Z x (%) ' {i% (#) — Ez_%a(u)} :

r=1

La fonction 2.(1) prehd donc respectivement dans les inter-

— ' r r
valles {——’—1—1— <o L = les valeurs x (Z) L

| =0, dolt selon (1):

a fonctioﬁ x = x (1) étant

continue, on a lim | X — 2n]|
©6) lim F (zx) = F (%) = F ().
n—yo<

D’autre part, les égalités (3) et (b) donnent

rer- ) e o5

done, comme x (£) (C (C) et g (¢) estune fonction & variation bornée,

b

1
lim F (2,) = f x (f) dg, d’'ott en vertu de (6):
G

M )= f () dg pour tout x(8) C(C).
| : -

fx (t) dg

0
-max | % (£)], on a selon (4), en posant |f|= | flce:
ot

« variation g (%) -
1

0CIL

Comme par conséquent |f (x)|=

variation g (£) = |f|.
(B!

Nous avons ainsi obtenu le théoréme *):

. 1) quia été démontré pour la premiére fois par ¥. Riesz (Sur les opé-
rations fonctionnelles linéaires, Comptes-Rendus de I'Acad. des Sc. 149 (1909),

p. 974—977).
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Toute fonctionnelle linéaire définie dans Pespace (C) est de g

forme .

F@) =|x@ag,
0
ot g (t) est une fonction indépendante de x () & wvariation [fl.

Réciproquement, étant donnée une fonction £ (t) & variation
bornée, la fonctionnelle f (x) définie par (7) est évidemment liné-
aire.

2. Espace (L) ot r>1. Etant donnée une fonctionnelle
linéaire f(x) définie dans l'espace (L), posons:

_ “.[1 pour 0 <L u Lt
&f~gt(u)_l0 pour t<uy<1
et

fE) =g (@). |
Nous allons montrer que g () est une fonction absolument
continue.
En effet, soient ¢, 0y, ..., 8, des intervalles n'empiétant pas l'un
sur l'autre a extrémités respectives # et #; ot 4 <#,; et i = 1,2,..,n
En posant e; = sign [g (¢) — g (£)], on a ‘

Dley—g @)= Sa ) —g t) e

i=1 I=1 :

= - o) <1l | D~

=1 Sl =1

(8)

?

La fonction (&, — &) & prenant dans l'intervalle §; la valeur
gi==11 et s'annulant ailleurs, il vient en vertu de I'hypothése
que les intervalles d; n’empiétent pas un sur I'autre

:]/{Zn’]‘dg‘]a

ol |[d;| désigne la longueur de 8. On a donc, d’aprés (8),

(G —E) e

>

=]
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ﬁ’i g(t',)——g(t,)! \fl V‘}’)ol ce Aqui prouve la continuité

absolue de g (%).

Ceci établi, posons g'(f) = ¢ (). La fonction « (¢) est inté-
4

grable et, comme & =0, on a évidemment f (&) =‘/ o (f) dt, don

.0

9) - fEy= j zéx(u) a () di.

Soient ¢y, €y 5 -, Cn “des nombres arbitraires, 0 < #, <{ <
<ftp=1 etx(z‘)-c, pour by Lt<tieti=1,2,..,n On a évi-

demment X (£) =,E ¢ (&, — &,_,), dol selon (9)
i=1 g

1
(10) F(®) =fx ) o (t) dt.

Ainsi I'égalité (10) est remplie pour toute fonction ,en es-
calier® « (£).

Si x=x () est A présent une fonction quelconque mesura-
ble et bornée, il existe une suite {x,(¢)} de fonctions ,en escalier®
bornées dans leur ensemble et tendant presque partout vers x (Z).

1 .
Par conséquent lim f | %2(8) — x (H)[F dt =0, d’ott lim [[x, — x| =0
f—yoo . Ny

1 1
et, selon (10), f (x) =lim f xn(t)a(t)‘dt:‘/‘x(z)a(t) dt. Ainsi'é6ga-

n—yoa

lité (10) est remplie pour toute fonction x () mesurable et bornée.
Ceci établi, considérons d’abord le cas ot r > 1.

Posons:
sull) = { la (f)[s— - sign o (f) pour |a ()|t n
n - sign o (t) ‘ pour | o (£) ]S"‘l >n,
ot ~1—+1—1 On a [f(xn) | = /xn(t)oc(t)dt < |fl V/ | xn() |7 dt
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1

et comme Xu(t) o (£) = |xa(8) || @ ()| 2> | xalt) | - | x4(2) =72 OB 2

L0

3 N : |
/[ x(B) P dt L | f- ]//!xn(l‘) ["dt, d'ou, en tenant compte que
, ' 0 ,

S
s —

1 1 '
= r, on tire( [ | xa(2) |7 dt)l r < |f]. Comme cette inégalité

0

subsiste pour tout 7 naturel et comme | x:(B) T < Ja @) s =a()s

et presque partout lim | X:() | = | (£) ¥, on obtient
. S/ ;
(11) ]/ [lo@]dt <|f],

de sorte que « () est une fonction & s-iéme puissance sommable.
Par conséquent, si x(t)‘est une fonction mesurable arbitraire
A r-idme puissance sommable, le produit x () « (f) est évidemment
une fonction intégrable.

‘Définissons 4 présent la suite {x,(f)} comme il suit:
(1) xm=x@y=] O oW x| < n,

[ n gign x () pour |x(@®)|>n.
On a alors

08) Ix— sl =]/ [lxd)= 5O d e lim|x—m]=0

de sorte que [f x @) o @)dt —f(x)] = ]fv[x (&) — xa(D)] & (£) dt | <

r

<V [1 | % (&) — xa(O) [ dt.l/ [1 | o (£) | dt, don, selon (13), f(x)=

n—-yoo

= lim f (xn) ==f1x(t)o‘c(t) dt et commelf(x)[:[flx(t)a(t) dt | <

. | - ,
\<l/ f |a (£) | dt - | x|, la formule (11) donne P'égalité

0



64 Chapitre IV. Espaces normés.

N

/1
ifl= ] [la@lat.

Nous avons ainsi démontré le théoréme ): |
Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans Pespace (L) oi
r>1 est de la forme |

1
F(%) .—:Jx(z,‘)a(t) dt

o

o | !
a () (C (L) et |f] —_—l// o (B dt.
* 0
Passons maintenant au cas ol 7 =1. Soient 0 Cu<<u-+i<1 et

x:(t)':{*/iz- pour n <tLu+h
<

0 pour 0Lt<u et u+h<tiL1l.
v P o1 » 1 ut-n
- On a, selon (10), §f(x)j=}/x(zf)a(t)dt1 = = fa(t)dt' et
‘o R u
ath
comme [f()| < |f] pel=1f]1, il vient | [a(®)at | <[ F| h.

La fonction g (z) = /"a (Z) dt satisfait donc a la condition de Lip-
0

schitz et comme on a presque partout g'(t) = a (£), on en con-

clut que ,
(14) | ()| < |f| presque partout.

Si 4 présent x = x (¢) est une fonction intégrable quelconque
et la suite {x,(f)} est définie par les formules (12),onalx—x,| =

1
= [ 1% @)= xu(t) | dt—0, doin f(%)=lim f () =lim [1 Xo£) o (£) df =

1) Pox}r‘r=2 ce théordme a été &tabli par M. Fréch et (Sur les ensem-
bles de fonctions et les opérations linéaires,‘Comptes Rendus de I’Acad. des Sec.
144 (1907), p. 1414 —1416) et dans ‘le cas général par F. Riesz, L. c., Math.
Ann, 69 (1910), p. 449—407, v. p. 475. ' '
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= [*x® @) dt, puisque |xut) o (B)] < |5 @B a(®)]. Or, comme

l

/lx @) o (t) dt

de (14) I'égalité

1
< b/ | x (&) dt - 32;21 max |« (¢) |, on obtient en vertu

lf]zvrgtgax e (®)].

Nous avons ainsi démontré le théoréme 1,
Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans lespace (L) est
de la forme 7

F=[x®ad,
Jo-f

oua (f) est une fonction bornée presque partout et | f|= vrai max % (0)].
) 0L
3. Espace (c). Soient

(15) .&,,:{ 1 pour n=i
’ 0 pour n=£i,

Xnp = {&f} et x' "——' {&;} .

Etant donnée une fonctionnelle linéaire f(x) ot x={&,}C (c),
posons :

(16) ) =C et f(x)=C,
En posant « =1lim&,, on a done ||x — ax' —3' (¢, — a) X, || =
) n—co S , n=1

= borne sup [&, —a|, d'oit X =oax'+lim Y (&, — o) x, et par con-

n>>r r—co n==}
séquent £ = o.x'+ 2 (¢ —a) xa. Done £(x) = o f(x') + St — 0) - f (),
n=1 n=1
d’ott selon (16) -
(17) @ =l Y =) G

n=1

) Ce théoréme a été démontré pour la. premiére fois par M. H. Stein-
haus (Additive und stetige Funktionaloperationen, Math. Zeitschr. 5 (1918), p.
186—221). , |

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. : b3
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Si x = {&,} est & présent la suite ot

_ | sign Gy pour n<r,
10 pour n>r,

SR

n

ona  x|=1,2=lim& =0 etf(x)= len!aetcommelf(x)l < |1l

Py =1

r .
il vient Y |C,| < |f|. Le nombre r étant arbitraire, il en résulte

n==1
que la série V I Cr | est convergente. En posant

n=1
—-Z‘ C.=C,

n==1

on a d’une fagon générale selon (17)

n—yoo

(18) f(x)=aC —}—2 Cuén o a=1limé,.

Soit a présent ;
o : ___j sign C, pour n<r
"\ sign C  pour n>'r‘

Alors =1, a-—hmh,,—-sxgnCetf(x)—ICI—{—y[Cnf—{-

N—yeo

%]

+ 2; ICn sign C<|f] et, cette inégalité subsistant pour tout Y na-

turel, on obtient | C| + Z' |C2| <|f|. Comme d’autre part fx) <

\<[[ CH—Z] Cr }} ‘1x], 1 en résulte que l'on a I'égalité

=1

19 NGl =11,

n=]
~ Conformément aux formules (18) et (19), le théoréme suivant
se trouve ainsi établi: :

Toute forctionnelle lmeatre f(x) on x = {En} définie dans (c)
est de la forme | :
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F{x) = C lim &, + V C, %,

I1—yoc 1
et on a -

) o
ci+3a =17,

=1

5k

4. Espace (") o r > 1. Soit, comme auparavant, x, = { {&7}

o &7 sont définis par la formule (15). On a done pour x = {3 C
I"

C (1)) arbitraire |x—2 & x; |[= / .E L7 — 0, dou
i=l | i=ngl
(20) | = }‘ G xi.

Etant donnée une fonctionnelle linéaire f (x) définie dans
(i), posons f(x;) = C;, d’ot selon (20)

1) F@ =3¢ 0.

i—=1

Considérons d’abord le cas ofl 7 — 1.

Soient &, =sign C, et & =10 pour i=~=n On alors f(x) =
=|Cy| < |f|. D’autre part, on a pour toute suite x = {&} (C (I)
Pinégalité |f(x)| < (2 JEii)-boxl'ne sup |Ci| et par conséquent

i=1 2 .

ileo

= borne sup | ;.
|#1=borne sup | G
Nous avons donc démontré le théoréme:

Toute fonctionnelle linéaire f(x) ot x = {E} définie dans (1)
est de la forme

f(x) _Z Ci &

=1

o |f| = borne sup | Ci].

<oo
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Passons au cas ot r>1. Soit x° = {§° ou .

[ G- sign G pour i<n,
|

l
0 0 " pour i>n

i =

a1

et — —}-—-—1 On a alors x0] —]/2}(][’3’”— g,'l]Cils, d’o1,

r

n

selon (21),f(x°)=giczls»<fff' é_ﬁ;iﬁls, donC]/g:;lel‘<lfl

et, 1 étant arbltralre,]/ > Cilf < |f|. Dautre part, pour toute

f=1

suite x = {&} C (1)) on af(x>=f§efczl<//zssf ]/5’!61 ,

- d'ou finalement 1'égalité
S

|fi= ZiC

i41

Nous avons ainsi démontré le théoréme:

Toute fonctionnelle linéaire f (x) définie dans Lespace (1) ony
r>1 est de la forme

f(x) =j Cié on x= {&i}

=1

et ona |f ]/VCIS oL r1f+%=1.

5. Espace (m) et ses sous-espaces vectoriels séparables. Soit
E un espace vectoriel séparable situé dans (m); les éléments de
E sont done des suites bornées de nombres. Admettons dans E
la méme norme que dans (m), & savoir

| x| = borne sup || oi x={4} CE.
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Soit {#a} ol x,={£7} la suite d’éléments de E qui forment
I’ensemble dénombrable dense dans E.  Considérons d’abord x;
et x,. Nous allons établir pour tout e, > 0 I'existence d’un tel %,
naturel que I'on ait pour tout couple ), et &, de nombre réels:

(22) A 2+ 2 x;,{\< Iilfg M EE 2 821 (14 6,).

Ecartons, en effet, le cas de la proportionnalité des nombres &}
et & comme trivial et supposons, par contre, qu'il existe pour tont
kE naturel un couple X et }* tel que

| W x1+)\kxq!>max§)’f£1+?ki" (1+4%).

1<k
En désignant par ms celui des nombres | M| et [2%] qui est
' NE )E

plus grand et en posant /* = ;7-11« et I =~n—12—, on aurait donc
, R T My

(23) |lkx1+lkx.,]>max 14 L AR
1<k

“(1+5sy).

Comme on a 1<|/#|+4 |/ <2 pour tout % naturel, on
peut extraire des suites {/%} et {/#} des suites convergentes. Il
existe par conséquent une suite {#;} telle que les suites {/%} et
{&} convergent respectivement vers certains nombres I, et
ot 14| +14L] <2 Comme lim %; —-—l—me‘cenoutrehml(llx1

jreo
+ 1, %) — (% x; + % x,)] =0, on aurait donc, en vertu de (23),
[ x+ 1 x| > max |4 &+, E2]- (1 4+5), ce qui est impossible, -

car on a par deflmtlon [ %+ x| = bolréléxsup A &1. + L, €2].
L’existence d’'un %, naturel satisfaisant pour tout X, et A,
a (22) étant ainsi démontrée, on en déduit aisément par induction
que, {¢,} étant une suite arbitrairement donnée de nombres po-
sitifs, il existe pour tout n>1 un &, naturel tel que pour toute
suite finie A;, ,, ..., A, de nombres réels on a '

(24) | hpey 2%, 4o Dnin | < gxax]k&l—l—)x,ﬁ’—k M (1 e

Ceci établi,‘ désignons pour tout n» naturel donné par x'; ou
i=1,2,..,n la suite
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(25) SR E, sk ,0,0,0,.
on a donc en vertu de (24) pour Ay, d,, ..., A, arbitraires
(26) 2 X+ Xyt + )k,zx,z LM X R X R X (1 ).

Soit a4 présent f (x) une fonctionnelle linéaire définie dans E.
Donc [f(hy Xy +haXo+ oo Fha X)) | < | f] M X0 F Mo X0+ 4+ M 0],

et par conséquent selon (26), A f(x) 42 (%) + e 0 f ()| < -

< (e b x +3 %' 4. 2 %' |, Comme par  définition
de x;/ (voir (25)) on a x/ C (c), il existe en vertu du th. 5, p. 57,
une fonctionnelle hnealre fa(x) définie dans (c) et assu]ettle aux
conditions:

flx!) = f(x)) pour tout i=1,2,..,n et |fr|<|f] (1+c5n).

~En tenant compte de la forme générale des fonctionnelles
linéaire dans I’espace (c), établie p. 66, et tous les termes des
suites x/ ot i=1,2,..., n étant d’aprés (25) des zéros pour les
indices supérieurs a k., on conclut qu’il existe une suite finie de
nombres ang Gns ... Anr, assujettie aux conditions:

Za,,, = P=flxY=f(x) pouri=1,2,.

j==1

et
krz

Dl = 1fal <1 (U420,

=1

d’oli, en posant

Qn; ;
_{'?En pour < kg

@) ay=] 1
0  pour j>hky,,

on obtient

@28) Doy & =1

j=1

+Enf(x,) pour L-1 2, ...,

n

et

O

(29) | Dl <IflL

=1
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Admettons que la suite {z,)} ait &té choisie de facon i avoir

e

lime, =0. En vertu de (28) on a alors lim ‘i’% 5 ——f(xz) pour

n-—»sc -doe j=1

i=1,2,.. et nous allons montrer, sans altérer Ia suite double in-
finie {2}, que cette forme se laisse généraliser de x; sur tout
x(CE.

Posons a ce but x = {&}. La suite d’éléments de la forme
X, ={&"} étant définie au debut comme dense dans E il existe pour
tout ¢ >0 un x; = {&} tel que |x — x| <eg dou 17,,] g _f(x;)

!

oo f oo

j & %nj G — ;,‘) 4 i }..S'laﬁ] & ~f(xz)| + 1 f(x) -—f(x) et comme

’__, O (ﬁ;—%’){<( | 20 ]) X—x;<fl's, on a pour 7 suffisam-
1 j=1 .

|
ment grand !E'/-njij—f(«t‘)i<§fi'5+€+'!fl's=(25 |+ 1) et
j=1
par conséquent la forme généralisée

o

(30) hmZ oanj & = f(x) pour tout x = {5 C E.

n-yee F=

Enfin, nous allons montrer que

(31) dim ey =f].
, ﬂ"*Dijl
En effet, si ’on pose
- (32) M=lim > |ay],
‘ -0 j=1 '
on a-selon (30), [f-(x)] M- boréle sup |&§|=M-|x ] pour tout

x*(_E, dou, |f| étant le plus petit nombre tel que |f )] <
< |f]-1 x| pour tout x CE on conclut que |f| << M, ce qui donne
en vertu de (32) et (29) I'égalité (31).

Recueillons a présent les formules (27), (29), (30) et (31)
nous voyons que le théoréme suivant se trouve etabh 1): |

1) Ce théoréme est di A M.S. Mazur.
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Toute fonctionnelle linéaire f(x) définie dans un espace vec-
toriel séparable E situé dans Uespace (m) est de la forme

f(x) = lim Zoc,,, £

n—yoo j=1

ot x = {5} et {2} est un tableau de nombres réels satisfaisant aux

conditions:
1° o2, =0 pour j> k, oi {k,} est une suite de nombres naturels,

20 Ylay| <|f| pour n=1,2,..,
=1 '

-3° lim_Zga,,jf-_—.if}.
nyeo j=1

§ 5. Suites ferme"es et complétes dans les espaces (C), (L),
(c) et (1), :

Nous allons appliquer a présent les résultats qui précédent
a plusieurs notions et problémes liés avec les propriétés des es-
- paces particuliers que nous venons de considérer.
Une suite de fonctions {xa(£)} ot x.(8) C (C) et 0 <1

est dite fermée dans (C),lorsqu’il existe pour toute fonction x (¢) C (C)
kﬂ

une suite de combinaisons linéaires | 2 2™ x; (L‘)} tendant unifor-
=]~
mément vers x (). '
La suite {x.(f); s’appelle compléte dans (C), lorsque, g ()

étant une fonction quelconque i variation bornée, les conditions
[ xa(t) dg = 0 pour tout n =1, 2, ... entrainent Pégalité g(0) = g (£) =
ﬂ -

= g (1), excepté un ensemble au plus dénombrable de valeurs de %

Une suite de fonctions {x.(f)} ol x.(&) C (L?) et 0 <t 1

est dite fermée dans (L0)), lorsqu’il existe pour toute fonction
kfl

x () C (L) une suite {gx} de fonctions de la forme gn(f) = X o™ x,(¢)
. i=1

convergente en moyeune avec la r-iéme puissance vers x (),

¢.d d. telle que lim /";x (£) — ga(t) 7 dt = 0.
n-—)ooo )
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La suite {xn(t)} s'appelle compléte dans (L)), lorsque, g (%)
étant une fonction arb1tralre qui est mesurable et bornée ou qui

appartient a (L(S)) 0u——}——~ =1, suivant que r=1 ou r>1, les

conditions‘[ Xn(t) g(¢) dt = 0 pour n= 1,2, ...entrainent presque par-
0

tout Dégalité g (£) = 0.

Les deux notions interviennent dans la théorie des séries
orthogonales,

Il est facile de voir que la condition nécessaire et suffisante
pour qu’une suite de fonctions soit fermée dans (C), resp. dans
(L), est qu’elle soit fondamentale (dans le sens défini au § 3,
p- 58, de ce chapitre). De-méme, pour qu'elle soit compléte, il |
faut et il suffit qu'elle soit totale (dans le sens défini ibidem). 11
suffit, en effet, de rappeler la forme génerale des fonctionnelles
linéaires dans (C) resp. (L), établie p. 61, resp. 64—65.

Enfm le th. 7, p. 58, implique aussitot que pour qu’une suite
de fonctzons soit complete dans (C), resp. dans (L), il faut et il
suffit qu'elle y soit fermee.

En procédant d’une fagon analogue, on peunt établir les
notions de suites fermées et de suites complétes pour les espa-

ces (¢) et (IM).

§ 6. Approximation des fonctions appartenant & (C) et (L)
par des combinaisons linéaires de fonctions.

Aussi le th. 6, p. 58, est susceptible d’interprétation dans
divers espaces normés particuliers. En voici deux exemples:

1. Espace (C). Pour qu'il existe des polynomes formés de
termes de la suite {xa(t)} oit xa(t) C (C) et 0 <t <1 qui appro-
chent uniformément une fonction donnée x (t) (C (C), il faut et il
suffit que, g (t) étant une fonction quelcongue & variation bornée,

les conditions fx,z( t)dg =0 pour n=1,2,.. entrainent Uégalité
. 0 .

flx(t) dg = 0.
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2. Espacejs (L), Pour quil existe des combinaisons linéaires
formées de termes de la suite {x,(1)} ot xa(t) (_ (L) ef 0 <t 1
qui approchent avec la r-iéme puissance en moyenne une fonction don-
née x (t) (_ (L), il faut et il suffit que, g (t) étant une fonction

arbitraire, mesurable et bornée lorsque r =1 et apparte/zaizt a (L)

ozz-——— + — =1 lorsque r > 1 les conditions / g (1) xa(t) dt =0 pour

n=1,2, .. entrainent I'égalité / g(t)x(tydt =0
0

§ 7. Le pfob{éme des moments.

Passons aux ép‘plications du th. 5, p. 57.
On a donné le nom du probléme des moments au probléme
qui consiste & établir des conditions pour leX1stence d’'une fon-

ction f satisfaisant 4 Pinfinité d’équatiors
, b

(33) Iafql- dt=¢; o i=1,2,..,

| . | |
pour une suite de fonctions {¢;} et une suite de nombres {¢;} don-

- nées d’avance. ‘
Nous donnons ici la solution de ce probléme dans deux cas
particuliers d'espaces normés: elle s’obtient par linterprétation

convenable du th. 5, p. 57, dans ces espaces. :
I Espace (C). Soit x;= x(f) oi 0t une fonction
continue. Toute fonctmnnelle hnealre f(x) dans (C) etant (ct.

p- 61) de la forme f(x) —/ x (¢) dg on variation g (f) = [f[, on ob-
<<

O\\

tient du th. 5, p. 57, le theoreme 1):
Pour qu'il existe une fonction g (t) a la

variation g (¢)
oIt

et satzsfazsant aux équations

) Ce théoréme a 6t trouvs par F. Riesz (cf. les travaux de F.
Riesz et de B. Helly cités ici p. 56, notel))
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1

jxl-(t) dg=c¢; pour i=1,2, ...,

0 ,
il faut et il suffit que lon ait pour toute suite finie hy, hs, ..., h, de
‘nombres réels '

r

Z hi % (t)

{
I
1:1 Q<2'/1 I =

II. Espace (L"), Pour r>1 on parvient, en procédant
d'une fagon analogue, au théoréme ?!):

Pour qu’il existe une fonction o (t) on 0t <1 telle que

Jia(t)}Sdt\{MS oit %+—§.:1

et qui remplisse les équations

1

f sty o (B dt=ci oi x(f) C (LD et i=1,2 .,

il faut et il suffit que l'on ait pour toute suite finie hl, By, o
de nombres réels

thl M]/[

i=1

Z by xz(t) "t

i=1
Pour r = 1, les fonctions x,-(t) sont intégrables et la foncﬁon

cherchée o (t) est bornée et telle que

vrai max ]a B <M.
01

La condition nécessaire et suffisante est alors la suivante:

lzh i MfZ/z xl(t)Jdt

i=1

1) Ce théoréme est dil égalemeﬁt 3 F. Riesz, L ¢
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§ 8. Conditions pour [lexistence des solutions de certains Sy-
stémes d’équations & une infinité d’inconnues.
Considérons un autre probleme.

Etant donnés un tableau {«;} et une suite {c;} de nombres,
nous allons chercher d’établir des conditions pour I’existence
d’une suite de nombres {z;} satisfaisant a I'infinité d’ équations

(34) Dluna=c on i=1,9,..
k=1 :
Nous donnons ici, également a I'aide du th. 5, p- 57, la so-
lution de ce probléme dans deux cas partlcuhers d’espaces:
OI.  Espace (c). Soient x; = {a} et

(35) lim a;, =0 pour i=1, 2, ..
koo

Toute fonctionnelle linéaire dans I'espace (c) étant de la forme

f(x)=Ch'm Ei'{‘fcigi ol x—{E} et ]f[-n]CH—ZlC[(cf p. 66),
le th. 5, p. 57, donne en vertu de (35) I’énoncé suivant:

Pour qu'il existe une suite de nombres {zk} qui remplisse les
eqzzatzons (34) en méme temps que la condzz‘zon Z[ z2r| < M, il faut
et il suffit que lon ait pour toute suite finie de nombres h,, Ry v\ By

l’megalzte

212 i | <

i=]

212 Cik | »

IV.  Espace (). Soient x; — {dfk} et Z}aik |<eo pour i=1,2,..

< M- borne sup
1<k<oo

Toute fonctionnelle hnealre dans (/) étant de la forme J(x)= 5’ Zi &

l==:1

ol x={&} et |f|=borne sup | 2] (cf. p. 67), le th. 5 p. 57,

1i<Cea
donne lmmedlatement lenonce suivant:
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Pour qu’il existe une suite bornée {2x} qui remplisse les équa-

tions (34) en méme temps que la condition horpe sup |z:| < M, il
' 1<k<oo ,
faut et il suffit que lon ait pour toute syite finie de nombres réels

Ry Ry o, By Pégalité

Shel<n 3|y
=1

k=1 li=

h; Ozp

-

r
1






