CHAPITRE III.

Espaces du type (F).

. § 1. Définition et préliminaires.

Soit F un espace vectoriel (D) complet et assujetti aux con-
ditions suivantes (ol x, X., ¥ sont des éléments de E et A, ka
sont des nombres): |

10 (%, 3) = (x—3,0),

20 hm h, = 0 entraine lim h,x = © pour fout x,
n-»oa n—yoo

3° lim x, =© entraine lim hx, = pour tout h.

n-yoo n—yoa

Les espaces E a propriétés 1°— 3° seront dits espaces du
type (F). Tous les exemples 1 — 10 des espaces (D), décrits au § 7
de PIntroduction, p. 9 — 12, sont & la fois, comme il est aisé de
voir, autant d’espaees du type (F).

Les conditions 1° — 3° entrament aussitot les proprletés su1-
vantes de la limite:

a) lorsque lim x, = x et lim y, =y, on a llm (Xn+yn)=x+y.
n—oa 7o

- 11 suffit, en effet, de remarquer que lon a toujours
(nt Yo X+ =Fn+Yn—X— 3, 0) L (X — X +\yn =Y In — ¥+
+(yﬂ Y, Q)_(xﬂ'—xy @)+(yﬂ—y: ®)=(xﬂ9 x)+(yﬂs y)‘

b) si hm lz,z = h, on a lim ik =k X, qzzel que soit x (_ E.

n—yoa

On a, en effet, toujours (/,x, hx) = ((fn — R)X, 0).
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Nous voyons donc que tout espace du type (F) est en méme

temps un espace dy type (G). 1l en résulte que tous les théoré-
mes du Chap1tre 1 subsistent, lorsque E est supposé un espace
du type (F). |

Or, il est a remarquer que les espaces vectoriels du type (F)
sont connexes, car pour tout x et y de E I'ensemble des éléments
de la forme hx+ (@1 —hy ou 0L est un ensemble con-
nexe contenant les éléments x et y. ‘

Etant donnée une sphére arbitraire K (voir p. 13) dans 1’es-
pace E du type (F), il est facile de voir que Iensemble xK (voir
la définition p. 21) est également une sphere .

Soit A=~ 0. L’opération U (x) = hx constitue alors une lrans-
formation continue et biunivoque de Dlespace £ en lui-méme et
on apercoit aisément que les ensembles fermés, ouverts, non
denses, de I-e resp. de Il-e catégorie, mesurables (B), se trans-
forment respectlvement en ensembles de la méme nature.

On a, en particulier, le théoréme suivant, qui résulte du thé-
oréme 2 (Chap.I, § 2), p. 22, et de la remarque p. 23, tout espa-
ce du type (F) étant connexe: :

Théoréme 1. E étant un espace du type (F), tout espace liné-
aire H CE mesurable (B) et de ll-e catégorie est identique & E.

§ 2. Operatzons homogénes.

Nous allons nous occuper mamtenant des opérations additlves
définies dans un espace 'E du type (F) et dont les contredomaines
sont situés dans un espace E,, également du type (F).

Pour toutes les opérations de ce genre restent vrais les
théorémes 3, 4, 5 et 6 du Chapitre I. De plus, en appelant ko-
mogéne toute opération U (x) qui satisfait pour tout nombre 4
a Pégalité U (hx) = hU(x), on a le

Théoréme 2. Toute opération linéaire est a la fols homogéne.

Démonstration. - L'opération U (x) étant supposée linéaire, il
~ est évident que Ton a pour tout x (C E et pour tout r ration-
nel U (rx)—rU (x). Or, si {r.} est une suite de nombres ration-
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nels tendant vers %, on a lim r,x = hx. La continuité de I'opé-
>0

ration U (x) donne par c.onséquent U(hx) =1lim U (r,x) =lim r,U (x) =
n—yso n—yo

= hx; Vopération U (x) est donc en effet homogéne.

8 3. Séries d’éléments. Inversion des opérations linéaires.

Posons pour abréger
%] = (x, ©).

On vérifie facilement que I'on a les relations suivantes pour
tous x et y de E:

1°(x, 9 =1x—yl,

20 10| = 0; x#@ entraine {x|> 0,
3 |—x|=|x],

2 x| =y <|[x+yi<|x[+]y],

5° lim x,= x entraine hm | x. | =|x].
n—oe

Etant ‘donnée ‘I‘me suite {x,} d’éléments de E, on dit que la

série O x; est convergente vers un élément x, ou que x est la
i=1

n

somme de cette série, lorsque lim > x;=x. On Péerit: x= 2 Xi.
n—yoa l=1 i=]

La définition de la série implique en outre les relations:

g9 xﬂ_S’xl entraine |x| < Zl |

C =1

- ' n
En effet, pour tout ¢ >0 il existe un z tel que | x— 21 x| <e,
=

n o

don | x| < e+] Z x| Z x;| et, ¢ étant arbitraire, | x| < le x,-l.

79 Si la série 5’ | x:| est comvergente, la série 7 x; est conver-
z-—l z.—i

gente vers un élément.



Chapitre III. Espaces du type (F).

Posons, en effet Sn ——2 x. Sip<g,ona | $p — Sql = ]sz

q
< >1%:|. On voit donc que lim ISp*—'Sql =0. Par conséquent
i=p+1 p-yea, =300

S'x; est une série convergente vers un élément.
i=1 :

Ceci 6tabli, nous allons démontrer les théorémes suivants.

Théoréme 3. Le contredomame d’une opération linéazre est
soit de I-e catégorie, soit identique & E,.

Démonstration. Admettons que le contredomaine H (_ E, de
Lopération linéaire U (%) définie dans E soit de Il-e cateégorie. Nous
allons prouver d’abord que | ‘

(1) pour tout ¢>0 il existe un nombre 1> 0 tel que l'image
donnée par U (x) de la sphére ouverte | x| <e contilent une sphére

ouverte | y| <.
Etant donné i ce but un £>>0, désignons pour toutn naturel

par Gn I’ensemble des pomts de la forme X=nx, ou|x| < =
2

et par Hn I'image de G donnée par U (x), c¢. 2 d. 'ensemble des
points y = U (x) ot x G”', Quel que soit le point x donné, on

a toujours ,lzim——-xz 8; il eXJS'te par conséquent un 7 naturel tel

<-—, donc tel que X C G,, 1 en resulte que E wZ Gy

1
que [(—X
[ n 2 n==1

et que H:Z H,.
. n=1 .
Or, H étant supposé de II-e catégorie, il en est de-méme

dun certain H,. Soit K, une sphére ouverte de centre y, et de
rayon 17, contenue dans /. |

On en déduit aussitdt que la sphére ouverte K de centre

1 1
Pl et de raygn—n—o n, est con?enue, dans H,'. En effet y (C K

wow s g |1 1 |
cest 4 dire y—f—’-z;yl <;; n;, entraine n, ¥y (C K, car [ny—y|=
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1 | | 1|
= no(.}’_;;y1)£<no’y‘—‘“‘y1
i

<3 il existe donec des points

y,, (C H,, tels que hm Yn = fzoy, c’est & dire que lim — 13 yn =y et

T—yoo 7

par conséquent %»yn CH, dou y(C H.
0

Soit K; une sphére ouverte arbitraire de centre ¥s (C H, contenue
dans K,. L’ensemble des points y, —y ol y (C H, admet donc
comme point d’accumulation tout point d’une sphére ouverte | y|< 7.
Or, en posant y, = U (x;) et y=U(x) ol x, et x appartiennent
a G, on alx;—x| <|x]+]|x]<eet U(x;—x)=y,—y. 11 est |
ainsi établi que I’ensemble dérivé de l’image de la sphére ouverte
|x]<e contient une sphére ouverte |y| < 7.

Soit & présent ¢; =§; o £=1,2,... D’aprés ce qui précéde,
il existe une suite de nombres v; > 0 tels que I'ensemble dérivé
de I'image de la sphére ouverte |x]<e; contient une sphére

~ouverte |y:]<#:; et on est évidemment libre d’admettre que

lim 1; =0. Nous allons définir par induction deux suites de
i—yoo

pomts {92} et {x.} comme il suit. Posons lyl<m=m, et soient:

a) y, un point arbitraire de E; tel que |y— y1}<7}2 et Xy
le point de E tel que U(x) =y, et | x| <¢,

b) ynun point arbitraire de E; tel que |y — 3 yi| <731 ot X,
k=1

le point de E tel que U (x,) =y, et {x,,] <,
On a ainsi

@) Dlyn=y

et, comme {xn]<en=~;a
L (A F

n:i n—=y
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En vertu de 7° la série 2 %, est convergente. Soit x la

n=1

somme de cette série. En vertu de (3) et 6° on a [x|<c et en
vertu de (2): U(x)::ZI.U.(xn) "—:,g;y” —y. La proposition (1) se

trouve ainsi démontrée.

.1 o
Or, comme pour tout ¥ (CE on a llm;iy = 0 et il existe par

n—¥oe

y1<'q, on peut trouver un x

|1
“conséquent un 7 naturel tel que p

tel que U (x)z;.zl—y, done que U (nx)=y. Mais il en résulte que
H = E,, conformément & la thése du théoréme.

Théoréme 4. Si lopération linéaire U (x) transforme E en
E, tout entier, il existe pour toute suite de points {y,} de E, con-
vergente vers ¥, = U (x,) une suite de points {x,} de E convergente
" wers x, et telle que U (x.) = yn, quel que soit n=1,2,.

Démonstration. Soit {e.} une suite de nombres positifs ten-
dant vers 0. L’opération U (x) étant linéaire, on a la proposition
(1), établie au cours de la démonstration du th. 8; il en résvulte.
que l'image de la sphére- ouverte | x| <ce, contient une sphére
ouverte |y| <7, pour tout n=1,2,...

Considérons un m, naturel tel que, pour tout m > m,, I'iné-
galité |ym — ¥,| <. se présente au moins pour une valeur de 7
et soit, pour un m donné tel que ym 7= Yy, #m la plus grande de
ces valeurs. Soit enfin X, le point défini par les conventions:

a) si m< m, posons X, = un point arbitraire satisfaisant
3 Péquation U (Xm) = Ym, . |

by sim>m, et yu~ Y, PoSONS X == un point arbitraire de
la sphére ouverte |x — x,| < e, satisfaisant & la méme équation,

€) Sim>my et Ym =Yy, PoOSONS Xy = X

La suite {x,} ainsi définie rempht~—comme on vérifie facile-
ment—la these du théoreme.
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Théoréme 5. Si lopération linéaire transforme E en E, d'une
facon biunivoque, cette transformation est en méme temps bicontinue).

La démonstration résulte immédiatement du th. 4. ‘

Théoréme 6. Si un espace vectoriel E est un espace (F) aussi
bien avec une définition de la distance (x, y) qwavec une autre
définition de la distance (x, y), et Si

n—>oc n—oc

lim (xg, x) = 0 entraine toujours lim (X, X); =0,

alors, réciproquement,

lim (x,, x); = 0 entraine toujours lim (x, x) =20,
H—¥o0 n-yoa

de sorte que la notion de limite est la méme pour les deux métriques.
La démonstration s’obtient du th. 5, en désignant par El.
Pespace £ avec la métrique (x, y); et 'opération linéaire y = U (x)
étant définie par la relation y = x.
Théoréme 7. Toute opération additive y = U (x) qui remplit
la condition " | '

lim x, =x, et lim U(x,) =y, entrainent y, = U (x,)
n-yoo n-yea

est une opération linéaire.

Démonstration. Introduisons dans £ une nouvelle définition
de la distance:

4) (', 1)y = (%, ) + (¥, ¥"),

oux'(E x"(CE y=U(), y'=U("), (£, x") désigne la di-
stance primitive de x' & x' dans E et (3, ") désigne la distance
de v' 4 3" dans E,.

Il est facile de voir que, considéré avec la notion de distance
(x', x"");, 'espace E est un espace du type (F); en particulier, pour
vérifier qu’il est complet, soit {x,} une suite de points telle que

1) Pour le cas des espaces du type (8) (c¢f. Chap. V, § 1) ce théoréme,‘
de méme que le th. 6 (qui en est un corollaire) se trouve dans ma note citée
p. 27, mais la démonstration y est différente.
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—0; par conséquent, selon (4), lim (%p, Xg) = hm (Y, ¥9) =0,

——)Dﬁ

lim (‘xﬂs xl])l

2,g—>e>
de sorte qu’il ex1ste un xo et un Y, tels que llilc (X, xﬁ) =

—hm (¥2, o) = 05 et, comme par l’hypothese, yo U (x,), on en

tire en effet d’ apres 4), hm (x,z, Xo) = 0

Or, on a pour tout x' et x', selon (4), (x', X"y = (X £"); par

consequent ixg (%q, X); = 0 entraine 31)12 (%, ¥) = 0; en vertu du
th. 6, 11m (xn, %) =0 entralne donc rec1proquement lim (xp, X); = 0

J B T

donc aussi, ~d’aprés 4), hm U (%) = U (x). Ainsi Iopération ad-

ditive U (x) est contmue, e. q. £ d.
Lemme 1. Soient U' (x) et U" (%) denx operattons lmeazres

définies respectwement dans les espaces E' et E" du type (F) et
dont les contredomaines sont Situés dans lespace E,, également du
type (F). Si Uéquation U" (x) = U" (y) admet pour tout x exactement
une solution y = U (x), l’operatzon U (x) est linéaire. |

La démonstration résulte du th. 7, car, comme on apergmt

aussitot, lim x, = X, et lim U (xn) =¥, entrainent y, = U (x,).
n—yoa n—oec

Lemme 2. Etant données: une opération additive y = U (x)
et une opération linéaire 2=V (¥) telle que V (y) =0 entraine y = 9,
si en outre Uopération V [U (x)] est lmeatre, loperatzon U (x) est
 aussi linéaire.

La démonstration résulte du lemme 1, car I'équation V[U (x)] =
= V(y) admet pour tout x exactement une solution y= U (x).

Définition.  Une classe 7 d’opérations linéaires est dite totale,
lorsque Pensemble des égalités V(x) =0 pour V(T enlrame
l’egahte x=0. | :

Théoréme 8, Sozent y = U (x) ot x(CE et yC E, une
 opération additive et T une classe totale dopérations linéaires
définies dans E1 VU (x)] est pour tout V(T une opération
linéaire, U (x) est egalemerzt une Operation linéaire.

| Demonstratwn Admettons que on alim X, = xo etlimy,=Yy,
ol yr = U (%) pour n=1,2,. S e '
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Pour tout V(_ T on a hm VIU(xp)] = hm Vye) = V() et,
l’operatlon VU (x)] étant hneaxre hm VIU (xﬂ)] = V[U({(x,)], d’oi

"V U(x)]— V(y,) =0, done V[U (xﬂ) —¥,]=0 et, la classe T
étant totale, U (x,) = y,. En vertu du th. 7 Popération U (x) est
par conséquent linéaire. | , :

Théoréme 9. {Ux)} okt x CE' et {Viy)} oi y C E" étant
deux suites d'opérations linéaires & contredomaines situés dans un
espace E, du type (F), si le systéme d'équations Ufx)= V{ y) ou
i=1,2,... admet pour tout x exactement une solution y=U(x),
Uopération y = U (x) est linéaire.

Démonstration Admettons en effet que P'on alim x, = x, et,

n—yoo

pour la suite eorrespondante {3}, que hm Yn =Yo. En raison de la

continuité des opérations {U;} et {Vi}, on a alors Ui(x,) = Vi(y,)
pour tout i=1,2,..., d'out y,= U (x,), ce qui entraine selon le
th. 7 la cont1nu1te de I'opération y = U (x).

§ 4. Forzctzons continues sans a’ermee

A titre d’application, nous allons démontrer d’abord par une
déduction facile du th. 4 du Chapitre I, p. 28, l'existence d'une
fonction continue n'ayant pas de dérivée dans un ensemble de mesure
positivel), |

- (C') désignant l’ensemble de toutes les fo‘nétionslcontinues
‘périodiques de période 1, posons pour tout couple de fonctions

x,(%) et x,(¢) de (Cl): ; ,
Geu(t), %(t)) = max | 5,(8) - =01

Il est facile de voir que (C*) constitue alors un espace du

type (F)

') 8. Banach, Sur la convergence presque partout des fonctionnelles
linéaires, Bull. des Sc. Math. L (1926), p. 27—32 et 36—43. La méthode appliguée
a été développée ensuite par M. S. Saks et M. H. Steinhaus, qui 'ont
employée pour traiter divers problémes de la Théorie des fonctions (Cf. 8. Saks,
Fund. Math. X, p. 186—196 et H. Steinhaus, Stad. Math. I, p. 51—81).
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Soit pour un nombre arbitraire h=~0

y(t)zx(t+h)”x(t) pour 0Lt 1,

) h

(S) désignant l'espace des fonctions mesurables (cf. 1, p. 9),
qui est du type (F) (cf. § 1, p- 85), admettons que y(¢) C (S).
I'expression (5) définit alors une opération linéaire a domaine
(CY) et & contredomaine contenu Qans (S).

Soient lim A, =0 ol k.50 et

n-yoo

X (t 4 hn) — x () pour 0Lt <1,

6  Udx)= 7

Or, si toute fonction continue avait presque partout la dérivée,
la limite de Pexpression (6) existerait pour presque toutes les
valeurs de . 1l existerait par conséquent pour tout x (C (CY) la

limite lim Uy(x), qui serait définie dans le domaine (S), c. & d.
Ny

une limite en mesure. En posant U (x) = lim Uy(x), on obtiendrait

H-yoa
donc une opération additive U (x) mesurable (B) qui, en vertu du
th. 4, Chap. I, p. 35, serait une opération linéaire. U(x) est
évidemment la dérivée de la fonction x (£).
Il résulte de la continuité de lopération U (x) que si

lim x.(t) = 0 uniformément, on a lim x,(f) =0 en mesure. Cepen-
n-yoo fi~yoo

dant pour x.(?) = 711: sin g—f—t on a lim x,(¢) = 0 uniformément, tandis

n—yoa
. - . s ® r 1 t l !
que la suite des dérivées {— cos 72— ne tend pas vers 0 en me-
‘ 2r o
sure. Il existe par conséquent des fonctions continues qui n’ont
pas de dérivée dans un ensemble de mesure positive.

§ 5. La continuité des solutions des équations différentielles
aux. dérivées partielles. | !

Soit F(x)=0 une équation différentielle partielle linéaire
p. ex. du second ordre:
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0%x 0%x 0*x | o0x Ix ‘
a, - a. — —_— =
M—k 2 T 4 +a4au+asa@fasx 0,

M Fo=a dv? Oudv
ot 2;:((=1,2,...,6) sont des 'fonctions continues des variables
% et v dans une région fermée G ayant pour frontiére une courbe
simple fermée C.

Il peut arriver que, pour des conditions aux limites d’une
certaine nature, I’équation (7) admette toujours une seule solution
x (2, v) qui est continue dans G avec ses dérivées partielles qui
figurent dans (7), e. 4. d. du premier et second dégré dans linté-
rieur G de G. -

Dans cette hypothése, les conditions aux limites peuvent
étre d’ailleurs bien diverses. Elles peuvent consister p. ex.
4 donner les valeurs de la fonction sur la courbe C (type ellip-
~ tique) ou sur une partie de cette courbe (type hyperbolique, para-
bolique) ou les valeurs de la dérivée sur les normales & la courbe
C ete. | “ .

Supposons encore que, ¢ désignant le paramétre qui parcourt
C, I'équation (7) admette pour toute fonction £ (f) continue avec
ses dérivées p. ex. jusqu’a I'ordre r une solution x (&, ©) se rédui-
sant sur C 2 la fonction & ().

Ceci posé, nous allons démontrer que

St la suite {¢.t)} remplit les conditions (imposées & & (¥)) et si
l'on a uniformément lim &,(f) = 0 et lim &, @) =0 pour i =1,2, ..., ¢,

n—yoc oo
alors, {x.(u, v)} désignant la suite des solutions correspondantes de
I'équation F(x)=0, on a uniformément dans G: lim x.(z, v) =0 et

n—reo

; | . o . 0%
uniformément dans toute région fermée située dans G: lim ——- = 0,
. n-—>oa 1L
- azxn - - ” . . - .
lim Fora 0,... etc. (pour toutes les dérivées partielles qui figu-
n—oco U~

L)

rent dans Péquation (7)). |

Pour la démonstration, désignons par E l'ensemble de toutes
les fonctions x (z, v) satisfaisant 2‘1'(7), continues dans G et ayant
les dérivées partielles des deux premiers ordres (celles qui figu-
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rent dans (7)) contmues dans G. Soxt {Gn} une suite de régiong

termées situées dans G et telles que G= Z Gk‘ Posons pour tout

couple x(u, vy Eety(uv)(CE Lo d2y
o max |— — —=
1 IL’UC.G—/L ou? o'?u?.
(x, ) = max| x (z,9) — y (& 9| +sz PR
‘0,9 G 1 + o'x 07y
u, UCG;E ou:  ou?

en y faisant entrer les différences de toutes les dérivées partiel-
- les qui figurent dans I'équation (D).
Ainsi métrisé, E constitue un espace du type (F) et la rela-

tion lim x, = x (suivant la dlstance définie de la sorte) signifie
o0 -

que x, tend uniformément vers X dans G en méme temps que

2
les dérivées partielles %-)—C; -« (figarant dans (7)) tendent unlfor-
uu

mément vers les dérivées partielles correspondantes de la fonc-

tion x dans toute région fermée Gy ot kb= 1,2,... |
Soit £; I'ensemble des fonctions & (), ou ¢ parcourt C, con-

tinues avec leurs # premiéres dérivées. Posons pour tout couple

SO CE et n()CEr
€= maXlﬁ ®— 1) +2 maX IE“’(t) — @) ].

, i=] :

De51gnons maintenant par £ = U (x) Iopération qui fait cor-
respondre & toute fonction x = x (ZZ, v) C E la fonction & =€ (f)
i laquelle x (%, v) se réduit sur la frontidre C de G. Ainsi défi-
nie, I'opération U (x) est manifestement additive et continue.

Or, le contredomaine ‘de 'opération U(x) étant un espace
du type (F), l’Operanon inverse x = U—!(), qui existe par Ihypo-
these, est en vertu du th. 5, p, 41, continue, ce qui 1mp11que la~
proposition a demontrer

Remarque Si nous faisiong tomber Ihypothése de lumvo-
cité delasolutlondelequatlon (7), nous serionsrestreints a ne con-
clure (en vertu du th. 4, p. 40) que ceci: {&x(f)} ayant la signification
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précédente, il existe une suite de fonctions {x.(z, v)} satisfaisant

a (7), se réduisant sur C i £,(f) et telles qu’on a lim x,(z, v) = 0 uni-
n—»oo

2_xn

0 .
formément dans G et lim 3 =0, ... uniformément dans toute ré-
—yoo u .

gion fermée contenue dans G.

§ 6. Systémes d’équations linéaires & une infinité d'inconnues.
Soient (ax) ou i=1,2,... et k=1,2,... un tableau (suite
double) arbitraire de nombres réels et E, un espace du type. (F)
dont les éléments sont des suites de nombres.
- Théoréme 10. Si pour toute suite y = {n} (C E, le systéme
d'équations -

) aikéza:’l}i on i=1,2,...,

admet toujours une seule solution {Ek} il existe des foncttozznelles
linéaires & = fk(y) on k=1,2,..., définies dans E, et telles que
lon a - .

Za}kfk(y) = pour tout y(E, et i=1,2,..
k=1 :

Démonstration. Désignons par E I'ensemble de toutes les sui-
tes x = {Ek} qui remplissent Ies conditions |

a) la serze Zazk 133 est convergente pour tout i=1,2,.
k=1 .

b) la suite {n;} —_—-{Za,-ksk} appartierzt a E,.

k=1 ,
Posons pour tout couple x'={/'} et x" = {&''} d’éléments de E:
l n

(x', x"); = borne sup (& —E") |,

I neloo ’ ‘ =

(x', x"), = distance des suites {Zaik &’k} et {Zaz‘k E”k}’ dans E,

k=1 k=] -

et définissons la distance (x', x") dans E par la formule

N (XXM
(x' x) 291 1-—[—()6’ xl!)
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‘Remarquons que

(9) Pour tout k=1,2, ... g limx,=0 ot X.={&"} C E,

n-yo

on a lim &M =0.

n-yee
En effet, par suite de I'univocité des solutions du systeme
d'équations (8) la A-iéme colonne contient au moins un terme @iz 5= 0.

Admettons donc que

(10) | a7 0 pour. E=1,2,...
Cwmeﬁmmsﬂ,m1aﬁm@m®mzmdbﬁngwzo,
n—yoo . : n-¥oo n—reo

car (10) donne ai1 7= 0, et il est facile & présent de prouver par

induction que l'on a d'une fagon générale lim & = 0 pour tout
/e disc]

'k npaturel. ’ . . |

Ainsi établie, la pfOposition (9) permet de montrer que E
est un espace vectoriel complet. |

Admettons & ce but que la suite {X.} 00 Xn = {£x"} remplit

la condition lim (x,, X;) = 0. Par conséquent lim (x, — x) = 0, d’ou
pyos, oo : pyos, gyee L

en vertu de (9), lim (E?) — &@) = 0 pour £ =1, 2,..., de sorte qﬁ’il

P00, =0 .
existe un lim £ = & pour tout k naturel. Soit x = {}. On vérifie
n—yoa .
aisément que x (C E et que lim (x», x); = 0 pour tout i=0,1, ..'Y.,

Nn—yeo

d’ott lim (X, x) = 0; L'espace E est done, en effet, comple‘t:

1300
11 en résults que E est un espace du fype (F).
Ceci établi, posons \
y=UX)

pour toute’s deux suites x = {&} C E et y = {n;} C E; qui satisfont
au SYStéme d’équations (8).
~ On voit aussitot que
1) 39 = (%9, <(x0),

oll (y,8) désigne, bien entendu, la distance dans E; et (x, ®) celle
dans E. ' ' ' ‘

®
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En vertu de (11), lim x, = © entraine lim U (x,,) =0. L'opé-

o0 n—so

ration y = U (x) est donc linéaire et comme elle transforme E en
E, d’une facon univoque, 'opération inverse x = U~(y) est d’ap-
rées le th. 5, p. 40, également linéaire. Par conséquent; si
I'on pose pour 2=1,2,...: &% = fi(y) ot x =U-Yy) = {&}, on voit
que lim ¥, =0, ol X, = U~Y(y.) = {2}, entraine lim x, = 0, done

n—roo fi—yoe

lim & = 0; ainsi les fonctionnelles additives fi(y) sont des fon-
n—reo

ctionnelles linéaires dans £, c. q. f d.

Ce théoréme implique, comme nous allons voir, le théoréme
suivant !):

Si le systéme d'équations (8) admet exactement une solution
pour toute suite {v;} appartenant
1° & lespace des suites convergentes wers 0,
20 & lespace (s), ’
3° & lespace (1),
4° ¢ lespace (IP) ou p > 1,
il existe un tableau {bw;) tel que

£k=_ bki'fli pour k"—=1,2,...,
oir les suites {&:} et {n:} satisfont an systéme d’équations (8) et qui
remplit respectivement les conditions:

Z{bki]<m pour k=1,2,...,

i=1 i ‘
2° il n'a que des lignes finies (c. a. d. qu’il existe une suite
numérique 7, telle que I'on a bz =0 pour tout z>nk),
3% | bgil <mk pour une suite de nombres {m},

Z’]bk ]P~1<wpour E=1,2,.

i=1

1) dont le cas 4° ‘a été connu (cf. F. Riesz, Les systémes déqua-
tions linéaires & une infinité d'inconnues, Paris 1913).
. S. Banach. Théorie des opérations linéaires. : 4
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Remarque. 'Si l'on suppose que le Systéme d’équations (8)
admet exactement une solution pour toute suite convergente {y;)
(pas nécessairement COnvei‘gente vers 0), il existe, en dehors du
tableau {6y} assujetti & 1°, une suite bornée {c:} telle que

& = c; lim 7 +Zbk’ 0 pour k=1,2,...

i=poo . j=1

Tous ces théorémes s’obtiennent du th. général établi au dé-
but (th. 10, p. 47) par une représentation convenable de la fone-
tionnelle linéaire dans chaque espace particulier (voir théorémes
p. 50, et 66—68). \

§ 7. Applications de l'espace (). |

Nous allons établir la forme générale des fonctionnelles
linéaires dans l'espace (s) des sunites de nombres (voir Intro-
duction § 7, 2, p. 10). ' ‘ |

Théoréme 11. Toute fonctionnelle Lnéaire f(x) définie dans
lespace (s) est de la forme

: | N
12 f@) = Yat,

i=l

ot N est un nombre naturel dépendant de f.
Démonstration.. Soit x, ={&™} ol &M =0 pour iz4n et

£ =1. Posons f (¥n) = @p. Pour toute suite X ={}, on a

x 221"1 EnXn, 00 (%) =2 £n S () *—“Zla,; .. Or, cette série étant

n=1 ==
convergente pour toute suite {£,}, il existe un N naturel tel que
Pon a a,=0 pour tout n> N, dou la forme (12) de I (%) |

M. O. Toeplitz?) a établi le théoréme suivant:

) 0.Toeplitz, Uber die A‘uﬂ(}szmg urendlich vieler linearer (Heichungen

mit unendlich vielen Unbekannten, Rendiconti del Cire. Mat. di Palermo XXVII
~(1909), p. 88 — 96. , , )
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Théoréme 12. Pour quil existe une suite de nombres {&)
satisfaisant au systéme d'équations (8), il faut et il suffit que, pour
' T
toute suite finie de nombres hy, ks, ..., k,, la condition D hiax =0 ol

i=1
r

k=1,2,... entraine I'égalité > h;n; = 0.

=1
r )
En particulier, si la condition > h;ain =10 oi k = 1,2, ... entraine
i=1
hy=hy=..=h = 0, le systéme d’équations(8) admet une solutionpour
toute suite {1;}. ,
Nous allons démontrer le

Théoréme 13. S le systéme d'équations (8) admet pour toute
. suite y = {n;} exactement une solution, il existe pour tout i naturel
un N; naturel tel quon a a =0 pour tout k> N,

Démonstration. Posons &= fw(y) pour >, apte="7; ot i=1,2,...
k=1

En vertu du th. 10, p. 47, f«(y) est une fonctionnelle linéaire dé-
finie dans P’espace (s) des suites de nombres réels, (cf. p. 10). Il
existe donc pour tout % naturel une suite finie de nombres

Ok, Gomy ..., Oy telle que
N

(13) J(y) =Zaz‘k i = k.

i=1
Or, les équations du systéme (8) sont linéairement indépendantes.
En effet, supposons par contre qu’il existe une suite finie

r .
de nombres 4, A,, ..., ki telle quekzllzk =0 o i=1,2,... On

aurait done selon (13)

- r r . | '
- (14) th & =2’/zk fe(3) =0 pour toute suite y= {n;}.
k=1 =1
En posant 7,° = a; pour un j < r naturel arbitrairement fixé,
- on constate aussitét que I'on a pour la solution correspondante
{€:"} du systéme d'équations (8): £° =1 et &°= 0 pour tout k=% j.
Ces valeurs mises dans (14) donnent % = 0; en conséquence, tous
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les coefficients /# s'annulent, ce qui prouve l'indépendance linéaire
des équations (8).

Il en résulte en vertu du th. 12 l’existence pour toute suite
{€,} d’'une suite de nombres {7;} satisfaisant aux équations (13).

La série ), az & est par conséquent convergente pour toute suite
k=1
{€&:} d’ou l'existence pour tout i=1,2,.. d'un N; conforme i la

thése du théoréme.

( Remarque. En faisant tomber I'hypothése d’aprés laquelle il
n’existe qu'une seule solution, le théoréme cesse d’8tre vrai.
En effet, {7;} étant une suite arbitraire, il existe une série

entidre D) &, 2% 4 coefficients réels & telle que |
k=0 :

Z&kjk =7 on j=1,2, ..
k=0 .

- Or, ce systéme d’équations admet donc une solution pour
toute suite {7;}; évidemment cette solution n’est pas unique, car
il existe une série entiére distincte de 0 et telle que

Zekjkzo o j=1,2,..

k=0





