CHAPITRE IIL

Espaces vectoriels généraux.

§ 1. Définition et propriétés élémentaires des espaces vectoriels.

" Etant donné Tn ensemble non vide E, admettons qu’a tout
couple ordonné x, y d’éléments de E vienne correspondre un 816
ment x +y de E (dit somme de x et y) et que pour tout nombre
t et pour tout x (C E un élément ¢x de E (dit produit’ du nombre
t par I'élément x) soit défini de facon que ces opérations, i sa-
voir laddition des éléments et la multiplication des nombres par les
éléments remplissent les conditions suivantes (ol X, y et z dési-
gnent des éléments arbitraires de E et @, b des nombres):

1
2)
3)
4)
5)
6)
7)

X+y=y+x,

x+(y+2)=F+y)+2,

X+ y=x-+4 2z entraine y =z,
a(x+y)=ax+ay,
(a—}-b);é#ax—}- bx,

a(bx) = (ab) x,

l-x=ux.

Dans ces hypothéses, nous disons que l'ensemble E consti-
tue un espace faectoriel ou linéaire. 1l est facile de voir qu'il
existe alors un et un seul élément — désignons-le par © —
tel que Pon a toujours x-+ 0 =x et que I'égalité ax--bx ou
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x 0 donne a=b; de plus, que l’egahte ax=ay ou a4 0 im-
plique x =y.
Posons, en outre, par définition:

—x=(—1Dx et‘ x—y:x—}-(—y).’

Les exemples 1—10 des espaces (D), décrits p. 9— 12 sont
a la fois autant d’exemples des espaces vectoriels, en y admet-
tant les définitions habituelles de I’addition des éléments et de
la multiplication des nombres par eux.

Lorsque x ==y, nous entendons par le segment wunissant x
et y 'ensemble de tous les éléments de la forme tx+(01—1%5y
- ou ¢ est un nombre quelconque de I'intervalle [0,1].

Un ensemble G ( E ‘est dit convexe, lorsqu’il contient tout
segment qui en unit les éléments arbitraires.

Si Xy, X5 ..., X, sont des éléments d’un espace vectoriel,
I'expression | | )

alxl—{—a.,xq—l— —}-oc,,xn—Ea,xl,

=1

ou oy, dy,..., %, sont des nombres réels arbitraires, s’appelle une
combinaison linéaire des éléments x,, X, ... s Xn.

§ 2. Extension des fonctionnelles additives et lzomoge‘nes

Soient E et E; deux espaces vectoriels et f(x) une opéra-
tion définie dans E et dont le contredomaine est situé dans F,.
L’opération f(x) s’appelle additive, lorsqu’on a pour tout -
couple d’éléments X, y:

J(x -l-y) Fx)+f();

elle est dite Zomogeéne, lorsqu'on a pour tout élément x et tout
nombre %

fEx)=1f(x).

Théoréme 1%). Efant données

5y Ci. S. Banach, Sur les fonctzonnelles lmeazres I, Studm mathematl-
ca I (Lwéw 1929), p. 223— 239, en particulier p. 226 :
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1° une fonctionnelle v (x) définie . dans E et telle que l'on

ait pour tous x et y de E
P+ <p@+p() te v@ExN)=tp (x) pour >0,

2° une fonctzozmelle _addzsze et Izomogetze F(x) deﬁme dans un
.espace vectoriel G C E (bien entendu, avec les mémes définitions
des opérations fondamentales) et felle que Pon aitpour tout x C G

Fx<p @),

il existe toujours ine fonctionnelle additive et homogéne F(x)
définie dans E et telle que l'on a

F (x) <p(x) pour tout x C‘E ot F (x) = f(x) pour ’tout x(C G

Démonstration. "Nous pouvons admettre que G == E; soit
X, (_ E—G. On a selon 2° pour x’ (C Getx"(C G

FON) = F() = F (7 =) < p (6" —x) =p [(€" 4+ )+ (— &' — x)] <
<ﬂ(x”+xo)+p(—x’-—xo),v |
TP (=X = %) = f () <p (" +x0) — F(x).
Les nombres

m=borne sup [—p(—x—x,)—f (x)j et M ~—-borné inf[p (x+x,) ——f(x)]
‘ xCaG ‘ xCGQG

d’ol

‘sont done finis et m < M. Etant donné un r, tel que m-<{r, <M,
on a pour tout x (C G -

W —P xR ()< <p Gt 2) ~f (%),
Considérons l’ensemble G, de tous les elements ydela forme
{2) y=x+tx, o x(C Gettést un nombre.
Evidemment G, constitue un espace vectoriel. Posons

@ ? (y) = f(x)+tro.

ol I'élément y est défini par (2); comme xo C E—G, tout y C G,
admet exactement une representatlon de la forme (2), de sorte
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que la fonctionnelle © (1) se trouve définie dans G, d’'une maniére
univoque. On voit aussi qu’elle y est additive et homogéne et
qu'elle coincide dans G, avec f(x). Nous allons montrer que 'ona

4) ¢ () <p (v) pour tout y C G,.
En effet, si 'on écrit y dans la forme (2), on peut admetire

que % 0. En mettant dans Vinégalité (1) —'1;— au lieu de x et en

multipliant par ¢ son membre droit ou gauche, suivant que £ >0
ou <0, on obtient ftr, <p(x+1¢ Xxp) — f(x), ce qui entraine
d’aprés (3) I'inégalité (4). |

Ceci établi, on voit qu’il suffit de bien ordonner I’ensemble
E — G, pour arriver par des extensions successives de f(x), selon
le procédé décrit tout a I’heure, 3 1a fonetionnelle F (x) satisfaisant
a la thése du théoréme '

Corollaire. Etant donnée une fonctionnelle p (x) définie dans
E et telle que Uon ait pour tout x (C E etyCE
PEAYLp@E+p() et p (z‘x)=tp(x) pour t >0,
il existe une fonctionnelle additive et homogeéne F (x) définie dans
E et telle que l'on a pour tout x (C E
Fx)<p(x). *

Considérons, en effet, un x, (_ E et désignons par G I’ensemble
de tous les éléments de la forme #x, 011 ¢ est un nombre arbitraire.
G constitue alors un espace vectoriel. En y posant f (¢ x;) = £ p (x,),

- on aura f(fx,) <p(fx,) quel que soit car > 0 entraine

tp(x)=p(tx,) et t< 0 entraine 0=p (0) <p (x) +p (— x,),
d’olt p (%) > — p (— x,) et finalement £p (x,) < —£p (—x0) =p (t x,);
on n’a donc qu’a appliquer le théoréme 1, qui precede

§ 3. Applicatiale' généralisation des notions d’inz‘égrale, de
| mesure et de limite. .
Nous ‘allons envisager mamtenant quelques applications
intéressantes du théoréme 1 et du corollaire. |
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1. Soit E lensemble des fonctions réelles bornées x (s)
définies sur une circonférence de longueur 1 et ot $ en désigne

des arcs comptés & partir dun point fixe dans un méme sens
de parcours. En admettant les définitions habituelles des opérations,

E constitue un espace vectoriel.
Or, pour tout élément x = x(S) de E, convenons d’entendre
y

par p (x) la borne inférieure de tous les nombres M (x5 00y gy v\, n)

de la forme .

1 Y
M (x; 0y, &g, +.., %) = bOrne sup nz x (s~ o),

D feT Ao yroy

OiL &y, 0, . . ., O €St une suite arbitraire de nombres. L.a fonctionnelle
p(x) remplit alors toutes les hypothéses du corollaire. 1l est, en
effet, évident que l'on a en premier lieu toujours p (Ex)=1p (%)
pour £ 2> 0. | ‘
En second lieu, étant donnés deux éléments x = x(s) et
y=y(s) de E et un nombre ¢ >0, il existe des suites finies
de nombres oy, &y, ..., %, et By, By, ..., Bo telles que

(5) M(x;04, 0. .., 00) P (x)+e et M(y; 81,855y Bo) < () Fe

En rangeant tous les nombres a;+f; ol I=1,2,...,u et
j=1,2,..,v d'une maniére quelconque en une suite vy, Yy ..., Tuv,
#
on a ' - ‘

- (6) p<x+y)<M(x+.ya Ty 72¢-'-7th'(1) k

et on vérifie facilement que

(1) M(x+y;715 ‘fz; ceny Tun) M3 0, gy ooy o) = MY By Byy oo Bo)

Les rélations (5)—(7) entrainent p (X 4 y) = p (x) - p (3) - 2 &,
ce qui prouve, le nombre ¢ étant supposé arbitraire, que
P+ <p @) +p ) .

Ceci établi, considérons donc la fonetionnelle F (x) qui existe
en vertu du corollaire. .

L)

Or, si x(s)=1, on a p(x)=1 et p(—x)=—1 el comme
F(x) <P (%) et F(x) =— F(— %) 2 — p (— x), on obtient F (x) = 1,
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Si x(s) >0, on a p(—x) <0 et d’auntre part F(x)=—F(—x)>—p(—x),
done aussi F (x) > 0.

En outre, la fonctionnelle F (x) posséde la propriété de remplir
pour tout nombre s, 'égalite Flx (s -+ s,)] = F [x(s)]. Si I'on pose,
en effet, y (s) = x(s+S) — x(s) et = (t—1) s, pour k=1, 2,.
on a pour tout m

- p () < M (Y5 o, %, - ,Un)—l borne sup [x (s 4 7 .5) — x ()],

—co §<}o

done p (y) < 0; on obtient d'une fagon analogue que p (=<0
Mais F(y) <p () et F(3) =—F (=) > —p(—y), dod F(y)=

- Ainsi, en désignant par le symbole f % (s) ds la fonctionnelle
——{F [x ()] +F[x (1 —9)]}, on a le théoréme:
A toute fonction x (s) de la classe E on peut fazre correspondre

un nombre [ x(s)ds de facon que les conditions suivantes (ol X (S)

et y(s) sont des fonctions arbitraires de la classe E et a,b,s,
des nombres) solent remplies:

1) f[ax‘(s)-{—by(s)]ds:afx(s)ds-}—bfy(s)ds,
2) px (s)ds >> 0, lorsque x(s) > 0
3) nx(s—}—so)ds..—_fx(s)ds,

4) rix(ll-—s)ds==f)c(‘s;)ds,

5) [1ds=1.
v,
Il est facile de vérifier que la fonctionnelle f x (s) ds, rem-

plissant les conditions 1)—5), reste toujours comprise entre les inté-
grales riemanniennes inférieure et supérieure de la fonction x (8).
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Par conséquent, pour toute fonction intégrable (R) cette fonction-
nelle coincide avec l'intégrale de la fonction.

| Pour les fonctions sommables (L) la fonctionnelle en questlon :
ne coincide pas toujours avec leur intégrale (L). Cependant, en
partant de ’espace vectoriel G que constitue précisément la classe
de ces fonctions et en y définissant la fonctionnelle f (x) comme
Vintégrale (L) de la fonction X (s) (C G, le théoréme 1 nous four- .
nit une fonctlonnelle F(x) définie dans lespace £ et telle que

1a fonctionnelle [ ds= e— {F [x )]+ F [JC (1 — )]} remplit évidem-

ment toutes les condltlons 1) — b) et COlnclde en outre, pour
toute fonction sommable (L), avec l'intégrale de cette fonction,

2. Considérons & présent la classe K de tous les ensembles
situés sur la circonférence en question et désignons par A, la
circonférence—méme En posant pour tout ensemble A de cette

classe p (4) = f x(s) ds o1 x(s) est la fonction caracterlstxque de
ensemble A, donc une fonction de I'espace E envisagé dans 1,
on obtient le theoreme. '

A tout ensemble A de la _classe' K on peut attribuer un nom-
bre w(A) de facon que les. conditions suivantes (ot A et B sont
des ensembles arbitraires de la classe K) solent remplies:

1) p(A4+B)=1p(4)+p(B), lorsque AB=0,

2) 1(4)>0,

3) p(4)=p(B) pour A= B,

4) p(A)=1. |

La fonctionnelle p. (A4), qui remplit les co'ndi’tions 1) — 4), est

comprise entre la mesure jordanienne intérieure et extérieure
de I'ensemble A. Par conséquent, pour tout ensemble mesurable
(/) cette fonctionnelle coincide avec la mesure de I’ensemble.

Pcur-des ensemblgs mesurables (L) quelconques la fonction-
nelle en question ne coincide pas toujours avec leur mesure (L), -
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mais, tout- comme précédemment, on peut s’arranger de facon
que cette propriété soit également remplie ).

a

3. Soit £ I'ensemble de toutes les fonctions réelles bornées

X (5) définies dans [0, + oo]; avec les définitions habituelles des
opérations c’est un espace vectoriel.

Pour tout élément x = x (s) de E désignons par p (x) la borne

inférieure de tous les nombres lim Fk‘}; X (8 + o), olL 2y, %, ..., op
SHoo =

est une suite finie arbitraire de nombres positifs. On vérifie sans
peine que la fonctionnelle p(x), définie ainsi dans TYespace E,
satisfait aux hypothéses du corollaire. En désignant par le symbole

Lim x (s)*) 1a fonctionnelle F (x), qui existe en vertu de ce corollaire,
S—roc

on a donc le théoréme:

A toute fonction x (s) C E on peut faire correspondre un nombre
Lim x (s) de facon que les conditions suivante (ot x (s) et y(s)

S )
sont des fonctions quelconques de E et a,b et s,>>0 sont des
nombres) soient remplies: ’

. 1) Lim[ax(s)+5y(s)] = aLim x (s) + 6 Lim y (s),

S—¥roa S0

2) Lim x (8) > 0, lorsque x (s) >0,

S—po

3) Lim x (s+ s,) = Lim x (s),

Syoo §—3oe

4) Lim1=1.

§-yo0

La fonctionnelle Lim x (s), remplissant les conditions 1) — 4),
§roa )

est comprise constamment entre lim x (s) et lim x (5). Elle coincide
‘ ' S—oo $o0

1) Ci S. Bamach, Sur le probléme de la mesure, Fundamenta Mathe-
maticae IV (1923), p. 7 —33. -

?) le signe Lim désigne ici une certaine ,limite® généralisée, le signe
lim étant par contre reservé exclusivement pour la limite dans le sens ordinaire.-

FY 2

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. « : 3 )
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-par conséquent avec lim x (s) toutes les fms que cette limite au

§—roa

sens ordinaire existe,

4. Soit {£.} une suite bornée quelconque. Definissons dans
Pintervalle (0, + o) la fonction x (s) par la convention: x (s) =&,
pour n—1<s<n et n=1,2,... La fonction x (s) appartient

donc & I'ensemble E, env1sage dans 3 En posant %}}1013 En = Eﬁg X (8),

ou Lim x (s) conserve le sens adopte dans 3, on a le lheoreme
n-yso

A toute suite bornée {E,,} on peut faire correspondre un nombre
Lim &, de facon que les conditions suivantes (oit {€,} et {4,} sont

n-doo
des suites bornees arbitraires et a et & sont des nombres) soient

remplies:
1) le(aén-{—b'qn) = aLim &, + & Lim 7,

N~poa A=)

2) Lim& >0, si &> 0 pour tout n=1,2, ...,

T—>>0 .
3) Lim &y =Limé,,"
: n-»oo A n—yoc
4) Liml1=1.
N300

Les conditions 1)—4) impiiquent que la fonctionnelle Lim &,
fl—>°° ’

ainsi définie est comprise toujours entre lim £ et lim&,. Par

. IZ—)GO ) n—yo
consequent pour toute sulte convergente cette fonctionnelle
coincide avec la limite (au sens ordmalre) de la suite !).

1) Cf S Mazur O metodach sumowalnosci, st@ga Pamiatkowa I Pol-

-skiego Zjazdu Matematycznego (en polonais), Supplément aux Annales de la Soc. -
.‘Polonalse de Math. (1929), p. 102——-107 Voir p. 103 ‘





