CHAPITRE I. -

Groupes.

§ 1. Définition des éspaces du type (G).
Etant donné un espace (D) complet E, admettons qu’a tout
couple ordonné d’éléments x, y de l'espace E vienne correspondre
d’'une facon univoque un élément z de cet espace appelé somme
de x et y et que nous désignerons par le symbole x + y.

Admettons en outre que E soit un groupe par rapport a cette
somme, c’est-a-dire que: ' '

L. x+ntz=x+(y+2),

L. il existe dans E un élément-zéro O tel que l'on a

0+ x=x40=x pour tout x _E,

L. & tout élément x de E correspond un élément (que nous

désignerons par — x) ef qui satisfait & Péquation |
X+ (—x)=40.

Il résulte facilemeht de ces axiomes Que:

a) il wexiste dans E quwun seul élément-zéro 0,

a) ona(—x)-+x=0 pour tout x C E,

¢) x-+y=x-+2z entraine y=z.

- Admettons encore que les axiomes suivants soient remplis: |

I1,. lim x, = x entraine lim (—x,) = — x,
. N0 n—yoa .
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Il,. lim x, = x ef lim y, =y entrainent hm (Kn+ya)=x+ y

n—yoo n—es

Les espaces (D) complets satisfaisant 3 ces axiomes seront
nommés espaces du type (Q).

Remarque. Nous écrirons x — y aulieudex+(—y) et—x+4y
au lieu de (— x) 4+ y.

§ 2. Propriétés des sous-groupes.

Soit £ un espace du type (G). Etant donné un élément
x (C E et un ensemble H (C E, nous désignerons par xH, resp.
par fx, 'ensemble de tous les éléments y (C E tels que y=x-+z,
resp. que y=z-+x, o 2(__ H.

Evidemment, on a toujours les identités
x(Hi+ H,)=xH, + x H,,
x({H,—H)=xH,—x H,,
x(H -H)=(xH)-(xHy),

et les identités analogues pour H1 xet Hyx

On montre facilement que, suivant que /7 est un ensemble
fermé, ouvert, non dense, de I-e, resp. de II-e catégorie, ou me-
surable (B), I'’ensemble x/ est également fermé, ouvert, non
dense, etc. Si z est un point intérieur de H, x+ 2z est un point
intérieur de xf. '

Un ensemble non vide A (C E porte le nom de sous-groupe
de E, lorsque les conditions x (C H et y (C H entrainent x +y (C H
et —x( H. On a alors évidemment aussi ® (C H.

Un ensemble est dit connexe, lorsqu’il n’est pas somme de
deux ensembles non vides disjoints et fermés dans lui. Si E est
un ensemble connexe et H en est un sous-ensemble i la fois
fermé et ouvert, on a H=E, car autrement l’ensemble E— H
gerait aussi non vide et ferme ' B

Theoreme 1. Tout soas-groupe H (_Equi est dell-e categorze
et remplit la condition-de Baire, est a la fois fermé et ouvert dans E.
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Démonstration. En vertu du th. 1, p. 13,il existe une spha-
re ouverte K dans laquelle /1 est partout de ll-e catégorie. Op

peut évidemment admettre que le centre y, de K appartient 3 H
Comme / remplit la condition de Baire, ’ensemble K — H egt
de I-e catégorie. Or, y, étant un point intérieur de K, le point
0= —j/o—}— ¥, est un point intérieur de (—y,)K. Il existe done
une sphére ouverte K; (C (—¥,) K de centre 0. On a (—y,) [K — H] =

= (yo) K— (—— ¥,) H et comme (— yo)H H, puisque H est un
sous-groupe, il vient (— INK—=H]=(=3) K- H K, — H, de
sorte que, K— /1 et par conséquent (— y,) [K — /7], étant de I-e
catégorie, K, — H est aussi de I-e categorle

D’autre part, pour tout x (_ K; on a x (C x K], puisque CK,
et x+0=x. Par conséquent K;-x K, ==0. Il existe donc une
sphére ouverte Ky (C K; - x K, de centre x. On a K, — H CK —~—H
et ,—xHCxK —xH=x[K, — H], de sorte que les ensem-
bles K, — H et K, — x 1 sont également de L-e catégorie.

Il en résulte que H-xH == 0; il existe donc un y tel que
yC Hety(C xH, ot — x+y(C H et par conséquent, H étant
un sous-groupe, — X = — x+y ¥ C f, donc x C H

Il est ainsi demontre que K; C H et, par suite, que @ est un
point intérieur de H. Comme pour tout y (C // on'a VH = H et
y =y -+, chaque pomt y de H en est également un point m.te-
rieur. 1 est donc un ensemble ouvert.

Pour prouver qu il est & la f01s ferme, posons lim y, =y ol

Nn~-yoo

'ynCHpourtoutn 1,2,. Or commehm(y y,,)-OCK1CH

n—yoa

11ex1steunntelquey ynCK1CH dolt y =y —y, 4+ y. CH,
¢. q. f. d.

Ce théoréme implique le suivant

Theoreme 2. Lespace E étant connexe, tout sous~groupe

H CE qui est de [l-e categorze et remplit la conditz’orz de Baire
est identique 4 E. ‘ |
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Remarque. Comme tout ensemble mesurable (B) remplit la
condition de Baire, les théordmes 1 et 2 subsistent en parti-
culier, lorsque // est un ensemble mesurable (B).

§ 3. Opérations additives et linéaires.

Soient E et E; des espaces du type (G) et U (x) une opé-
ration définie dans E et dont le contredomaine est situé dansE
L’opération U (x) s’appelle additive, lorsque

Ux+y)=U&x)+U() pour tous x( E et y( E.
On a alors UXx)=U (x+98)=U(x)+ U(0), d’ou
U@®)=90,
et comme O=U @) =Ux—x)= U(x)+U(—x),ona
U(—x)—‘—U(x)

L’opération additive et continue s’appelle lnéaire.

Théoréme 3. Toute opération additive et continue dans un
voint est une opération linéaire.

‘Démonstration. Soit x, un point de continuité de I'opération
additive U (x). Soient x.(_E, x(_E. et l1mx,,—x On- a
lim (x, — x + X,) = xo, doit lim U (xn — x4+ xo) = U (x,) et

n-yco o0

lim [U () ~ U (¥) + U ()] = U(xo), done hm U(x,,) = U (x), de

sorte que Popération en question est contmue aussi dans le point
X arbltralre, c.-a. d. qu'elle est linéaire.

Théoréme 4. Toute opération additive mesarable (B) est une
opération linéaire. ‘

Démonstration. En vertu du théordme 4, p. 17, 1’opérat10n
U (x) considérée remplit la condition de Baire, Elle est done
‘continue sur un certaih ensemble H ott E— H.est de I-e caté- .
gorie. Soit lim x,= 0. L’ensemble x,[E— H]= E X, H étant

n—yoo
pour -tout n=1,2,... de I-e catégorie, il ‘en est de-méme de

I’ensemble
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n==1 .

qui par conséquent (en vertu du théoréme 2, p. 14) n’épuise pas
I’espace E. Tl exxste done un point x tel que T'on a

xCH et x( x, H pour tout n=1,2,.

dott (—x.+x)C H, et comme lim (— x5+ x) = %, il vient

Hlreptrd

lim U (~ ok %) = U®), done lim [U(= %)+ U@ =U(x) ot

f-yoa

fmalement lim U (x,) = . L’operatlon U (x) est donc continue

n—yeo

au point ® de £ et par conséquent elle est linéaire d’aprés le
théoréme 3 qul vient d’etre démontré. |

Remarque Comme on le voit de la marche du raisonne-
ment, le théoréme reste vrai pour les opérations additives qui
remplissent la condition de Baire. '

Théoréme 5. L'espace E étant connexe, si {Uu(x)} est une
suite d'opérations linéaires, lensemble des points x pour lesquels
il existe la limite hm Us(x) est soif de l-e. categorze, Soit identi-

queaE

La démonstration résulte facilement du théoréme 2, p. 22,
I'ensemble des points x oil la suite d’opérations {Un(x)} est con--
vergente étant selon le théordme 9, p. 18, mesurable (B), done
selon le théordme’3, p. 15, remplissant la. condition de Baire
et, en outre, tout ensemble des points de convergence consti-
tuant un groupe.- :

§ 4. Un théoréme sur la condensation des singularités.

| Théoréme 6. Efant donnés un espace E connexe et une sui-
- te double d'opérations lindaires {U, ,(x)}, $i pour une suite de
| pomts {0} la limite hm Up, (%) nextste pour aucun p=1,2y ...,

alors Vensemble H des Uomts x tels que laz limite lim U), (x) n exzste
g-rou
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pour aucun x {_ H quel que soit p=1,2,..., est de Il-e catégorie
et son complément E— H est de I-e catégorie.

Démonstration. Soit pour tout p=1, 2, ... H, 'ensemble des
points de convergence de la suite {U, ,(x)}. On a H, == E, puis-

que par hypothése x, (C £ — H,. En vertu du théoréme 5, p. 24,
I'ensemble H, est de I-e catégorie. Il en est donec de-méme de

I’ensemble ngp, ce qui achéve la démonstration, car on a
p=
H —_ E_ 2 Hp.

p=1





