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intervals contiguous to P, it follows that ¢ e N Xt uep' u.nd g7 W) = xeP,
then (f+@)(w) = ¢~ '0)+f{(g ™ @) = x+f(x). But then the image of Y+¢ on
the set P is the same as the image of f(¥)-+x on the set P. Since P " is of measure O and
F(x)+x fails to satisfy condition (N) on 2, it follows that (f + @) (P? is a set of posi-
tive measure, Y +¢ does not satisfy condition (N), and thus y+¢ ¢N.
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Demi-groupes, espaces affines et categories gauches

- - par

André Batbedat (Montpellier)

Résumé. On étudie la structure déterminée sur un ensemble par une loi de composition binaire:
(a, b)—ab, qui vérifie: (ab)c = b(ac) pour tous a, b, c.

Propriétés duales pour: (ab)c = a(cb).

Application aux notions d’espace affine gauche et de catégorie gauchs.

Introduction. On sait qu’une loi de composition binaire est associative si elle
vérifie pour tous a, b, ¢: :

(A): (ab)c = a(bc).

Dans [7], V. G. Lemlein a considéré le cas:
(AM): (ab)c = c(ba).

Nous nous plagons ici dans ’hypothése d’associativité gauche:
(AQ): (ab)e = b(ac).

Les résultats se transposent dualement pour I'associativité droite:
(AD): (ab)c = a(cb).

Mathématiquement une telle étude présente un grand intérét car (A), (AG)
et (AD) sont les seuls cas ol les applications qui 2 un élément associent ses transla-
tions intérieures au sens de [4] sont chacune un morphisme ou un antimorphisme.

En pratique nous verrons que bien souvent ’associativité gauche implique
I'associativité.

Dans ce contexle nous précisons les concepts d’espace affine gauche et de
catégoric gauche.

1. Généralités. Nous présentons succinctement dans ce chapitre quelques
définitions et propriéiés dont nous aurons besoin par la suite (pour plus de détails,
consulter [1], [2], [3], [4] ou [8]).

L1, Un binaire ([1] ou [2]) est un ensemble muni d’une loi de composition
binaire: (a, b)—>ab. On note sans parenthéses le composé dans Pordre écrit de
gauche & droite (c’est ainsi que: (ab)c est simplement noté: abc).

Un demi-groupe est un binaire associatif (introduction).
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Soit D un binaire. ¢ est 'application de D dans le demi-groupe (D). des
applications de D dans D qui & ¢ e D associe:

(@o: xeD —>axeD.

On noie ?D Iimage de D par ¢.
Lorsque “D se réduit & I’application identique, la loi binaire sur D est: ab = b:
il §’agit d’un demi-groupe zéro & droite [4].

1.2. Un binaire D est réductif & droite [4] si ax = bx pour rout x € D implique
a=b. -
Lapplication ¢ (I.1) est injective si ot seulement si D est réductif & droite.

1.3. Les éléments g et b d’un binaire D g-commutent lorsque (@)¢ et (b
commutent. D est g-commutatif si pour tous 4, b, ¢, de D: a(be) = b(ac).

T.4. Soit D un binaire et ae D: a est simplifiable [resp: dominant] & gauche
([11 ou [2]) si (@)¢ est injective [resp: surjective].
Notions duales (2 droite, au lieu de: & gauche)...

L5. Soit D un binaire et ae D: a est g-inversible & gauche (resp: & droite) §’l
existe be D tel que pour tout xeD: x = b(ax) (resp: x = a(bx)). g-inversible
3 gauche (resp: a droite) implique simplifiable (resp: dominant) & gauche,

Notions duales... :

Une étude générale de la notion d’élément inversible dans un binaire est faite
dans [1] et certains aspects sont développés dans [2] (indiquons par exemple que
les groupoides avec linyerse propriété au sens de R. H. Bruck [3] sont pour nous
les binaires. dans lesquels tout élément est inversible).

- a est partiellement g-inversible §’il existe be D tel que pour tout xe D:
ax = a(b(ax)).

Aux chapitres IV et V nous utiliserons la définition suivante: « est relative-
ment g (vesp: m; resp: d) -inversible §il existe b € D tel que: a = baa (resp: a = aba;
resp: a = aab); b est un g (resp: m; resp: d) -inverse relatif pour a. a est relativement
inversible s’il est & la fois relativement g, m et d-inversible; b est pour ¢ un inverse
relatif s’il est & la fois g, m et d-inverse relatif pour a.

La notion d’inversibilité relative a été étudiée par de nombreux auteurs (voir [4],
[6], [8] et [9]) mais généralement dans le cas associatif; certains utilisent le quali-
ficatif: régulier.

L6. Un morphisme  de binaires respecte la loi binaire, Un g-~morphisme 0 de
binaires de D dans D’ est un morphisme vérifiant:

ax = bx pour tout x e D implique (a)0x' = (b))0x' pour tout x' € D",

Dans cette hypothése on note ?6 I'application de ?D dans ?D’ définic par:
@¢ %0 = (a)0¢'.

L’identité est un g-morphisme; le composé de deux g-morphismes est un
g-morphisme.
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1. Les demi-groupes gauches. Rappelons (I.1) que le composé de a@,, puis
a3, ... PUis a, dans un binaire est noté sans parenthéses, c’est-a-dire simplement :
a0y ... .

IL1.

DEeFINITION. D est un demi-groupe si c’est un binaire tel que pour tous a, b, ¢,
de D:

abe = b(ac) (associativité gauche).

Nous référant & I.1:

ProPOSITION 1. Soit D un binaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
i) D est un demi-groupe et ¢ est un morphisme.
if) D est un demi-groupe gauche.

Preuve, i) implique ii): *D étant un demi-groupe, quels que soient a, b, de D,
il. existe ce D tel que pour tout xeD: b(ax) = cx. ¢ étant un morphisme:
@) = (@pb)e = (c)¢ et par conséquent: b(ax) = abx.

ii) implique i): (@)@ @)@ = (ab)o.

ProrosiTION 2. Deux des trois propriétés suivantes impliquent la troisiéme:

i) demi-groupe gauche,

i) demi-groupe,

iil) binaire g-commutatif (1.3).

Ainsi un demi-groupe zéro a droite (L.1) vérifie les trois propriétés précédentes.

COrOLLAIRE (des propositions 1 et 2). Soit D un demi-groupe gauche:

i) "D est un demi-groupe g-commutatif.

ii) D est un demi-groupe si et seulement si "D est commutatif.

Preuve. i) Si 0 est un morphisme d’un demi-groupe gauche dans un binaire D’

» alors (D)0 est un demi-groupe gauche...

2.
THEOREME 1. Soit D un demi-groupe gauche. Quels que soient ay, .., a,,
de D avec p>2: '
Ay s QpenQpy Gy = A(1ygeer Ap—-2)aGp—1Gp»
pour toute permutation ¢ sur {1, ...,p—2}.
Preuve. ¢ étant un morphisme et D un demi-groupe g-commutatif (IL.1, pro-
position 1 et corollaire):
(@ o p20y-1) 9 = (@aya - acpz)a“p»q)(l’ .

Soit E un ensemble & plus d’un élément et D le binaire des triplets (a4, a;, a3),
d’éléments de E, pour la loi: (a4, ay, as)(by, by, bs) = (by, a5, by); Tégalité du
théordme 1 est vérifiée mais D n’est pas un demi-groupe gauche.

LeEMME. Pour tous a, b, ¢, d, d’un demi-groupe gauche: abed = ac(bd).

Preuve. abed = b(ac)d = ac(bd).
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1l résulte de ce lemme que tous 4, X, y, d’un demi-groupe gauche D:
xa(ya) = ya(xd): par suite Da muni de la loi induite est un demi-groupe commutatif,
THEOREME 2. Soit D un demi-groupe gauche. Quels que soient ay, ..,a,,
by, ..., by, de D:
@y o p(by o b)) = ay @y by by ayhy .

Preuve. Cest vrai si ¢ = 1.

Supposons ¢g>1:

si p = 1, Cest P'associativité gauche.

si p>1, on applique le lemme avec: @ = @y . @poy; b = by . by ¢ = @,
d = b, puis le théoréme 1.

Le théoréme 2 est caractéristique des demi-groupes gauches.

IL3.

NOTATION. " est la catégorie des demi-groupes gauches avec les g-mor-
phismes (I.6).

& est la catégoric des demi-groupes g-commutatifs avec les morphismes.

@ est la paire de fonctions qui & un objet D de 2 associe ?D et & un g-mor-
phisme 6 de demi-groupes gauches de D dans D’ associe Papplication ?0 de ?.D dans
’D' (1.6). :

PROPOSITION. @ est un foncteur de A dans &.

Preuve. Par: ((6)p(B)0)?0 = (ab)0¢’ = (a)0p' () 0o’ = (a) ¢®0-(b) "0, *0
est un morphisme de . D’autre part “(6 0°') = 70’ 0" et, si S est Pidentité sur .D
alors °# est lidentité sur ®D.

La catégorie A" n’est pas subordonnée 3 .Z [5] puisque (a)0x = (2)0'x’ pour
tout x' e D' wimplique pas (&)0 = (a)0".

LemMe 1. Demi-groupe gauche réductif & droite (12) implique demi-groupe
commutatif.

Preuve. 1.2 et IL.1 corollaire.

Lemve 2. Soit D un demi-groupe gauche et D' un demi-groupe commutatif
réductif:

i) Si 0 est un morphisme de D dans D' (donc un g-morphisme) alors 0 est un
morphisme de *D dans D' et 0 = ¢"0.

ii) Si g est un morphisme de "D dans D', 0 = g est un morphisme de D) dans D'
et %0 = q.

Preuve. i) On identific D’ & D’ par Pisomorphisme ¢’.

i) 8i 0 = g alors: (2)@®0 = (@)0 = (&) pg.

On note ¢ une structure particulitre de demi-groupe commutatif réductit
(par exemple la structure de groupe commutatif) et on appelle %-demi-groupe un
demi-groupe qui a la structure . Par le lemme 2:

THEOREME. Pour tout demi-groupe gauche D, D et *D ont méme @-demi-groupe
universel.
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1L.4. On appelle semi-groupe & gauche (resp: semi-groupe) un demi-groupe dans
lequel tout élément est simplifiable & gauche (I4) (resp: & gauche et & droite).

Si H est un semi-groupe commutatif alors il se plonge de fagon classique dans
H%& ou & est la congruence: (a, b)F(c,d) si et seulement si: ad = be; de
plus H*/ est le groupe commutatif universel pour H.

Soit .D un semi-groupe & gauche g-commutatif: c’est un demi-groupe gauche et
par IL1 proposition 1 et corollaire, *D est un semi-groupe commutatif. On montre
facilement que (*D)* et ?(D* sont canoniquement isomorphes d’ou il résulte:

PrOPOSITION. Soit D un semi-groupe d gauche g-commutatif:

i) La relation (a, b))% (c, d), si et seulement si: adx = bex pour tout x€ D,
est une congruence sur D2, .

iy D*&" est le groupe commutatif universel pour D.

IIL Des objets universels. Nous allons construire e demi-groupe gauche
(resp: demi-groupe g-commutatif) libre pour un ensemble E.
1.

NOTATION. Soit E un ensemble. On note (E)S Iensemble des suites finies
d’éléments de E: u = [u,, <> Up]. (E)S est un binaire pour la loi:

UW = [ty ooy Up gy Wiy ooy Womys Uy, Wi .

On considére sur (E)S la relation %: u%w si et seulement si il existe une permu-
tation ¢ sur {1, ..., p—2} pour laquelle:

[u(l)a': vy H(p—2)gs Up—y ”p] = [wi, o, w,l
lorsque p>2 et u = w autrement.

LemMe 1. E engendre le binaire (E)S.

Preuve. On identific ae E et [a] € (E)S: le composé de uy, ..., u, dans cet
ordre est u = [uy, ..., u,]. Ceite décomposition est unique.

. LemMME 2. € est une congruence sur le binaire (E)S.

Preuve. C'est une relation d’équivalence: u%u’ et w€w’ impliquent uw@u'w'.

On note (E)E le binaire quotient de (E)S par €.

Lemme 3. (ENE est un demi-groupe gauche. E s’injecte dans (E)E. Tout élément
de (E)C §”écrit comme un produit d’éléments de E ét ceci de fagon unique d une permu-
tation prés sur les p—2 premiers facteurs.

Preuve. On voit que uwt @w(ur) dans (E)S. L'unicité de la décomposition
dans (E)S (preuve du lemme 1) justific la dernidre assertion.

Si 0 est une application de 'ensemble E dans un binaire D, on note (0) S Vappli-
cation de (E)S dans D définie par: @)(0)S = (u)0 ... (4,)0 (preuve du lemme 1).

LemME 4. Soit 0 une application de E dans un demi-groupe gauche D:

i) (0)S est un morphisme.
i) u®w implique (4)(0)S = (w)(6)S.
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Preuve. 1.2 Théorémes 1 et 2.

LEMME 5. Pour toute application 9 de E dans un demi-groupe gauche D il existe
wn unique morphisme (0)C de (EYC dans D dont la resiriction a E est 0.

Preuve. Nécessairement (1)()E€ = )0 ... (u,)0 = (1) (0) S. L’existence résulte
du lemme 4.

THEOREME. Avec les notations précédents (E)C est le demi-groupe gauche libre
pour Pensemble E.

IL2. Soit L un demi-groupe g-commutatif (objet de .Z: IL3 notation) et
()G le demi-groupe gauche libre pour Pensemble L (IIL1). A V'application identi-
que # sur L correspond le morphisme (A)€ de (L)€ dans L qui détermine sur (L)€
la congruence &: K

uéw si et seulement si: uy ... u, = w; ... w, dans L.

LeMME 1. La relation & sur (L)E qui est Pidentité sur L et qui seulement lorsque
p>1 et g>1 vérifie:

Uy o Uy = Wy Wooy dans L et u, = w,, est une congruence.

Preuve. Clest une relation d’équivalence. L étant g-commutatif, on voit
que uRu' et wkw' impliquent uw Zu'w'.

Soit K le demi-groupe gauche quotient de (L)€ par 4.

LemMe 2. L et °K sont isomorphes. '

Preuve. Siles éléments v et w de (L)E vérifient ux = wx dans K pour tout x € K,
alors en particulier wt Zwt pour telL et donc udw.

Si maintenant u&w alors, dans L, qui est g-commutatif:

@ .
Uy oo Uy X ee X g Uy = Wy oo Wy ( Xg wee Xy Wy
quels que soient xy , ..., X,_1, de L (symbole vide pour n = 1) ce qui implique ux Zwx
pour tout x € (L)E et donc ux = wx dans K pour tout x € K.

Exemple. Si L est un demi-groupe zéro 2 droite (I.1), K est 'ensemble des
couples (a,, a,) avec a, € L et a; e L ou bien a, est le symbole vide, muni de la loi
binaire: (a;, a2)(by, b} = (a3, by).

Ainsi:

THEOREME 1. Pour tout demi-groupe g-commutatif L il existe un demi-groupe
gauche K avec °K isomorphe 4 L.

THEOREME 2. Pour tout morphisme ¥ de £ il existe un g -morphisme 0 de A dont
Pimage par & (IL.3) est V.

Preuve. Soit ¥ un morphisme de demi-groupes g-commutatifs de L dans L'.
On définit le morphisme A de (L)E dans (L)E par:

(g v u)d = @) ¥ ... (u,) ¥

(TIL.1 lemme 3) produit dans (L)€. Comme u%w (lemme 1) implique ) AR (W) A,
Papplication définie par (u; ... u)0 = (u) ¥ ... (u,) ¥, produit dans K’, est un
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morphisme de K dans K'. De ¥ = ¢’ on déduit que 0 est un g-morphisme et
4’9 = ¥,

IML3. Soit E un ensemble, F = (E)€ son demi-groupe gauche libre (II1.1 théo-
réme), ¢ le morphisme canonique (I1.1 proposition 1) de F dans *Fet @ la congruence
sur (E)S (UL1 notation) pour laquelle #F est le quotient de (E)S par 2.

LemMme. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) u@w dans (E)S.

il) ux = wx dans F pour tout x e F.

iii) I existe une permutation o sur {1,..,p~1} pour laquelle dans (E)S,
[Heygs s Uep=r0s pl = [Wys o, W] avee p>1, et u = w autrement.

TutoriME. Soit E un ensemble et F le demi-groupe gauche libre pour E: le demi-
groupe g-commultatif libre pour E est isomorphe & °F et & (E)S/9.

Preuve. E s’injecte dans *F; un élément de ?Fs’écrit: u, ... u,, produit dans *F,
d’éléments de E, de fagon unique, & une pernwtation prés sur les p—~1 premiers
facteurs. ]

Si 0 est une application de E dans un demi-groupe g - commutatif L, on cherche
unmorphisme ¥ de Fdans L qui vérific nécessairement: (u; ... #,) ¥ = (u3)9 ... (u,)90,
d’ott lunicité. L’existence résulte de ce que uw@w dans (E)S implique
@W(O)S = (W)(0)S; u étant dans F on peut poser )p¥ = (u)(0)C.

COROLLAIRE. Tout morphisme d’un demi-groupe gauche libre dans un demi-
groupe gauche est un g -morphisme.

Preuve. Un morphisme de F dans un demi-groupe gauche K’ s’écrit (6)€,
ol @ est sa restriction & I'ensemble E. L'application 8¢’ de E dans °K’ détermine un
morphisme de ?F dans ?K’ pour lequel le diagramme commute.

1V. Quelques cas particuliers. Dans ce chapitre on considére un demi-groupe
gauche D, vérifiant une hypothése supplémentaire; nous verrons que trés souvent
ceci implique: “D est un demi-groupe”.

IV.1. 11 est immédiat que: D est commutatif (resp: posséde un neutre & droite),
est équivalent &: D est un demi-groupe commutatif (resp: unitaire).

THEOREME. ST un demi-groupe gauche D posséde un élément simplifiable & droite
(resp: a gauche) alors D est un demi-groupe commutatif (resp: g-commutatif).

Preuve. Sl possede un élément simplifiable & droite, D est réductif & droite
(I.2) et on applique II.3 lemme 1.

Siue D est simplifiable & gauche, alors (i) ¢ est simplifiable & droite dans D qui
par conséquent est commutatif et on applique IL.1 corollaire.

Ce théoréme peut encore étre démontré en utilisant les égalités:
abuy = bauu et  u(abx) = u(bax) ...

CorOLLAIRE 1. Si I’élément a du demi-groupe gauche D est d-inversible a droite
(I5) alors D est un demi-groupe commutatif.
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Preuve. a est simplifiable 3 droite.

COROLLAIRE 2. Si un demi-groupe gauche posséde un neutre & gauche alors ¢’est
un demi-groupe.

COROLLAIRE 3. Si le demi-groupe gauche D posséde un élément g -inversible
& gauche ou & droite alors D est un demi-groupe.

Preuve. Si pour tout x & D: b(ax) = x, alors ab est neutre i gauche; on
applique le corollaire 2.

PROPOSITION. Soit D un demi-groupe gauche et ae D:

i) Si a est dominant & gauche alors D est un demi-groupe. ,

il) S7 a est dominant & droite alors D est un demi-groupe commutatif.

Preuve. i) (@) ¢ est surjective, donc inversible & droite dans (D)« (L.1) aJors *D
est dans le centre de (D) et D est un demi-groupe;

iiy D = Da est commutatif (IL.2 lemme).

COROLLAIRE 4. Si un demi-groupe gauche posséde un élément d-inversible & gauche
alors c’est un demi-groupe commutatif.

On montre encore que sous I’hypothése Card D = 2 (resp: D est monogéne)
un demi-groupe gauche D est un demi-groupe.

Les propriétés précédentes permettent d’alléger certains systdmes d’axiomes.
Considérons par exemple le systéme suivant:

abe = b(ac),
Va,3b,Vx: xab = x.

La premiére égalité signifie: “demi-groupe gauche”, et la seconde: “tout élément
est d-inversible & droite”: ces axiomes caractérisent les groupes commutatifs.

wv.a.

LemME. Quels que soient les éléments a et b dun demi-groupe gauche, b et ab
commuttent.

PrOPOSITION 1. La relation a = ab sur un demi-groupe gauche est antisymétrique
et transitive.

En particulier on retrouve I'ordre Booléen: o = aff sur Pensemble des idempo-
tents (et ceci sans supposer quils commutent).

Proposition 2. Demi-groupe gauche idempotent implique demi-groupe,

Preuve. aff = aaff = af(af) = af. Ceci étant:

afty = afy(afy) = a(f)(By) = a(fy).

En particulier si 'ensemble des idempotents d’un demi-groupe gauche cst stable
pour la loi induite, alors c’est un demi-groupe.

Nous allons étudier la relation d’ordre: o = f sur un demi-groupe gauche
idempotent c’est-3-dire sur un demi-groupe idempotent g -commutatif.

Soit E un binaire pour la loi: («x, §) » aA f. Dans le théordme qui suit aAf
et B Ao sont appelés composés de «, f: un composéde oy, &y, 0y, est composé de oy,
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et d’un comp.osé de (z)s, %3y, OU d’un composé de 0y,, O2)e €t de o3, o étant
une permutation sur: {1, 2, 3}.

THEOREME. Soit E un ensemble ordonné muni de la loi bingire: g B vérifiant:

Ty: anB<Lp.

Ty {o, B} et {fro, an B} ont les mémes minorants.

Ty: Sideux composés de o, B ou de o, B, y, ont un méme majorant, ils sont égaux.

Alors E muni de la loi binaire: a A B, est un demi-groupe g - commutatif idempotent.

Réciproguement si D est un demi-groupe g-commutatif idempotent, il est ordonné
par lua relation a< B si et seulement si o = af et, muni de la loi binaire: op, il vérifie
Ty, Ty et Ty.

Preuve. Directe: Par Ty, o = aA B implique a<f. Maintenant si < fs
anf = fBAapar Ty par Ty, aSan f puisque o minore {o, B} et par T,: o = aAfB.
En particulier tout élément est idempotent. Par Ty, aA BAy et PA(an 7) qui sont
majorés par y, sont égaux donc E est un demi-groupe gauche et on applique la pro-
position 2.

Réciproque:

T,: D’aprés Ty, tout minorant de {fa, o} minore {«, f}. Soit 1 un minorant
de {a, f}: po = p et pf = p impliquent pfo = p et uaf = .

Tj: Soit ¢ un majorant de {fo, a8}: fu = Poup = afu = af. De méme si deux
composés de «, f, y, ont un majorant commun alors ils sont égaux.

Dans le contre-exemple suivant T, et T, sont vérifiés mais aAfAy et
an(fAy), qui sont majords par y, sont distincts: E = {oe, B, y} est ordonné par
a<y et B non comparable aux deux autres; représentation:

I

B. .
E est muni de la loi binaire: aa b, définie par:
anb =b si a et b ne sont pas comparables.
anb =Inf(a, b), si @ et b sont comparables.

IV.3. Dans le cas d’un demi-groupe, R. Croisot a montré [6] que si deux des
trois propriétés: relativement g,m ou d-inversible (I.5) sont vérifies par tout
élément alors le demi-groupe est une réunion de groupes disjoints.

Nous montrons ici qu’d un élément relativement g ou d-inversible on peut
associer wne unité relative et un inverse relatif particuliers; par contre il n’en est
généralement pas ainsi sous la seule hypothése: relativement m-inversible,

ProrosiTion 1. Soit D un demi-groupe gauche et ae D:

i) Si a est relativement d-inversible, alors tout d-inverse relatif pour a est inverse
relatif (1.5) pour a.

ii) Si a est relativement g-inversible, alors a est relativement inversible.

Preuve. i) a = aab implique: aba = ab(aab) = aab(ab) = a(ab) =a et
bag = ba(aab) = aabab = aab = a. ’
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i) St a = baa alors t = bba est d-inverse relatil pour « et on applique i).

COROLLAIRE. Soit D un demi-groupe gauche et ae D: si a est relattvemeni in~
versible, les inverses relatifs pour a sont ses d-inverses relatifs.

Dans un demi-groupe zéro & droite, quels que soient & et f, o = fouo = afo:
tout B est g ou m-inverse relatif pour a; mais « est son seul inverse relatif.

On montre que dans un demi-groupe gauche si a est relativement inversible,
tout m-inverse relatif pour @ est aussi g-inverse relatif pour a.

Soit D un demi-groupe gauche et a, b, dans D: a et b sont inverses relatifs
associés s'ils sont inverses relatifs I'un pour Pautre. Ainsi b est inverse relatif associé
A a si et seulement si (corollaire):

a=aab et = bbu .

Ces égalités impliquent:
abb = bab .

LevME 1. Soit D un demi-groupe gauche, a € D et b & D inverse relatif pour a: aetb
commutent, o = ab = ba est idempotent et c’est le plus perit des idempotents ¢ tels
que a = ta = as.

.PROPOSITION 2. Soit D un demi-groupe gauche et a € D, relativement inversible:

i) Il existe un unique @ inverse relatif associé a a.

il) Il existe un plus petit idempotent o vérifiant: a = ea = ag, avec ¢ idempotent.

iii) ad = da = o.

iv) @ = 0@ = ao.

Preuve. i) Unicité: Si b et ¢ sont inverses relatifs associés pour «:

b = bba = bb(aac) = aabbc = abc =

Existence: Avec les notations du lemme 1 et cémpte tenu de:

bo. = b(ab) = abb = ab,
on voit que bu est inverse relatif associé & a.

o est appelé lunité relative pour a.

Lemme 2. Sbit D un demi-groupe gauche et o, B, des idempotents de D: §'il existe
un idempotent ¢ tel que af = aPe alors af est idempotent.

Preuve. af(xf) = af(afs) = awx(Bf)e = afe = af.

Ainsi dans un demi-groupe gauche olt tout élément est relativement inversible,
lensemble des idempotents est un demi-groupe g-commutatif pour la loi mdmte
(IV.2 proposition 2).

Lemue 3. Soit D un demi-groupe gauche dans lequel tout élément est relativement

inversible et a (resp: b) dans D, d'unité relative « (resp: f): off est Punité relative
pour ab.

=bda =aba et b=

aacbe = aab(cc) = a(cc) = cac =

Preuve. Sie est 'unité relative pour ab on voit dbs est inverse relatif pour ab;
par suite (lemme 1):

& = ab(abe) = da(bb)e = afs .
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Ainsi & = e (lemme 2 et commentaires) cest-a-dire:

& = foc = (bb)(ad)e = ba(abe) = ba(ab) = (a("z)(Eb) =

PrOPOSITION 3. Un demi-groupe gauche dans lequel tout élément est relative-
ment inversible est un demi-groupe.

Preuve. Par le lemme 3:
abe = abe(afy) = bac(foy) = bac .

Par contre un demi-groupe gauche dans lequel tout élément est relativement
m-inversible n’est pas nécessairement un demi-groupe (chapitre suivant).

ProrosrrioN 4, Soit D un. demi -groupe gauche aeD et be D, m-inverse
relatif pour a:

i) b’ = bab est m-inverse relatif pour a et a est m-inverse relatif pour b'.

if) 0" = abb est m-inverse relatif pour a et a est g-inverse relatif pour b"'.
b" est (donc) relativement inversible.

i) o = aabb est idempotent (Cest P'unité relative pour b') et a = oa.

Soit .D un demi-groupe gauche et @ & D; g est partiellement g-inversible 1.5) sl
existe be D tel que pour tout xe D:

abax = baax = ax .

ProrosirioN 4. Soit D un demi-groupe gauche et a, b dans D:
. 1) Si b est m-inverse relatif pour a alors b est g-inverse partiel pour a.
ii) S7b est g-inverse partiel pour a alors b’ = bab et b"' = abb sont aussi g-inverses
partiels pour a.
a est m-inverse relatif pour b’ et g-inverse relatif pour b".
o = aabb est idempotent et: ax = oax pour tout x € D.

V. Exemples. Dans les exemples qui suivent, D est un demi-groupe gauche et
n’est pas, en général, un demi-groupe.

V.1. Soit £ un ensemble. D = E? muni de la loi:
(ay, az)(by, by) = (a3, b,) . )

Tout élément est relativement m-inversible. Quel que soit by € E, b = (by, a,)
est m-inverse relatil pour a = (a;, a,); b = (45, @) et b” = a = (ay, a;) (notations
de TV.3 proposition 4). )

V.2 Smt E un demi-groupe g-commutatif. D = E3 muni de la loi:
(“l; az, aS)(bLs bz: bs) = (albln as, 3)

i) Si e est inverse relatif pour d dans E alors quels que soient a, et b,, (¢, by, a,)
est inverse relatif pour (d, a,, a,) dans .D. De plus si d n’est pas idempotent dans E,
alors (d, a,, a;) n'est pas idempotent dans D.
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ii) (@, az, as) est partiellement g-inversible dans D si et seulement si ¢, est
partiellement g-inversible dans E. :

V.3. Soit D un ensemble et 4 une partition de .D. Notant §, Pélément de 4 qui
contient @ € D, on considére sur D une loi binaire vérifiant:

i) abes,,

ii) a’ €6, et b’ €6, impliquent a’b’ = ab.

Alors par ab € §, et ac € 8,: (ab)c = b(ac), donc D est un demi-groupe gauche,

Tout élément est partiellement g-inversible (aba € §,). Dans le cas général, il
existe des éléments qui ne sont pas relativement m-inversibles.

V4. Soit E un ensemble. D est I'ensemble des éléments: a = (ay, a,, 4)
oll 4 est une partie de E et a;, a, sont dans E, muni de la loi binaire:
(ay,az, A)(by, by, B) = (dz, by, AU B {ay,a,,b(,b,}).
La relation sur D:
(by =a; ou by =a,) et

by=a, et Bcd,

est une relation d’ordre notée a<(h. Sa restriction & I'ensemble des idempotents est
Pordre pour la relation: o = «f (IV.2 proposition 1).
Pour tout de D, ab implique: ad<bd et da<db (demi-groupe gauche ordonné).

VI. Espaces affines gauches.
VL1.

DeFNITION. Un ‘ensemble  est un espace affine gauche si E* est muni d’une v
relation d’équivalence # vérifiant:

Ayt (a, b)%(c, d) implique (c, b)R(a, d).

Az Pour tous a, b, ¢, il existe x tel que (a, bR (c, x).

As: (@, )R (b, x) et (a, y)#(b, ) impliquent (x, ») Z(x'y').

EXEMPLES.

i) Tout ensemble E:est un espace affine gauche pour la relation # sur E?:
(@,D)Z&(c,d) siet seulement si b = d.

ii) Soit E un anneau booléen; Cest un espace affine gauche pdur:
(a,5)R(c, d)

Cas particulier du précédent: E est un ensemble de parties et + la différence
symétrique. :

si et seulement si a+b+c¢ = d.

VIZZ Soit E un espace affine gauche pour la relation # sur E*. On note
D = E*|2 et (a, b)y la classe de (a, b).

Lemve 1. Etant donné a, b, c,

d, de E il exist !
i tfans: iste un unigue élément (y, z), de D

(@B =@ et (e, di=(x,2, aec xck.
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Preuve. Existence: A,.

Unicité: (x, ) 20", ¥) et (x,2) #(x'z") impliquent (v, 2)Z(y, 2') par A,.
On munit D la loi binaire:

Ay (a, B (¢, )y = (¥, 2)y (lemme 1),

En particulier: (a, by (@, d)x = (b, d)x.

Par A, on peut toujours se ramener & ce cas.

Lemme 2. D muni de la loi bingire A, est un demi-groupe gauche.

Preuve, On fera une démonstration générale en considérant: (a, b)«, (@, O)x,
(b, d)y:
(a, bYw (a, &) (b, dy = (b, Oy (b, Dy = (¢, Dy
d’autre part: ‘ '
(@, D [(a, bw (b, D] = (@, ) (b, d)y  avec  (a,dV = (b, d)x,
soit (¢, d')x avec  (a, )« = (b, i,

ce qui, par Ay, implique: (¢, d)x = (¢, d')x Cest-d-dire: (¢', d')y = (¢, d)s par A;.
" Soit B un binaite pour la loi: (¢, b)—ab-a e B est g-inverse pour lui-méme si:
a(ax) = x pour tout x & B. Si B est un demi-groupe, cette propriété équivaut a:
aa est neutre & gauche; de plus: ababx = aax implique: abx = bax pour tous a, b, x,
donc un demi-groupe dans lequel tout élément est g-inverse pour lui-mé&me est
g-commutalif. En particulier tout groupe d’ordre 2 est commutatif.

On sait ([1], [2] ou [4]) qu’un demi-groupe dans lequel tout élément est g-inverse
pour lui-méme est le produit d’un demi-groupe zéro A droite par un groupe d’ordre 2.

Lemme 3. Si (E, &) est un espace affine gauche, tout élément du demi-groupe
gauche D = E*|9 est g-inverse pour lui-méme.

Preuve. (4, by (@, by (b, x)s = (b, X) pour tout xeE donc pour
élément de D. :

Alors (IV.1 corollaire 3) D est un demi-groupe. On en déduit:

THEOREME, -Soit (E, &) un espace affine gauche. D = E* R, muni de la loi
binaire A, est le produit d’un demi-groupe zéro & droite par un groupe (commutatif) -
d’ordre 2. .

VL3,

Trfiorime, Soit D un demi-groupe dans lequel tout élément est g-inverse pour
hui-méme:

1) 1 muni de la relation & sur D*: (a, DR(c, d) si et seulement sit acd = bdd,
est un espace affine gauche. :

i) @ est une congruence pour le binaire produit D* et la loi induite dans DR
est la loi Ay,

iliy D/ est isomorphe a *D.

Preuve. i) Réflexivité: aab = b = bbb.

Symétrie: acd = bdd implique caddb = cab = dbb.
4 — Fundamenta Mathematicae XCVI
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Transitivité: acd = bdd et cef = dff impliquent: aef = accef = acdff =bff,

A,;: D est g-commutatif.

A, x = cab.

Ajr abx’ = xx'x’ et aby' = yy'y’ impliquent: xx'y’ = abx'x'y’ = aby'
=yyy.

i) aa’b’ = bb'b' et cc’'d’ = dd'd’ impliquent (ac, bd)#(a'c’, b'd’). D’autre
part: (@, by (a, Oy = (b, &)y et (b, % (aa, be) puisque baabe = ¢ = chebe.

iif) Soit ee D, neutre & gauche: on lui associe le morphisme de D dans
D?: a—(a, &), puis on compose avec la surjection canonique vers D?/% ce qui donne
le morphisme 0 de D dans D?/#: (a)0 = (a, £)4. Par A,, 0 est surjectil. @0 = (b)0
si et seulement si ae = be soit ax = bx pour tout x e D: cest la congruence déter-
minée par le morphisme ¢ de D dans D (IL1).

VII. Categories gauches.
VILIL.

DEFmNiTION. L'ensemble D est un, binaire partiél §’il est muni d’une fonction
- de DxD dans D.

D est un demi-groupe gauche partiel si ¢’est un binaire partiel vérifiant: K, : abe
est défini si et seulement si b(ac) est défini; alors ils sont égaux.

Soit D un binaire partiel et 0 ¢ D: Dy = D U {0}, est un binaire pour la loi:

@ By ab, s% a et b sont dans D et ab est défini,
0, sinon.

0 est appelé zéro ou &lément nul.

PROPOSITION. D, est un demi-groupe gauche si et seulement si D est un demi-
groupe gauche partiel.

Preuve. 81 D, est un demi-groupe gauche: abe = b(ac) sont nuls ou non
en méme temps.

Si D est un demi-groupe gauche partiel: Loi‘sque Pun des w, w, t, est
zéro alors uwt = 0 = w(ur).

Soit @, b, ¢, non nuls: quand abe et b(ac) sont définis ils sont égaux; sinon ils
valent zéro. '

« est meutre & gauche dans un binaire partiel si aa défi
VIL2.

DEpmvimioN. Une catégorie gauche est un binaire partiel vérifiant:

K, : (VIL.1 définition).

K,: Si ab et ac sont définis alors abe est défini.

K;: Pour tout a4 il existe un neutre 3 gauche « pour lequel aa est défini.
Soit D une catégorie gauche et Dy le demi-groupe gauche associé (VIL1).

On note N ’ensemble des neutres a
gauche de D et (a) N I'ensem C
pour lesquels aa # 0 (C’est-d-dire ag — a). e Feasemole des e

ni implique’ o = .
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LemME 1. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) ab est défini,

i) (AN = (D)N,

iil) ab et ba sont définis.

Preuve.i)impliqueii): Sioe (@) N: a(ub) = aab = ab # 0 implique « & (H) N.
Si fe®N: fab = a(fb) = ab # 0 implique fe (@) N.

if) implique iii): Soit ae (@)N = ()N; par K,, ab(= aab) et ba{= aba)
sont définis.

Ce lemme détermine sur D une partition: on note (¢) D la classe de 4.

En particulier () N<=(a)D.

Lemme 2. be (4) D implique abe (4) D.

Preuve. aa s 0 implique ax % 0 (lemme 1); qu # 0 et ab # 0 impliquent
(Ky) anb = a(ab) % 0 donc (ab) € («) D = (d) D.

Par conséquent (a) D est un demi-groupe gauche, contenant des neutres & gauche
(ici ax = x pour tout x): On sait (IV.1 corollaire 2) que c’est un demi-groupe
g-commutatif; d’ol:

THEOREME. Toute catégorie gauche est la réunion de demi-groupes g-commuta-
tifs D, disjoints tels que:

1) Pour chaque D; Pensemble des neutres & gauche n’est pas vide.

ii) ab est défini si et seulement si a et b sont dans le méme D;.
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