Sur T'unicité du développement trigonométrique.
Par

"Nina Bary (Moscou).

Introduction.

§ 1. On peut poser le probléme de l'unicité du dévelop-
pement trigonométrique dans la forme suivante:

»Un ensemble E de points étant donné, reconnaitre s'il
existe une série trigonométrique, a coefficients non nuls, qui
converge vers zéro partout en dehors de l'ensemble E1)”, -

Il nous sera utile de poser les définitions suivantes.

Définition 1. Nous direns que l'ensemble E est un en-
semble (M"?), s'il existe une série trigonométrique, 2 coefficients
non nuls, convergente vers zéro partout en dehors de l'en-

semble E.

Définition 2. Nous dirons que l'ensemble E est un en-
semble (U)?), si la convergence vers zéro d’une série trigono-
métrique en dehors de E n’est possible que dans le cas ol tous
ses coefficients sont nuls.

Il suit de la définition que chaque ensemble de points est
nécessairement ou bien un ensemble (M), ou bien un en-
semble (V). ‘

§ 2. Faisons d'abord la remarque évidente tout ensemble
E qui contient un ensemble (M) est lui-méme un ensemble (M).

1) Nous considérons toujours les ensemble,s‘ sjitués sur le segment
[0, 2x). ‘
%) ensemble de multiplicité.

8) ensemble d’unicité.
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Cela posé, considérons une série trigonométrique quel-
conque

AR ‘
5 + 2 a, cos nx' - b, sin nx 1)

n=1

a coefficients non nuls. Soit E Vensemble des points, ou la
série (1) ne converge pas vers zéro. Il suit de la définition
méme des ensembles (M), que E est un ensemble (). On voit
facilement que 'ensemble E est un ensemble mesurable (B) et
du type Gg, (d'aprés la terminologie de M. Hausdorff.!)) En

effet, désignons par &, lensemble des points x pour lesquels
on a

n
a

j’-}-z a, cos kx + b, sin kx

1
k=1 m

<

Il est aisé de voir que l'ensemble & des points ou la
série (1) converge vers zéro,

e=1l Jm ¢

m,n
m=1

(lim_désigriant comme toujours I'ensemble limite restreint).
L’ensemble &,  étant fermé, on voit que lensemble &
est un ensemble mesurable (B) et du type Fg g (terminologie de

M. Hausdorff?). Mais & est le complémentaire de E par rap-
port & (0,2r). Donc I'ensemble E est mesurable (B) etdu type
Gy, Clest donc un ensemble de classe < 3 (fermé) d’aprés la

classification de M. M. Baire-Lebesgue.?)

Rappelons maintenant les résultats classiques de G. Cantor
et de M. Young?) sur lunicité du développement trigono-
métrique:

1 Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre.

2) Lebesgue, Sur les fonctions représentables analytiquement. Jour-
nal des Mathématiques pures et appliquées 1905.

%) Young. A note on trigonometrical series. Messenger of Mathema-
tics, t. 38.
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Théoréme de G. Cantor. Une série trigonométrigue con-
vergente vers zéro partout en dehors d'un ensemble E qui contient
un nombre fini de points ou qui est un ensemble réductible
a nécessairement tous ses coefficients nuls.

Théoreme de M. Young. Une série trigonométrique con-
vergente vers zéro partout en dehors d'un ensemble dé-
nombrable (absolument quelconque) a tous ses coefficients nuls

Il suit de la derniére proposition que l'ensemble E des
points, ot une série trigonemétrique ne converge pas vers zéro doit
étre non dénombrable.

En réunissant tout ce que nous avons dit, on voit:

. Tout ensemble (M) contient un autre ensemble (M),
non dénombrable, mesurable (B), de classe < 3 d'aprés la
classification de M.M. Baire-Lebesgue et du tvpe G

Les ensembles non dénombrables (B) ont une structure
" d'autant plus compliquée, que leur classe (d’aprés la classification
de M. M. Baire-Lebesgue) est plus haute. Mais quelle que soit
leur structure, la proposition suivante, trés simple, mais trés
importante, a liew

Théoréme de M. Alexandroff.!) Tout ensemble de points
non déncombrable, mesurable (B), contient un ensemble parfait.
" On conclut immédiatement de ce théoréme que l'ensemble
E des points dans lesquels une série trigonométrique ne con-
verge pas vers zéro contient un ensemble parfait.
Donc

Il. Tout ensemble (M) contient un ensemble parfait.

§ 3. Nous avons vu au § 2, que tout ensemble (M) con-
tient un autre ensemble (M) mesurable (B) et de classe < 3.

Cela nous implique la question suivante:

»Quelle est la plus petite classe parmi les classe des
ensembles (M) mesurables (B) et contenus dans un ensemble (M)
donné?.” ‘ ,

En particulier on sait (§ 2) que tout ensemble (M) contient
un’ ensemble parfait. Il est donc naturel de poser la question

1) Alexandroff,. Sur la puissance des ensembles mesurables (B). Com-
tes Rendus t. 162.. 1916.
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importante, si la plus petite classe de la question précédents
n’est pas toujours égale i zéro, c’est-a~dire:

Un ensemble (M) étant donné, existe-t-il un ensemble
(M) parfait contenu dans cet ensemble, ou ce n’est pas tou-
jours le cas, et il existe donc un ensemble (M) tel que tous
les ensembles parfaits qu'il contient sont des ensembles (U)?

Ce probléme nest pas encore résolu et nous semble trés:
difficile & résoudre.

§ 4. Le théoréme Il du § 2 nous permet d’énoncer la
proposition suivante:

» Toute série trigonométrique qui converge vers zéro par-
tout en debors d'un ensemble E ne contenant aucun ensemble
parfait a tous ses coefficients nuls”.

Il faut remarquer que cette proposition est obtenue & prior
ri en n’utilisant que le théoréme de M. Alexandroff sans aucun
raisonnement et sans recours aux formules analytiques (voir par
exemple la démonstration du méme théoréme par M. Ch. de la
Vallée-Poussin.’). On peut aussi remarquer que cette proposi-
tion d'unicité subsiste toujours & priori non seulement pour la
convergence des séries trigonométriques, mais de méme pour
toute méthode de sommation (S), pourlaquelle a lieu un théo-
réme de M. Young sur l'unicité dans le cas d’un ensemble
dénombrable de points exceptionnels. En effet, quelle que soit
la méthode de sommation (S) d'une série trigonométrique (la
méthode de Riemann, de Cesaro d’ordre quelconque, de Poisson
une méthode linéaire de M. Toeplitz etc.), l'ensemble E des
points, ol la série trigonométrique n’est pas sommable vers zéro
par cette méthode est foujours un ensembie mesurable (B).
Done, d’aprés le théoréme de M. Alexandroff il est ou dénom-
brable (en particulier fini) ou bien il contient un ensemble par-
fait. 1l en résulte dans le cas ol il existe un théoréme analogue
au théoréme de M. Young, que I'ensemble des points exception-
nels est un ensemble (U), s'il ne contient ~aucun ensemble
parfait.

§ 5. Nous n’avons considéré jusqu'ici que les ensembles (B). Pour
les autres ensembles il n’existe pas en général de théoréme analogue au

1) Ch. de la Vallée-Poussin. Comptes Rendus, t. 155, 1912, Sur
Tunicité du développement trigonométrique.

Fund Math n 1X. 5
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théoréme de M. Alexandroff; Pourtant, tous les ensembles effectifs non
mesurables (B), connus dans la Science jusqu’a présent, par exemple: l'en-
semble de M. Lebesgue?), les ensembles (A) de Souslin®) et M. Lusin®) tous
ces ensembles contiennent nécessairement des ensembles parfaits, comme Va
demontré une analyse détaillée. La question se pose donc s'il existe un
ensemble effectif ne contenant aucun ensemble parfait. M. Lusin espére
qu'il  a des ensembles de cette nature parmi les ensembles complémen-
taires aux ensembles (A) de Souslin. C'est aussi lui quim’a indiqué quen
supposant la possibilité de bien ordonner le continu, on peut construire sur
I'intervalle (0,27) un ensemble E tel que ni E, ni son complémentaire CE
ne contiennent aucun ensemble parfait. Il est évident que ces deux en-
sembles sont non mesurables (L) et que leur mesure extérieure est égale
a 2n et la mesure intérieure a4 zéro. Ces deux ensembles d'aprés le théo-
réme du § 4 sont des ensembles (/). Nous pouvons donc énoncer le résul-
tat suivant:

§'il est possible de bien ordonner le continu, il existe des ensembles
(U) de mesure extérieure positive.

§ 6. Quant aux ensembles (M), il contiennent foujours,
comme nous avons vu au § 2, des ensembles (M) mesurables
(B) et & fortiori mesurables (L). Cela implique la question de
savoir, quelle est la mesure lebesguienne des ensembles (M).
Il est facile de voir que.

Tout ensemble E mesurable (L) ef de mesure positive est
un ensemble (M).

En effet, il est connu, que dans ce cas 'ensemble E con-
tient toujours un ensemble parfait P, Mes P>-0. Soit f(x) la
fonction caractéristique de l’ensemble P, c’est A dire la fonction
égale 4 1 sur P et 4 0 en dehors de P. La série de Fourier
de f(x) converge évidemment (d’aprés les propriétés des séries
de Fourier) vers zéro dans chaque intervalle contigu 3 P, donc
partout en dehors de E, mais tous ses coefficients ne sont pas
nuls, car d'aprés la formule de Parseval, on a

@ N , 1 .
STt Q@+ =—MesP>0

n=1

1) Lebesgue. Sur les fonctions représentables analytiquement. Jour-
nal des Mathématiques pures et appliquées, 1905, p. 215.

%) Souslin. Sur une définition des -ensembles mesurables (B) sans
nombres transfinis. Comptes Rendus, t. 164. 1917.

%) Lusin. Sur la classification de M. Baire, Comptes Rendus, t.164,
1917, ‘ '
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Cela prouve que E est un ensemble (M).

Donc: la recherche des ensembles (M) se réduit & la re-
cherche des ensembles (M) mesurables (B) et de mesure nulle.

Nous avons vu que chaque ensemble de telle sorte con-
tient nécessairement un ensemble parfait P, Mes P = 0.

§ 7. En 1916 M. Menchoff!) a démontré Fexistence des
ensembles parfaits (M) de mesure nulle, en donnant le premier
exemple d'un tel ensemble. Le résultat de M. Menchoff était
tout 4 fait innatendu, car on pouvait croire avant 'apparition de
sa Note qu'il n’existe pas d’ensembles (M) de mesure nulle.
Au contraire aprés la 'Note de M. Menchoff il fut naturel de se -
poser la question, si le résultat de cette Note .était susceptible
d'une généralisation. On pouvait se demander s'il est possible
de construire une série trigonométrique convergente vers zéro
en remplagant l'ensemble particulier de M. Menchoff par un en-
semble parfait de mesure nulle, d'ailleurs absolument quelconque.

M. Rajchman?) en 1921 a répondu négativement i cette
derniére question, en définissant une classe particulidre d’en-
sembles parfaits (U). Ce sont les ensembles qu’il appelle ,en-
sembles de type (H)”. Presque en méme temps, par une mé-
thode touta fait différente, j'ai donné la construction d'un famille
infinie d'ensembles parfaits (U)3).

En remarquant qu'il existe des ensembles parfaits (U) qui
ne sont pas de type (H) (nous donnons lexemple d’un tel en-
semble au § 21 de ce Mémoire), il serait trés intéressant et trés
important*) de résoudre le probléme suivant:

1) Menchoff. Sur lunicité du développement trigonométrique. Comp-
tes Rendus, t. 163. 1916. ,

%) A. Rajchman, Sur lunicité du développement trigonométrique.
Fundamenta Mathematicae, t. III, 1921.

3) Ma premiére communication ,Sur lexistence des ensembles par-
faits (U)" a été faite pendant le séminaire sur la théorie des fonctions sous
la direction de M. N. Lusin (avril 1921). Une autre communication ,Sur
'unicité du développement trigonométrique” a €été faite a la Société Mathé-
matique de Moscou le 22 janvier 1922.. Ces communications nont pas été
publiées. C’est M. Rajchman qui & publié Ie premier son résultat si remar-
quable et élégant.

4) pour la théorie générale d'intégration, afin d’étendre la notion
d'intégrale au dela de la notion de l'intégrale de M. Denjoy.
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trouver les propriétés cavactéristiques des ensembles par-
faits (U) ou, en d’autres termes, frouver la condition nécessaire
et suffisante pour qu'un ensemble parfait donné soit un en-

semble (U).

§ 8. La résolution des problémes qui étaient posés aux §§
précédents approfondirait nos connaissances sur la convergence
des séries trigonométriques. Il serait de méme intéressant de
résoudre le probléme suivant, concernant la relation entre la
convergence et la sommation par une méthode quelconque des
séries trigonométriques:

existe-t-il une série trigonométrique, & coefficients tendant
yers zéro mais non nuls, sommable vers zéro par une méthode
de sommation’ quelconque partout en debors d'un ensemble (U)
donné”?

En d'autres termes, la division dans le cas de convergence
des séries trigonométriques de tous les ensembles en deux fa-
milles: les ensembles (U) et les ensembles (M), — cette division
reste-t-elle la méme dans le cas de sommation par une méthode
donnée des séries trigonométriques  coefficients tendant vers zéro?

Il est évident que pour les ensembles parfmts cette divi-
sion de tous les ensembles en deux familles reste la méme au
moins pour le procédé de sommation de Poisson (et & forfiori
pour les procédés de Riemann et de Cesaro d’ordre quelconque),
car d'aprés le principe de localisation une série sommable vers
zéro par ce procédé dans un intervalle contigu & Vensemble
parfait, converge vers zéro dans le méme intervalle. Il suffit
donc, en considérant les ensembles parfaits de démontrer qu'ils
sont des ensembles (U) (au sens de convergence) pour &tre
assuré qu'il n’existe pas de série sommable par le procédé de
Poisson vers zéro en dehors d'un tel ensemble.

Pour les ensembles qui ne sont pas parfaits la question
posée reste a résoudre.

§ 9. Le but de cé Mémoire est d’étudier les propriétés
des ensembles (M) et des ensembles (UJ) pour nous approcher
i la connaissance de leur nature.

Voici le résumé des matiéres traitées dans ce travail.

Le Mémoire est divisé en deux chapitres, dont le premier
contient les propriétés des ensembles (M) et le second celles
des ensembles (U).
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Les §§ 10—16 contiennent des considérations concernant
les ensembles (M) absolument quelconques. Nous étudions ici
leurs propriétés et les propriétés des séries-nulles correspon-
dantes. En particulier au § 16 nous donnons la démonstration
du théoréme suivant: il n'existe pas d'ensemble (M) contenu
dans une infinité dénombrable d’ensembles parfaits (U).

Les §§ 17 et 18 sont consacrés aux ensembles (M) parfazts
Nous donnons dans le § 18 une condition suffisante pour qu'un
ensemble parfait soit yn ensemble (M). Parmi les ensembles
(M) vérifiant cette condition nous trouvons, comme cas particu-
lier, ensemble 'de M. Menchoff.

Dans le § 19 (chapitre II) nous démontions I'existence des
ensembles parfaits (U) par une méthode différente de celle de
M. Rajchman. Nous 'donnons au § 21 la construction d’un en-
semble parfait (U) qui n’est pas de type (H) et enfin dans le
§ 22 nous donnons l'exemple d’un ensemble (U) qui est partout
dense et a la puissance du continu dans chaque intervalle.

CHAPITRE L
Les propriétés des ensembles (M).

§ 10. Définition 1. Nous dirons qu'une série trigonomé-
trique est une série-nulle, si elle converge vers zéro presque
partout dans (0,27) mais non partout.

Définltion 2. Nous appellerons ,,noyau simple.d'une séne
nulle” 'ensemble E des points ou cette série-nulle ne converge
pas vers zéro.

Le théoreme 1 du § 2 nous apprend, que le noyau szmple
de chaque série-nulle est un ensemble niesurable (B) non dénom-
brable et. du type G §o.

Posons encore une derniére déﬁmtnon. Soit

:‘2—'1- -+ 2 a, cos nx-—+ b, sin nx 1
n=1

une série-nulle. Ses coefficients tendent vers zéro puisque la
série converge sur un ensemble de mesure 2n; désignons par
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S, (x) la somme des n—+1 premiers termes de la série (1),
c’est a dire ‘ :
a m
S, (x)=——29- -+ 2 a, cos kzx -+ b, sin kx ©)
k=1

Définition 3. Nous appellerons I'ensemble N des points &
pour lesquels on a

im |S, ()] = + oo
n-»
le noyau réduit de la série trigonométrique (1).

Il est évident, que le noyau réduit d'une série trigonomé-
trique est contenu dans le noyau simple de cette série, N ( E.
Nous ne savons pas, s'il existe une série-nulle dont le noyau
réduit coincide avec le noyau simple d’une série donnée.

Remarquons d’abord, que /e noyau réduit est aussi un en-
semble mesurable (B), puisque la fonction '

Tm | 5,0 |

qui le définit est une fonction de classe < 2 dans la classifica~
tion de M. Baire. ‘

Ensuite, d’aprés les résultats de M. Ch. de Ia Vallée-Pous-
sin!) il est évident que le noyau réduit doit tre non dénom-
brable; car autremént la série-nulle correspondante serait, d'aprés
le théoréme cité de M. de la Vallée-Poussin, une série de Fou-
rier d’'une fonction égale & zéro identiquement et par consé-
quent aurait tous ses coefficients nuls, ce qui contredit 3 la défi-
nition méme d’une série-nulle. _

Le noyau réduit est un ensemble du type Gs. En effet,
m étant un entier positif quelconque, désignons par F_ I'ensem-
ble des points x de l'intervalle (0,2x) pour lesquels les inégalités
simultanées sont vérifies

1810 | < my | 8,0 | < my | S, () | <

Il suit de la continuité de chacune des fonctions S, (x)

1) Ch. de la Vallée-Poussin. Sur l'unicité du développement trigo~
nométrique, Comptes Rendus, t. 160, :

icm

Sur l'unicité du développement. 71
(n =1, 2 3,...), que ensemble F_ est fermé. Soit & la ré-
union de tous les F,, (m =1, 2, 3,...),
8= D F,
m=1

1l suit de la définition de 'ensemble & que son complémentaire
Cé8 est le noyau réduit de la série-nulle donnée,

Ce=N
Mais I'ensemble & est du type Gy Donc Vensemble C&6=N
est du type G; (c. q. f. d.)

En réunissant tout ce que nous avons dit sur le noyau ré-
duit NV, on a ‘

le noyau réduit N de chaque série-nulle est un ensemble
non dénombrable, mesurable B et du type Gi.

Il est trés probable que le noyau réduit est un ensemble
(M), mais nous n’avons pas réussi 2 démontrer ce théoréme hy-
pothétique. : -

§ 11.. Pour analyser en détails les propriétés du noyau
simple et du noyau réduit (cette analyse nous permettra de pé-
nétrer dans la nature des ensembles (M)), nous avons besoin
de démontrer un lemme, relatif au ,produit formel*!) de deux
séries trigonométriques. '

Considérons deux séries trigonométriques

%,.}_ ,,Zz,a" cos nx + b, sin ng 1

0—;3—{— ; @, cos nx + B, sin nx @
lim ag,=lim 5,=0; (I) lim nPa,=lim n®B,=0. (I)
n—oo n—»ee n-yee n—yoe

et formons une nouvelle série

k o0 ..
e i 3
2—}—Zlcncosnx—}—lnsmnx (6)]

n==]

1) A. Rajchman. O Riemannowskiej ,zasadzie umiejscowienia”. (Sur
le. principe de localisation de Riemann). C. R. de la Société . des Sciences
de Varsovie, 1918. XI année. Fascicule 2, p. 120.
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appellée par M. Rajchman?) ,produit formel” des séries (1) et
(2) et dont les coefficients &, et [, s'expriment par les formules

1 p=foo ’1
k, =73 2 ap 0‘1:7-::”‘“1752 Bo—n
p::-—-co
©)
1 p=-f-o0
In == "‘2‘ Z - appp—-n +bpap,__n
Pr=—oe
‘en posant
a_,=a,; b_,=—1b,; b,=0
(5)

o, = ﬁh_"..-—.:—- [3 ; Bo“—-”::o.

Les conditions (I), (II), (5) permettent d’affirmer que les
deux séries qui forment les formules (4) sont absolument con-
vergentes et d'ailleurs on a%

lim &, =lim [,=0.
n—oo n-yoo

M. Rajchman?) a démontré deux propositions importantes
concernant le produit formel:

1° Si l'un au moins des multiplicateurs (1) et (2) converge
vers zéro en un point x, le produit..formel converge aussi vers
zéro au pdint k. : ’

2° Si aucun des multiplicateurs (1) et (2) ne converge vers
zéro, le produit formel et le multiplicateur (1) sont en méme
temps des séries divergentes ou convergentes; dans le dernier
cas la somme du produit formel est égale au produit des sommes
des séries (1) et (2)

Il nous sera nécessaire maintenant de compléter légérement

la seconde proposition de M. Rajchman, en énongant le lemme
suivant.

Lemme. Si les deux multiplicateurs (1) ef (2) ne conver-
gent pas vers zéro, les limites d'indétermination des sommes
partielles du produit formel dans un point quelconque x, sont

1) A. Rajchman loc. cit. p. 120.
-3 A. Rajchman loc. cit, p. 125.
%) A. Rajchman loc. cit. p. 128 théor. IV et p. 185 théor. V.
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égales aux limites d'indétermination des sommes partielles du
multiplicateur (1), multipliées par la somme du multiplicateur
(2) au méme point x,.

Démonstration. Remplagons la série (2) par une
série nouvelle

[—- Mx,) —{—%"—] + Z @, cos nx —+ B sin nx 29

u=1
A (x) désignant la somme de la série (2), et formons le produit
formel de la série (1) et de cette série (2'); soit
k, <
—2"— -+ Z k, cos nx -1, sin nx (39
=1
ce nouveau produit formel.
Les coefficients de la série (3') sont définis par les formules
(4) dans les quelles nous n'avons qu’a remplacer le nombre a,
par — 2\ (x,) + «,; nous avons donc:
k:l:kn—)"(xa)an; lr:=[n_)‘(xo)bn
Il en suit, qu'en désignant par s, (x) la somme des n 41
premiers termes du multiplicateur (1) et par o, (x) et o (x) les
sommes analogues pour les séries (3) et (3’), nous avons iden-

tiquement .
o, (x) =0, (x) —X(x,) S, (¥)
Mais la somme du multiplicateur (2') au point x, est égale

a zéro. Donc d'aprés la premiére proposition de M. Rajchman,
nous avons

lim g,(x) =0
n-yoo
Par conséquent on a ‘
' FIBG"(XD)Z)\XO)EESH(X)
—yoc n—yoe

our A >0 .
P %) lim o, (x) =21 (x) Iim S, (¢,
oo n—es

fm o, (x) = (x) Im S, (x)
n-yoa

pour X () <0 { —_—
lim o, (2,) =2 %) Tim S, (x,)
n-yea : Lasand

(¢ q. f. d)
Remarque. Il est évident qu'on peut énoncer les deux
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propositions de M. Rajchman sous la forme du lemme qui vient
d’étre démontré, en convenant de poserco,0==0 et ~—c0.0=0(
dans le cas des limites d'indétermination infinies.

§ 12. Le lemme démontré au § .11 nous permettra d’étab-
lir les théorémes suivants:

Théoreme I.  Toute portion 8 (E)') dunoyau simple E d’une
série-nulle donnée contient une portion 3 (N) du noyau réduit
de la méme série. De plus, la portion § (E) peut étre considérée
comme le noyau simple d'une autre série-nulle, dont le noyau
réduit coincide avec la portion 8 (N) déja définie.

Démonstration. Soit & un intervalle quelconque con-
tenant au moins un point x, du noyau simple E. Soit X (x) une

fonction périodique dé période 2x, égale & zéro en dehors de
p positive dans § et ayant des dérivées continues des trois
8, remiers ordres. Soit la série (2) du § 11 sa série de Fourier
(les conditions I étant vérifi€es, car ) (x) a des trois premiéres
dérivées continues). Considérons le produit formel (3) de la
série-nulle (1) donnée et de la série (2). La premiére, propo-
sition de M. Rajchman nous montre, que la série (3) converge vers
zéro partout en dehors de & et aux points de 3 ol la série (1)
converge vers zéro. Supposons qu'il n'y a pas sur § de points
du noyau réduit N. D’aprés le lemme démontré et d’aprés le
théoréme déja cité de M. Ch. de la Vallée-Poussin, la série (3)
doit étre la série de Fourier d'une fonction identiquement égale
a zéro, ce qui n’est pas possible, puisqu’elle ne converge pas
vers zéro au point x, du neyau simple E, suivant le lemme
~du § 11. La série (3) est donc une série-nulle et posséde par
conséquent un noyau simple et un noyau réduit. Son noyau
simple coincide d'aprés le lemme démontré avec &(E), quant
a son noyau réduit — il démontre l'existence de §(N) avec
lequel il coincide certainement (toujours suivant le lemme du

§ 113). (c. q. £. d).

1) On appelle portion §(E) d’'un ensemble E quelconque une partie
de E comprise dans l'intervalle g.

?) Le théoréme que nous venons de démontrer é&tait obtenu

d’abord par une méthode tout a fait différente et c’est grice 4 la Note de -

M. Rajchman ,,Sur le principe de localisation de Riemann” que nous avons
pu faciliter sa démonstration.
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§ 13. Le théoréme I du § 12 nous améne immédiatement
aux corollaires suivants:

Corollaire 1. 1] existe pour chaque ensemble (M) une infinite
non dénombrable de séries-nulles dont les noyaux simpies sont
contenus dans I'ensemble (M) donné. D'ailleurs, parmi ces séries-
nulles, il est possible de choisir un nombre fini aussi grand qu’on
veut de séries linéairement indépendantes.

Le premier point de I'énoncé est evidemment un corol-
laire du théoréme [ (§ 12); le second suit du fait, que deux
séries-nulles ayant pour noyaux simples deux portions différentes
du ‘noyau simple de I'ensemble (M) donné doivent &tre liné-
airement indépendantes, puisqu'elles convergent et divergent
dans des domaines différents.

Corollaire Il. 1/ existe pour chaque ensemble (M) E et
pour chaque entier positif n une série-nulle, dont le noyau simple
est contenu dans I'ensemble E donné et les n premiers termes

possédent des coefficients nuls,

En effet, quelque soit I'entier positif m, nous pouvons
construire m séries-nulles linéairement indépendantes et dont les
noyaux sont tous contenus dans E (corollaire I). Soit

°'+2a cos nx- b, sin nx
n=1
Pune de ces séries. Si a,==0, nous avons déja une série a terme
constant nul; si ce n'est pas le cas, multiplions la série par

_1,_. Soit

a,

__|_$' a, cos nx-+ b, sin nx

n=1

‘une autre série-nulle de la méme famille; si @, <=0, multiplions

1 . . .
la par ——. Considérons maintenant la différence des deux
a
b

séries-nulles obtenues. Ce sera une nouvelle série-nulle, qui
a sirement le terme constant égal & zéro. Opérant d’'une maniére
analogue sur deux séries linéairement indépendantes et ayant
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leurs termes constants nuls, nous allons annuler le coefficient
de cos x et ainsi de suite jusqu'a ce. que nous n’annulons les p
premiers termes éxigés. (c. q. £ d)

Il serait trés intéressant de savoir, s'il est possible d’annuler
une infinité de coefficients d’une série-nulle dont le noyau est
contenu dans un ensemble (M) donné E.

§ 14. Nous avons démontré au § 13 I'existence, pour chaque
ensemble (M) donné, d'une série-nulle i terme constant a,==0.
Il nous sera utile dans la suite de démontrer une proposition en
quelque sorte inverse:

Théoreme . I/ existe pour chaque ensemble (M) une
série-nulle & terme constant a, == 0.

Démonstration.

Soit

¢
oo

Za,, cos nx—b, sin nx (6)

n==

—

l'une des séries-nulles, ayant son noyau simple contenu dans
P'ensemble (M) donné. Nous supposons q, =0, car, dans le cas

contraire, le théoréme proposé serait déja démontré. Posons

a b,
71% cos nx—l—-;% sin nx (7

M) =C+

n=1

‘La constante C doit &tre choisie de maniére  faire A (®)==0

pour tout point x, 0 & < 2%. Ce choix est toujours possible,

puisque la série de la formule (7) définit une fonction bornée.
Les coefficients de la série (6) vérifient la condition (I) du lemme
sur le produit formel (§ 11), parce que la série (6) converge
presque partout; les coefficients de la série (7) vérifient la con-
dition (I) du méme lemme, puisqu’on a

a,
lim n®—% = lim n®— =0,
n-oa n n—oo n

Dong, le produit formel des séries (6) et (7) converge vers
zéro dans les points et dans ces points seulement (A (x) == 0),
ou converge vers zéro la série (6). Cela prouve que le noyau
simple du produit formel coincide avec le noyau simple de la
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série (6), donc ce noyau doit &tre contenu dans Pensemble (M)
donné. Mais le terme constant de ce produit formel est différent
de zéro. En effet, en le désignant par k, on a d'aprés la pre-

miére des formules (4) du § 11 I'égalité suivante

p==—+}o00 oo
1 a, o,
k, = 7,,;“ a,a,~+b,8, = T+;: a, 0, b, e
Nous avons pour les séries (6) et (7)
' a, b,
a,=0; a, =5 Bn:;g
Donc
< a b o a2 - b
kozz a, ;;%“f‘bp _ﬁ%:zlpiai> 0
p=1 p=1

puisque tous les coefficients de la série (6) ne peuvent étre nuls.

(c. q. . d.)

§ 15. Théoréme Il I/ existe pour toute séric-nulle un

ensemble parfait P en debors duquel la série converge vers

zéro et tel que le noyau réduit N de cette série est un rési-
duel*) de P '
Demonstration.

Nous avons vu que le noyau réduit N d’une série nulle est
un ensemble non dénombrable et du type G; (§ 10). Soit P

I'ensemble des points de condensation (les points de M. Lin-
deldf) de N. On sait qu’un tel ensemble est toujours parfait.
D'aprés la définition de P, le noyau réduit N a au plus un
ensemble dénombrable de points en dehors de P, et sur chaque
portion 3(P) de P I'ensemble N a une infinite non dénombrable
de points. Il en suit que N est partout dense sur P, et, comme
il est un ensemble du type Gj, il doit étre un résiduel de P.

Il reste 2 montrer que parfout en dehors de P la série
nulle donnée converge vers zéro

) Clest a dire la partie commune de N et de P est le complémen-
taire d'un ensemble de premiére catégorie sur P. cf. A. Denjoy. Mémoire
sur les nombres dérivds de fonctions continues. Journal des Mathématiques
pures et appligées, 1915, ‘
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En effet, supposons, par impossible, que x, est un point
n‘appartenant pas & P et dans lequel la séric donnée ne cop-
verge pas vers zéro. Soit & un intervalle contenant x et ne
contenant pas de points de P. Soit A (x) une fonction pério-
dique de période de 2, égale & zéro en dehors de 3, positive
sur & et ayant ses trois premiéres dérivées continues.

Considérons le produit formel de la série de Fourier de
A(x) et de la série nulle donnée. La premidre proposition de
M. Rajchman et le lemme du § 11 nous apprennent que ce
produit converge vers zéro presque partout, ne converge d'ail-
leurs pas vers zéro au point x, et son noyau réduit contient
une infinité dénombrable de points au plus. Cela contredit au
théoréme du § 10, d’aprés lequel le noyau réduit est un ensemble
non dénombrable,

(c. q. £. d.)

§ 16. Le théoréme Il du § 15 nous permet d’énoncer
le résultat général suivant:

Théoréme IV. I n'existe pas d'ensemble (M) contenu dans
une infinité dénombrable d'ensembles parfaits (U)

Démonstration.

Supposons, par impossible, que £’ est un ensemble (M)
contenu dans une infinité dénombrable d’ensembles parfaits (U).
Soit P;, P.. P,,... ces ensembles et

§ =P, 4P, +- 4 P, 4
(les ensembles P, peuvent avoir des points communs),
Soit

a, -
5 +Z a, cos nx -+ b, sin nx ()

n=1

une série-nulle qui converge vers zéro en dehors de E'; soit
E son noyau simple, N son noyau réduit et P l’ensemble par-
fait dont N est un résiduel et en dehors duquel la série (1)
converge vers zéro (voir § 15).

L’ensemble N est contenu dang E’, donc dans S. Par
conséquent, S est un résiduel de P. Or, dans le cas oi tous
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les ensembles P, (n = 1, 2,3,...) sont de premiére catégorie

sur P cela est impossible. Il existe donc un nombre naturel
n tel que I'ensemble P, n’est pas de premiére catégorie sur
P; P et P, étant parfaits, il en suit qu'il existe une portion
3 (P) de I'ensemble P, qui est contenue dans Iensemble D,
Mais, d’aprés le théoréme I du § 12 cette portion contient un
noyau simple d’une autre série-nulle, donc elle est un ensemble
(M). Donc, l'ensemble P, qui contient &(P) est aussi un
ensemble (M) ce qui est contradictoire & notre hypothése.

Corollaire. La somme d'une infinité dénombrable d'en-
sembles parfaits (U) est un ensemble (U).

C'est en nous appuyant sur ce corollaire que nous con-
struisons (au Chapitre 1 de ce Mémoire) un ensemble parfait (1)
qui n’est pas de type (H), et un ensemble (U) qui est partout
dense et a la puissance du continu dans chaque intervalle.

Malheureusement notre corollaire n'est démontré que pour
les ensembles (U) parfaits. En ce qui concerne les ensembles
(U) non dénombrables et d’ailleurs quelconques, nous ne savons
méme pas si la somme de deux ensembles (U) sans points com-
muns est un ensemble (U). Cette proposition est trés probable
pour les ensembles (U) mesurables (B). Pour les ensembles (U)
non mesurables (£) (s'il existe de tels ensembles), cette propo-
sition n'est déja pas exacte: en effet nous avons vu au § 5 (en
employant I'hypothése du continu bien ordonné) qu'il existe deux
ensembles (U), dont la somme coincide avec le segment [0, 2 #] total.

Remarque. M. Rajchman dans une lettre adressée 2 M. Lusin
fait I'hypothése suivante:

»ll me parait bien probable, écrit-il, qu'au moins pour les
ensembles fermés pour qu'un ensemble soit (U) il faut et il suffit
qu'il soit du type H,”%).

Nous venons de démontrer la suffisance de cette condi-
tion, mais la question si elle est nécessaire reste i résoudre.
Il nous semble qu'elle n’est pas nécessaire méme pour les en-
sembles fermés, quoique nous ne connaissons pas encore d’en-
semble parfait (U) qui ne soit pas du type H,.

1) On appelle H; la somme d'une infinité dénombrable d’ensembles

de type (H).
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Quant aux ensembles non fermés, on ne sait méme pas si
tous les ensembles (U) sont de premiére catbégorie.
Toutes ces questions paraissent trés difficiles & résoudre,
§ 17. Jusqu'a présent nous avons étudié les propriétés
des ensembles (M) les plus généraux. Passons maintenant a I's-
tude des ensembles parfaits et cherchons les critéres pour qu'un
ensemble parfait donné soit un ensemble (M).
Soit P, Mes P=0, un ensemble parfait (M). 11 existe
donc une série trigonométrique '
Z a, cos nx-tb, sin nx (6)
=1
& coefficients non nuls qui converge vers zéro dans les inter-
valles contigus 2 P. (Nous supposons a,==0 pour faciliter les

caleuls; ce n'est pas une restriction d’aprés le corollaire Il du §13).

Intégrons formellement la série (6) terme & terme. Nous
obtenons

o bn ) x .
c+ ;-——’;— cos nx -+ ——:~ sin nx 8

La série (8) converge presque partout, d'aprés un théo-
réme de M. Fatoul), puisque ses coefficients se présentent sous

€ .
la forme —-, lim &, ==0.
n n—yoc

Elle définit donc une fonction F(x), qui n’est pas une

constante absolue en dehors de P et qui a les propriétés
suivantes:

1° F(x) est constante dans chaque intervalle contigu a P;

n
20 il_x)n an(a)cosnada.—-—-O
0

et

P
lim an(a)sin ne da=20
n—yoa

0

1) P. Fatou. Séries tpi onométri
Mathematica, t. 30, p. 379, 1906:‘] Fuce el sdries de Tay[m’. Aete
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En effet la propriété 1° est une conséquence d'un théoréme
de M. Lusin') d’aprés lequel une série trigonométrique conver-
gente dans chaque point d'un intervalle vers une fonction con-
tinue est intégrable terme a terme dans cet intervalle. ‘

La propriété 20 est évidente, car (8) est la série de Fourier
de F (x) et on a de plus

lim @, = lim b, = 0
n—>o0 n—-y

Mais I'existence d'une fonction F (), non constante absolue
en dehors de P, vérifiant les conditions 1° et 20 est aussi
suffisante pour que cet ensemble parfait P soit un ensemble (M).

En effet, dérivons formellement terme a terme la série de
Fourier de F (x); nous obtiendrons une série (6) a coefficients
tendant vers zéro (en vertu de la condition 2° qui est sommable
par le procédé de Riemann et représente zéro dans chaque
intervalle contigu 4 P. Mais la convergence au sens ordinaire
d'une série trigonométrique A coefficients tendant vers zéro ne
dépend que de la fagon dont se comporte la fonction au.
voisinage du point considéré. Il en résulte que la série (6)
converge vers zéro dans chaque intervalle contigu a P.

En résumé: pour qu'un ensemble parfait P. soit un en-
semble (M) il faut et il suffit qu'il existe une fonction F (),
non constante absolue en dehors de P, constante dans les
intervalles contigus & P, et telle que

2r 21
lim n /F(a) cos nodoa= lim n [F(ac) sin nada=0
n—»o n—>o ::'

Il est évident que les deux derniéres égaiités peuvent étre
remplacées par I'égalité
2

lim n [F(a) cos n (o —x)da =0

n-yoo
valable pour tout x appartenant au segment [0, 2x].%)

1) N. Lusin L'intégrale et la série trigonométrique, Thése (en russe)
Moscou 1915, p. 222. ,
" %) La ‘suffisance de cette condition a &té ‘déja utilisée par M. Men-
choff dans sa Note ,Sur unicité du développement trigonométrique”, Comptes
Rendus, t. 163, 1916.

Fundamenta Mathematicas IX.
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Le critére que nous venons d'établir n’elst. au fonc.l qu'une en posant
traduction en langue mathématique de la définition logique des k1
ensembles (M). Mais ce n’est qu'en nous appuyant sur la 'Sflffi-' k= 2 (= 4 1).
sance de ce critére que nous obtenons au § 18 une condition i=1
. n? 1 fait Soit un ensemble : :
suffisante pour quiun e.nsembe jpariait 50 D) Désignons par R, le systtme de tous les p™ (m fixe,
la condition étant exprimable en termes de la structure de cet ) o g o PR
ensemble parfait méme. La nécessité de ce critére sera employé i=12.. k), par .Di le systéme des & exclusde py= (i h_xe’
au §-19 pour démontrer I'existence des ensembles parfaits (U), Jj=1,2,... I[r7), enfin par D,, la somme de tous les DI (m fixe,

§ 18. a) Nous voulons donner maintenant une condition
suffisante, pour qu'un ensemble P soit un ensemble (M).
Désignons le segment [0, 2x] par %
19 excluons de p° [° intervalles &, &, ... 3,0 (I étant un entier
positif absolument quelconque); désignons par

i=1,2,... k, ). Pour abréger l'exposition nous désignerons
par une méme lettre les intervalles et leurs longueurs.

En excluant du segment fondamental [0, 2x] tous les sys-
témes D (m==1,2, 3,...) nous obtenons un ensemble parfait P.
Nous n’avons fait jusqu'd présent aucune hypothése sur les lon-

P Pyrene Py gueurs des & et des p. Ainsi notre procédé est susceptible de
1 ’ P
les k,=I°+ 1 segments qui restent (nous supposons que les donner chaque ensemble parfait discontinu P, quel que soit
ints =0 et x=2 seront jamais exclus); cet ensemble. .
PomtsQ:)c —;deon: —(—i-e :h::ue segmi’:nt 2 (= 1”2’". k) I inter- Pour que cet ensemble soit de mesure nulle il faut et il
D,
valles ‘ a

suffit qu'on ait =u,,, u, étant le terme général d'une

82y 8200 3% Ry
it 9 Vit . o
: série divergente. (condition A).
(I* — entier positif absolument quelconque; i=1,2,...k). Soit En effet, on a
Ry,=p"=2
& 3, 0, p = = 5
#1 ' R,=R,—D,=2x (1—--1—
. R,
les segments qui restent; on a Ic2=2 (1} +1).
I=1"
: D, D,
m®) Continuons ce procédé. En général (pour m=1, 2,3,...) R,=R — D,=2n |1— _éo_ 1— "13'1'
les k,_; segments i ‘
Pml_l’ pm'z—l’-' p]:nm—_l.l e e 4 s s 2 s s e e s a e .
D D, D,
qui restent quand on a fait les m — 1 premiers pas, étant fixés, R,=R, ,—D,=2 (1 ———R—L) (1 ———Rl) (1 — —é——)
excluons de chaque segment p"—' les intervalles - 0 1 m—1
6;‘;’ 83{-- 8;7;71——1 . (ITI =1,2, 3...)
D,
(™! — entier positif absolument quelconque; i=1,2,... k,_,)- En désignant le rapport £+1 = u,, on a
On obtient ainsi k, segments : i

m-—1

P 0 OF | R, =2r IE 1—u)
J=
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Pour que l'ensemble P soit de mesure nulle il faut et il
suffit que le produit infini

j];]oj (1—u,)

diverge, ce qui est équivalent a la divergence de la série
S
=0
en vertu d'un théoréme classique.
(c. q. f. d.)
b) Dans la suite, puisque les ensembles de mesure posi-
tive ne nous intéressent pas, car leur propriété d'étre des en-
sembles (M) a été démontrée au § 6, nous supposerons la con-
dition 4 toujours vérifiée. Donc I'ensemble parfait P, construit
par le procédé indiqué, sera un ensemble de mesure nulle.
Pour passer maintenant aux ensembles (M) il faut faire
quelques hypothéses restrictives sur les longuers des & et des p,
car autrement nous avons un ensemble parfait P, Mes P=0,
absolumont quelconque.
Supposons donc que les conditions suivantes sont vérifies.

Condition B. 1/ existe pour tout entier positif m un nombre
déterminé positif ¢, tel que

Dyl
}gmem:o et o <e,

pour i=1,2,... k, et pour m =1, 2,3,...

Condition C.  En désignant par prin et pmhl (m et f fixes,
m — entier positif, 1<i<k,) les longueurs du plus grand
et du plus petit des segments P, contenus dans P, supposons
qu'on a toujours

Pt m=1,23,..
-1 < C’
leln 1<1’<km

C étant une constante absolue,
Nous allons démontrer la proposition suivante:

Théoreme V. Tout ensemble parfait P, Mes P =0, véri-
fiant les conditions B et C, est un ensemble (M).
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Remarque I. On s'assure sans peine, que I'ensemble (M)
de M. Menchoff') yérifie les conditions B et C.

Remarque ll. La démonstration du théoréme V est assez longue
et compliquée. On pourrait slrement la simplifier en certains points
en utilisant toujours la condition C, mais il nous semble que cette condition
n'est pas nécessaire pour que I'ensemble parfait, construit par la méthode
précédente, soit un ensemble (M). Nous croyons qu'on pourrait affaiblir
ou méme supprimer la condition C sans troubler la vérite du théoréme V.
C’est pourquoi nous avons exposé la démonstration de ce théoréme en
n'utilisant la condition C que dans un seul point de cette démonstration;
nous espérons, qu'il sera possible de modifier ce dernier point de telle
maniere, que la condition C sera superfluie ou qu'au plus nous serons
obligés d’employer seulement les conditions B et C’, C' désignant une
hypothése moins restrictive que I'hypothése C.

Démonstration:

c) Soit F, (x), F,(x),..., F,, (2)... une suite ‘de fonctions
périodiques de période 2n et définies comme il suit

1% F,0)=F,@n)=0(m=1,23,..) ,

2% F(x) =¢, sur & (i=1,23,... ), les c, étant des
constantes positives, telles que

cl<02<...<cE(§_)+1; cE(’—;)-H =1; t:.,_:(;_")+1 >,CE(%)+2>”.>CP,

(E désignant le symbole de la partie entiére). Du reste les ¢,
sont tout a fait arbitraires.

3°. F, (x) varie linéairement sur les segments p} (i=
=1,20 k).

Supposons les fonctions F, (x), F, (x),..., F, (x) déja défi-
nies et telles, que F, (x) est constante sur le systtme S, = D,
+ D,~:--+ D, et s'interpdle linéairement sur le systéme
R, (k=1,2,.., m). .

Nous définirons la fonction F,.; (x) par les conditions
suivantes:

4. F,. (x) =F, (x) sur le systéme S, 1V

En désignant par ptl le plus grand des segments pmt

‘contenus dans le segment p" ou le premier (de gauche a droite)
d’entre eux, s'il y en a plusieurs égaux, posons

1) Note citée au § 6.
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{ max
6% Foq (X)=F, (a;}”‘l) sur les M = (a,';’”*‘l, BT qui
sont a droite de Pl (i fixe 1<i<k,; j=1, 2,...1;")
Frys (£) = F,, (b7t sur les ot = (apH, byt') qui sont &
gauche de gt (i fixe 1 <Ci < kyy j=1,2,... 7).
7% F. (%) varie linéairement sur les segments du sy-
stéme R, .

5% Fppn () = Fy (1) sur tous les gt (1==1,2,...k ),

Ainsi la suite infinie des fonctions F,(x) (m=1,23,..)
est définie sans ambiguité. Chacune des fonctions F,, (x) est
continue, constante sur les intervalles du systéme S, (m-fixe)
et lindaire sur R_.

Nous allons démontrer que la suite F,(x) (m=1,2,3,.)

converge uniformément dans [0, 2z] vers une limite F (x), con-
tinue (en vertu de la convergence uniforme) et constante dans
chaque intervalle contigu a P

En effet, considérons au lieu de la suite F,(x) (m=1,2 3,..)
la série ’

F@+I[F @ —F @)L+ + Fps (&) — F (@) 4+ (9)
Soit m un nombre fixe. On a
R,+S,=10, 21]

Pour chaque point x du segment (0, 2z] on peut distinguer
deux cas, ou bien x (C R ou bien x CS,. Six(C S,» on a
Fm—i-l (x) — F, (x) =0; Fm+2 (x) — Fm_"_l (x)=0,... Si % CR,
onax(C P pour un certain i, 1 < i, < k.

Il est aisé de voir, qu'en désignant la variation de F,(x)
sur p,’i’n par A}';, on aura

[Fm+1(x)*Fm(x)|<sm|A§:’"| (10)

En effet, la différence | Fpyy (x) — F (x) |, considérée dans
le segment Pl @ ses maxima relatifs parmi les extrémités (gau-

ches ou droites) des segments pm+l

contenus dans p", y étant
égale 3 "

icm

Sur 'unicité du développement. 87
|4
3;’[:'!"}1 *F— (] =1, 2, 35,... 1,’:;).
im

Mais il ést évident, que
o <Dt (G=1,2,0.. I)
(légalité ayant lieu dans le cas ott /" =1). On a donc

Dyt
| Faa () — Fr (| < =3
lm

A"’| sur pm,
i ’m Pim

Mais d'aprés la condition B (point b) de ce §) on a pour m
fixe et 1</, <k,
D

m

-—Pim—\ Cm?
m
d'ou l'inégalité cherchée (10).

Quel que soit le point x du segment [0,2x] il appartient ou
bien 4 P, ou bien A 'un des intervalles contigus & P. Par conséquent
il appartient a une suite de segments p° ) p}l D pfz BDEDD) o D
cette suite ne contenant qu'un nombre fini de termes (au moins
un: p%), lorsque x n’appartient pas a P,

I faut distinguer deux cas pour chaque m fixe
m m--1
10 P 1‘,,.::}1 == P;:':r;rlax et 20 p;':j—-{—ll _il___P[m-};nmé'
Dans le premier cas, on a F_ (x)=F, (x) pour tout’

XCP;:;:_II’ d’aprés la construction des fonctions F,, (x).

Revenons a la série (9) et considérons la valeur

P (&) = [Frpy (2) — Fpy ()] [Frogy (@) — Frpy (2] e

On a
110 @[ < X [ Frps ) — F, (@) | = | Fps ) — F, () ]
g=m q=m

le signe I’ est posé pour désigner, que nous remplagons par

: — a1
zéro dans la série tous les.termes, pour lesquels P;':‘_l_‘l=9§:’,"m-
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De plus cette série ne contient qu’un nombré fini de termes,
si le point x n'appartient pas a P,
En se servant de la formule (10) on a

oo

EAGIE IR}
q=m
Posons
= Max {5y S0 pyore}
alors
lim 7,=0 11); N2> My > Mg 2> 2N, > (12)
Donc
|2 () [ < 1 ) |9, (13)
q=m

On se souvient qu'un terme ’A;; | de la série de la formule (13)

est ou bien le dernier terme de cette série (si x C D,.,) ou
1 1 941 41 q-+1
bien si xCpq_H, nous avons pzq V=1,

iq max
?-:}1] F IM#RX ’

et par conséquent

Par conséquent on peut démontrer que cette série con-
verge et a une somme < K ‘Af:’n |y K étant une constante absolue,
ne dépendant ni de x, ni de m.

En effet, nous allons - voir, que si ‘A"| n'est pas le dernier
terme de la série (13), le terme suivant 'Aq+’| (s > 1) vérifie
I'inégalité

‘Afx |<9|A}'q|, 6 <<1-constante absolue. (14)
En effet ‘ V
| Ak | < |Agf | == | Ani, |5 IA;ﬁll-HA;';;:,,x <|ar]. (13)

Mais A‘;:H =variation de F o1 (%) sur le segment p‘?”H donc, d’aprés
la construction des fonctions F,, (x), A;";:jl est égal a la variation

de F,(x) sur la somme de p‘,'::l et de lintervalle voisin (de gau-
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che ou de droite) 3**. En désignant respectivement par A""H

et A ‘H‘l les variations de F, (x) sur {ﬂ'H et 3t on a d’abord

A;Zil | < |Astt

tqmax

(16)

ensuite le méme raisonnement que nous avons utilisé pour dé-
rontrer la formule (10) nous donne

|8 < sl 4 - a7
On a évidemment, d’aprés les formules (15) et (16),
EA e EH RS A (18)
mais d'aprés la définition de A"'H et A;;‘h:‘
AL = [+ A (19)

On tire des formules (17), (18) et (19)

1+¢
2|A"+1‘ 2—~5|qu].

A <@ —{-eq)lAiqq| ou [ATH |

ig1

. . 1
Mais e, tend vers zéro aves e donc pour ¢ assez grand on a

slirement

<g<<1

1+eq
2

6 étant une constante absolue. Donc nous avons enfin

| [ <IApih[<e]a

et la formule (14) est démontrée.

Il résulte de (13) et (14)

v ()| < ,,,IA"’]ZB"“"J,,,]A fmry e'_K’?mWZ,l’

=0

K étant une constante absolue.
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On voit maintenant que quel que soit x dans [0, 2z], on a
pour m assez grand
\r,,,(X)4<K71m: car ‘A;:;}< 1.

Donc la série (9) converge uniformément. (c. q. f. d.)
La fonction F, (x) qu'elle définit est constante dans chaque

intervalle contigu & P, car pour m assez grand on a

F,(x)=

dans un tel intervalle et chaque fonction F, (x) est constante

m~|—1 (X) T

dans le systéme S, correspondant.

I est évident, que F (x) n'est pas une constante absolue
en dehors de P. Nous allons démontrer que cette fonction F(x)
vérifie la condition

l)m an(a) cos n(a—x)da=0 (0 <x < 2n)

ce qui prouve (d’aprés le lemme du § 17) que l'ensemble par-
fait P est un ensemble (M).

Remarquons, qu'en démontrant la convergence uniforme
de la série (9) nous avons de plus apprécié la valeur de
lF(x’)——Fm(x)l"——‘rm,(x)l

|F (&) — F,, ()| < K m,| AF | pour xC el (20
Nous utiliserons cette formule dans la suite.

d) Cela posé, nous allons construire maintenant un nou-
veau systtme de segments R/ pour tout entier positif m, la
suite R, (m=1,2,3,...) étant-analogue a la suite R, (m=1,2,3,...)
définie au point a) de ce §, ‘mais ayant de plus certaines pro-
priétés nécessaires pour la démonstration de notre théoréme,

Soit Ay Agsees Ayye.. une suite de nombres positifs, décrois-
sants et tendant vers zéro.
étre vérifie

De plus la condition suivante doit

X ,
';““1 >1 (m=123,..) (21)

m
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1 désignant une constante positive aussi petite qu’on veut,
mais fixe.

Soit pf un segment du systéme R,. Il est contenu dans un
certain segment pj™' du systéme R, et contient des segments
du systéme R, .. Nous dirons que p* appartient au systeme
R., quant les inégalités

O e 2 At PEFE <<
sont vérifiées pour toutes les valeurs s, telles que it (C ok

Il est possible qu'un méme segment {J, appartient 3 R/ et
a Rm, m==m’, mais il ne peut arriver que deux segments, par
exemple pf et pite, tels que pF D) phte, soient contenus dans un
méme systéme R; (ce qui suit de la définition méme du sy-
stéme R.).

Aucun des systemes R, & partir d'un certain m, n’est

privé ‘d’éléments et chaque point de I'ensemble parfait P est
contenu dans tous ces systémes R/

(22)

En effet, soit m un nombre fixe.
rang, soit v,

ront <X,
soit .

A partir d'un certain
tous les segments des systémes R, (n>v_ -+ 1) se-
puisque les p7 tendent vers zéro, pour n infini quel que
Parmi les segments du systéme R, ily en a au moins
un, qui appartient 4 R, En effet, il n'y en avait pas, tous les
segments du systéme Rvm seraient <C A,

donc v, pourrait &tre

remplacé par v, —1. Un des segments du systéme R, , soit

pym, étant = X _, il est aisé de voir d'aprés la définition méme,
que tous les segments pym contenus dans le segment pjm—?, tel
que pYm
le segment p)m lui méme. Tous les segments du systéme R'm~! qui
1, appar-
tiennent eux mémes (ou les p¥m qu'ils contiennent) au systéme R,
et ainsi de suite.

On voit sans peine que non seulement ce procédé de la
formation de R, finira, mais qu'en désignant par p, le plus pe-
tit des indices k des p*(C R, on a

lim p,==c0
m-yeo

p"m“‘l tous ces segments appartiennent 4 R, comme
1Y m .

sont contenus dans le méme p’m—2?que le segment pjm—

(23)
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En effet, supposons le contraire, c'est-a-dire que quel que
soit m, on ap,, <A, A étant un nombre fixe. Nous aurions donc
quel que soit mun entier positif n << A et un indice i, tels que
pr << A, Cela est impossible, puisque X, tend vers zéro pour

m tendant vers l'infini et n ne peut croitre indéfiniment en vertu:

de la relation n << A. (c. q. f. d)
Les segments de chaque systeme R, sont sans points com-
muns et tels que tout point de P appartient & l'un de ces
segments pour tout entier positif m assez grand. '

e) Soit maintenant

¢, (:‘V): ' (‘\'):--- P (x):-'
une suite de fonctions définies par les conditions:

1° o, (x) =F, (x) sur chaque segment p¥ CR/

2 9. (x)\———F(x) en dehors de R,

Il est aisé de voir, que chaque fonction ¢, (x) est continue
dans le segment [0,27]. Cela est évident pour chaque segment
du systéme R, et pour chaque intervalle en dehors de R[. On
voit sans peine que les extrémités de ces intervalles ne sont
pas non plus des points de discontinuté de la fonction ¢, (x),
donc elle est continue partout dans [0, 2 =].

Définissons encore une suite de fonctions.

fl (X)s fz (X);--- fm (X),...

par les conditions

3 fule)=F (x) sur chaque segment p¥ C R,

4 f,(x)=F (x) en dehors de R.

La fonction f, (x) est continue sur [0, 2 z], comme la fonction
9, (x). En désignant par R, le systtme des segments ou la
fonction £, (x) n’est pas constante (ot elle est linéaire), on voit
que tous les segments de ce systtme sont << A, (puisqu'ils sont
contenus dans les segments du systéme R/,

f) Passons enfin & la démonstration de Végalité

r
lim nf F (x) cos n(a—x) d a =0
n-yco o

pour tout £, 0 s <2
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Soit n un nombre fixe. Choisissons m vérifiant les deux
inégalités
! <n < 1 (24)
_— < .
nP-m-—l )\’"""1 TIP‘m A

i, €tant le nombre défini dans le point d) de notre démonstra-
tion. Il est évident qu'on a p, , <, car un certain phm—1
étant >\ _, il sera a fortiori > ,. De plus la suite des nom-
bres 1,(n=1,2,3,...) est non croissante (point ¢) formule (12)),
donc on a
TIP'm—1 > .qP‘m‘
On a de plus
Ay = Ay

d’aprés les propriétés de la suite' des nombres X (point d)).

Il en suit que n étant fixe, le nombre m est choisi d'une
maniére unique.

On voit de plus, que pour n-— oo, m~— co puisque les
nombres ), et N tendent vers zéro pour m— co.

Evaluons la valeur de l'intégrale

[®=p f F(a) cosn(o—x) do=n / ‘[F (@) — f,, ()] cos n (e—x)da—

2
+n f fua (@) cos n(a— x) do=I{" I, (25)
0

Vg
I(™=n f [F(a) —f,, )] cos n (0 —x) da=

=n f[F(a) — £ (@] cos n(x—x)da
R,

fn (%) et R, étant définis au point ¢) de la démonstration.

19| <n [|F@—fu @ do=n! 3 [|FC)—F, s @] dot
R, '

pymtt
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+Z’ﬂ Fla)— F"m (@) ' do—- +2’ /‘ F(a) — qum+1 (o) | do.
i P}’m -

Pl

d'aprés la définition de la fonction fu (%) et le signe Y’ désig-
nant que la somme ne contient que les segments qui sont con-
tenus dans le systéme R.

Chacune des différences sous le signe d'intégrale est du
type que nous avons considéré au point ¢). On a donc en
appliquant la formule (20)

[0 < K D 52 gt [ A o

i 1

ok, Z' | Atk | et

i

Mais les 7, forment une suite non croigsante; quant aux
segments p qui entrent dans la formule précédente, ils appartien-
nent au systéme R et sont donc d’aprés une remarque faite au
point e) tous <<i_. Il en suit

101 <810} 3831+ g |+---+Z"“’”+l’]'

Il est aisé de voir que la somme entre parenthéses est égale a 2.
En effet les segmentsdu systéme R, sont sanspoints communs (ce qui

suit de la définition de ce systéme et du fait que les segments du systé-
me R, sont sans points communs). Chacundestermes | A¥|d’une somme

Z'IAf[ (P F1<E<<y,+1) est égal 4 la variation absolue de
la fonction F, () sur le segment o% (voir la définition des nom-
bres A% point ¢)). Mais la fonction F (x) étant égale & F,(x)
aux extrémités d'un tel segment, |A¥| peut aussi bien é&tre con-
sidéré comme la variation de F(x).surle méme segment p. Done
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la somme entre parenthéses est égale a la somme des variations
de F(x) sur les segments p¥(CR.. Mais chaque point du seg-
ment total [0,2x] appartient ou bien i un segment du systéme
R, ou bien a un intervalle contign a I'ensemble parfait P, La
fonction F(x) étant constante dans chaque intervalle contigu
a P, il est clair que sa variation absolue est €gale 3 sa variation
absolue sur R”, donc & la somme entre parenthéses. Nous avons
donc démontré que cette somme est égale 2 2, car telle est la
variation absolue de F(x) dans [0,2z], F(x) étant égale 4 zéro
aux points x=0 et x =2r, et égale 2 un sur I'intervalle 6;:(_12‘1) 1

oii elle & son maximum, puisqu’elle est non décroissante & gauche
et non croissante a droite de cet intervalle.
On obtient ainsi

10| <280y 00 2K,

la suite des 7 étant non croissante. En utilisant Pinégalité (24)
pour le nombre n, il suit

P | <2K—— Ny P =2KV 7, . (26)
1/'q A '
Fm
Nous avons démontrée au point d), qu’on a
lim p_=-co (23)
m—3eo
La suite des nombres 17, est telle qu'on a
lim 1,=0 (11
n—yoo

Il suit des formules (26), (23) et (11), en remarquant que
le nombre K de la formule (26) est une constante absolue
lim [M=0 27)
n—yoo .
II nous reste & démontrer que I'intégrale I{" de la formule
(25) tend aussi vers zéro pour n infiniment croissant.
La fonction £, (x) est absolument continue. On peut donc
intégrer I{" par parties et I'on obtient

21 2
Iz(n)=nffm (o) cos n(a—x) da=—-ff,:,(d) sin n (& — %) do


Yakuza


96 Nina Bary:

(la partie tout intégrée est nulle en vertu de la périodicité de la
fonction f, (x).
L'intégrale ainsi obtenue est la somme des deux suivantes

1
Iz(")z'“jfr’n sin n (o — x) do.=—

21
— {[fm (0) — @ (@) sin n (o — x) do— |

0

2r
- ["P:n () sin nx— x) do == [3(") _.|.,. [én) (28)

Evaluons la grandeur de [I{"|.

2
11< 17 0) =3 &) = [ 1y () — i o) da =
i R, |

zzrﬁ F, () —F, (a)|dat---+
pym

+A.i[| EL«H

pP‘m

F (a)]da

d’aprés la définition des fonctions f,, et ¢, le signe &’ désignant
que tous les termes de cette somme appartiennent a R .

Chaque segment p¥(p, <k<v,) est égal a

pr= DY
I'indice j(i) désignant que tous les segments PRyt Cot

On a donc

1<) S 1F, @) dat-- +2[1F (0)] ot {4~

Dvm+1 me+1
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{Z [l Flptr @) —F, ()| da+
mT1
+2f Pt () = Fy (a>ld«l—lén>+z<n> @9)
xr’%&'*‘ -
Ji

car la fonction Fy,(x)=0 dans Dt (pour p,, <k<v, et tous

les indices i possibles). Mais d’aprés la construction des fonctions
k

A
F,, () on a pour tout point x ( pf: F, (x) =-{-)£—. Done
i

p“‘m

Im =Z’ li:.vt:"] DYartl .. ._|_2' i lemH <
i i

<o X (Al ey, D (At <
1 1 '

Ky b A Ml =20, (50)
. 1 i .

d’aprés la condition B point b) et en appliquant & la derniére
somme entre parenthéses le méme raisonnement, qu'a une somme
analogue dans le calcul de lintégrale I{™.
Il suit immédiatement de la dernitre inégalité
lim I{"=0.

n—yea

(31)

On a

Considérons maintenant l'intégrale I{.

’ IA;(:)+1
w33
L)} J{)
’ ‘ AP‘m""l
+ AT A0
My Pl

v,,,|
plmt1
)/(i) + =+

i 1) —
o)

. Mathematioae IX.
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J10) I e

pym

l A"m‘H Pv’" —_— ‘ A“m ' r/m+1
i /(1)

IO

; Hm’*‘l plm — ’ Abm ! (JP m"|"1
32
i J(.’) ( )

Mais il est facile de voir qu’il suit de la construction des fon-
ctions F,(x) et de la définition des A7 qu'on a pour chaque
segment p?™! contenu dans pf et ==pftl

imax

+1 +1
Ar# g 70 E 0T (33)

lintervalle 31! étant voisin de p?*! de gauche ou de droite, selon
que p?t! est respectivement i droite ou a gauche de p?F!. Et

1 I max®
pour le segment ¢+l on a

1
At — pg Flinex (34
imax Pq e )

La réunion des formules (32), (33) et (34) nous donne

AY Vartl - §¥mt ) — | AVm -+
oy (B ) g |
l ](7)

jm

1, J( i):bl
plm

) +El s, (l fm l(pjlts,-i-l

8 -1 )—— IAP‘m { pP'm'H
i J(l) B

Sl =
x J()==1

r| A |
=3 St +2

i

EJ 4

i pl

+-- +E — D*‘m+1=1§">

comme on le voit de la formule (30). On a donc d’aprés (31)

lim Ié")"—hm M =0, (35)

n—yoo
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Par conséquent on obtient des formules (29) et (35)
lim I =0. (36)
n—yoa

Passons a l'intégrale I{" de la formule (28).

o

Nous avons:

T}")=—I‘P;n (o) sin n(a——x)daZ“-j?;,, sin n (00— %) da=
0 R,
y Mmoo
_—:—Z ———[sm n(o—x)do—-:-
TP
pm
’Al-;'m N
— { sin n (o — x) do.. (37)
A
plim

Mais quel que soit le segment [a,5], on a

b
fsin n(o—x)de|=

a

cos n{a—x)— cos n(b—x) < 2
\—_l

n n

Donc la formule (37) donne

<2

i 14 A}:'m
me|+ -+ oo (38)

T P

Mais, d’aprés la condition C*), on a pour tout segment p* (_ p#
I'inégalité

1
ot > < [ (39

Pour p, < k<, on a d’aprés la construction du systéme R,

(point d)):

P ek 2 At (40)

1) C'est le seul point de la démonstration du ‘théoréme V ou nous
utilisons la condition C.
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1l suit des formules (39) et (40), que tous les dénominateurs

de la formule (38) sont > é)\m, d’ou

RARS ?IAI’"H +Z |45 = (41)

car la somme entre parenthéses est égale 3 2 (voir la formule
(30) et le raisonnement qui- démontre (26)).

Remarquons maintenant que d'aprés la formule (24) du
point f) on a

n > !
T
‘P'm 1 m-—l (42)
et d’aprés (21) point d) _
A =0y (43)
Les formules (41), (42) et (43) donnent
. 4C 4C T 4C
1P<—= <3 Vo, ——— Va, (44
Mais d'aprés les formules (23) et (11) il en suit
lim /5=0 (45)
Les formules (28), (36) et (45) donnent
lim 7" =0 (46)
n—yoo
et il résulte enfin des formules (25), (27) et (46)
T
lim J® =lim njF(a)cosn(a—x) do.=0
n—->00
C. qf.d
CHAPITRE 1I,

Sur les ensebles (U).

'§ 19. Nous nous proposons maintenant de démontrer
I'existence des ensembles parfaits (U).
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Nous avons vu au § 17 que I'existence d’une fonction
F (x) non constante absolue en dehors de P, qui est constante
dans chaque intervalle contigu 2 P et telle qu'on a

2

hm an(a)cosnada'—hmnfF(a)smnada-0 47)

est une condition nécessaire pour que l'ensemble considéré
P soit un ensemble (M).

Il nous sera trés utile, dans la suite, de remarquer encore
une proprété de cette fonction F(x), 3 savoir que [F(x)]P est
une fonction sommable (au sens de M. Lebesgue) quel que soit
p positif.

En effet F(x) est définie par la série

Cc—+ Z-ﬁcos nx+fl—"~sinnx 8
u=1 n n

et on a de plus

lim q, =lim 4,==0, - (48)
n—yoo N—ro0

(voir le § 17). Donc la propriété que nous voulons déinqntrer
est une conséquence immédiate du théoréme suivant de M. Young!):

Soit .
Nty oty
n=1

une série absolument convergente (p entier impair positif), la
fonction f(x) étant définie par la serie

. =
-Qg—f—z a, cos nx-+ b, sin nx,
n=1
\f (x)]"‘*‘ 1 est sommable.
Nous construirons maintenant une classe d’ensembles par-
faits P tels que, pour foute fonction F(x) non constante absolue
en dehors de P et vérifiant les conditions:

1) Young. Sur la sommabilité d'une fonction, dont la série de Fou-
rier est donnde. Comptes Rendus t. 155. 1912.
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19 F(x) est constante dans chaque intervalle contigu a P;
20 [F(x)P est sommable, quel que soit p positif;
'une au moins des intégrales
2z 1o
n,F(a) cos nada ou nIF(oc) sin na da
0 0
ne tend pas vers zéro quand n tend vers l'infini.
I résulte de 13 que la condition nécessaire pour qu'un

ensemble soit un ensemble (M) n’est pas vérifiée pourl'ensemble P
ainsi défini; donc cet ensemble P est sirement un ensemble (U).

Construction des ensembles P.

Nous allons utiliser dans la suite le théoréme suivant dé-
montré par M. M. Hardy et Littlewood?).

Soient x,, X,,.. £, des nombres réels tels que
1) x, est irrationnel (i=1,2,...k)
2) il n'existe aucune relation linéaire a coefficients entiers da la
forme A, x,-+ 4, 2,4 -+ A4, £, + A, =0

Dans ces conditions a,, 0,,.. @, étant des nombres réels quel-
conques vérifiant les inégalités 0 <o, <1 (i=1,2,...&), on peut
trouver une suite d'entiers positifs ny, n,,..ny,.. tels que

lim n,=0co et lim Red (n,£) =0 (G=1,2,...k) 49)
v-roe Vroe

en désignant la quantitt x—E(x) par Red(x) (la différence
entre x et sa partie entiére).

M. M. Hardy et Littlewood donnent quelques indications
sur la rapidité avec laquelle les Red (n, x]) tendent vers les li-
mites données a; (j=1,2,...k). En voici une®) qui nous sera
nécessaire dans ce qui suit: V

Xy Xyy.. X, 6tant des quantités vérifiant les conditions 1) et 2)
du théoréme précédent de M. M. Hardy et Littlewood et
0y 6y,.. o, tantles limites vers lesquelles nous faisons tendre les

1) Hardy and Littlewood. Some problems of Diophantine Appro-
ximation. Acta Mathematica t. 37, p. 157,

) Hardy et Littlewood, loc. cit. p. 173.
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R_eczl (n, %), il existe une fonction ¥ (v, ks Z;» Xyp5++- X \), ne dépen-
dant pas de ces limites oy, 9y,..%, et telle qu'on a certainement

|
Red(nz) —a,| <3 j=1,2k (50)

A
pour au moins un entier positif n vérifiant les inégalités
v<n<<y. 1Y)

Ces remarques préliminaires étant faites, passons mainte-
nant 2 la construction des ensembles parfaits P.

D’abord, il est facile de montrer qu'on peut trouver dans
Pintervalle (0,1) un ensemble dénombrable partout dense de
points d’abscisses x, Xy,.. £,.. tels qu'un nombre fini d'entre eux
étant choisi arbitrairement ces quantités vérifient les conditions
du théoréme de M. M. Hardy et Littlewood ?). Fixons donc une
telle suite x,, x,,.. x;,.. L’ensemble des points 6, = 2%, (k=1,2,3, )
est évidemment partout dense sur (0,27).

D'ailleurs, la suite x;, %,,.« %;,.. €tant donnée et le nombre &
étant fixé une fois pour toutes (nous poseronsA==6 pour faci-
liter les calculs), la fonction ¥ (¥ k, %;, X5..+ X;s}) devient une
fonction ) (v, k). Nous posons.

v =139, =% (L, k)see vy = A Vpry, ) (51)
(nous définirons la suite d’entiers nositifs kyy kyse- Koo un peu plus
loin). :

Pour construire maitenant l'ensemble parfait P nous allons
(en conservant les notations du § 18 a)) prendre les extrémités
droites des intervalles de chaque systéme D, m=1,2,3,...)
parmi les nombres 6, 6,,-. 6,,.. que nous venons de définir, (les
‘nombres 6,,6,,.. 6,,.. étant partout denses dans (0,27) et, par
conséquent, partout denses dans tous les segments de R, _, une
telle construction est toujours possible).

1) L'énoncé qui vient d'étre donné est une Jégére modification, trés
évidente d'aillenrs, de la proposition de M. M. Hardy et Littlewood.

2) 1l suffit de prendre, par exemple, pour % ]a quantité Red ("}L,V;’—i)’
en désignant par p; le i-éme nombre premier et en choisissant les ny, de ma-
niére que Tensemble des Red (n},_l';/p_,) soit partout dense sur 0, 1), ce qui

est évidemment possible.


Yakuza


104 Nina Bary:

Quant aux longueurs des interyalles exclus, il faut les
prendre assez grandes pour que les conditions suivantes soient
vérifiées

1

0 N

1° Mes R, < BT O k,)
e>0 étant une quantité fixe aussi petite qu'on veut, R, étant

(m=1,2,3,..) (52)

défini (comme au § 18) comme le complémentaire de la somme
D,+D,+-:-+ D, par rapport i [0, 2x].

Les k, de la formule (51) désigneront (comme au § 18) le
nombre des segments p™ dans le systéme R,.

2° Chacun des segments p™(i=1,2,... k) du systtme R,
doit &tre au plus égal a lintervalle voisin de droite déja excly,
plus Brécisément, en désignant par S,la somme de tous les

systémes D,,D,,.. D,
m
Su= 2,04
=1

et en énumérant de gauche 3 droite tous les intervalles du
systéme S, soient

de, dre,.. a
ces intervalles (chaque d™est égal 4 un 8,1 <s<m, dans les

»

notations du § 18 a), la condition que nous venons d’énencer
équivaut a la relation

P <dr (=1,2,...k,—1). _ (53)
(pour i =k, cette relation n'a pas de sens, mais cela ne nous
empéchera pas dans la suite).

Les systémes D, D,,.. D,,,.. étant exclus du segment [0, 2x],
nous obtenons un ensemble parfait P de mesure nulle, puisque
X Uy k,) tend vers linfini avec m. Cef ensemble est un en-
semble (U).

Démonstration. Il suffit de prouver que pour toute fonction
F (%) non constante absolue en dehors de P, constante dans
les intervalles contigus 4 P et telle que |F (x)P est sommable pour
tout p positif, 'une au moins des intégrales

s n

n[F(a)cosnada ou an(a)sinnma’a
'0 ‘0

; C e, <
n'a pas pour limite zéro quand z tend vers Iinfini.
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Dans ce but, définissons une fonction m de n par les conditions

m==1 pour 1<n<x (1, k)
m== pour X&) +F1<n<xlpk,y) 54)
m=y. pour ¥ (v, pk, ) +1<n< A0 k)
Pour tout nombre n nous pouvons écrire I'identité
2n
I,=n [F(a) cosnado=n [F(a)cosnada—]—
0 Sm
+n‘fF(a)cosnocda=If)+fg) (55)
Rm

Nous allons démontrer que I'intégrale I n'a pas de limite
pour n tendant vers l'infini. A cet effet nous montrerons d’abord
qu'on a

lim I?=0

oo
et puis que ™ n'a pas de limite pour n— co.
Nous avons en effet

1 1
1| <n [ F@]de< ;15 [IFErdast
Ry R

P14+l
gt fda, (56)
Rm

c’est une inégalité qui est vraie pour p positif arbitraire et qui
résulte de I'inégalité

1
(o+1) ab < arti+p bty |
ayant lieu pour tout p positif et pour tous les nombres posi-
tifs g et b.

2
Dans ce qui suit nous posons p=E (;)—}- 1,e >0 étant la

constante déji employée dans la formule (52).
La premiére intégrale de la partie droite de la formule (56)

[IF@prian 6
Rm
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tend vers zéro avec m— oo, puisque (57) est Dintégrale d'une
fonction sommable étendue 3 un ensemble dont la mesure tend
vers zéro.

Pour la seconde intégrale de la partie droite de la formu-
e (56) nous avons

1 1 5
n'ty {da =ntpMes R, <n'ts MesR <

Ry
. 1 1
<LTT O k) T ) < 7 O B (58)
donc elle tend aussi vers zéro pour m— c°.
Ainsi nous avons démontré qu'on a
lim I{?==0. (59)

a-yoo

Passons maintenant a lintégrale I!) de la. formule (55).
Nous la décomposons en deux parties

PR
I.(,n:"JF(“) cos no drx=2n [c?' cos nodo==
5, i=1 ‘;m
k1 kp—1 .
:Z n fcy' cos na do —2" {C‘,-'" cos noda=I+-T% (60)
—1 - =1
T drter or

en désignant par ¢ la valeur de F(x) sur l'intervalle df (F(x)

est constante dans chaque intervalle contigu 4 1’ensemble parfait -

que nous avons construit).

Nous voulons démontrer 'égalité

lim [®=0 (61)

n—o

En effet désignons par o™ un intervalle quelconque de lon-
gueur égale a p™ et qui est situé sur d"(i=1,2,...k,—1) ce
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qui est possible en vertu de la condition 2° de la construction
de P'ensemble parfait P (p" << d™). Nous aurons:

k1 kg1
|19 = 2 nfc;" cos na. do. <2 n /|c}"]da=
=1 e
r oF
-
=2 n ﬂc}"idaznﬂl“(a)lda (62)
i=1 &;n I:m—l
Y gm

i=1 '

La partie droite de la formule (62) tend vers zero quand
n tend vers l'infini, comme on voit facilement en reprenant le
raisonnement que nous avons fait pour démontrer I'égalité

lim I®=0

n—wo’
Nous avons donc démontré P'égalité (61).
Il nous reste 3 démontrer que la quantite I® de la formule
(60) n'a pas de limite pour n— oo, Or, nous avons

Epy—1 1
IO = "2 fc;" cos ne do 22 cP (sin nb®—sin nb",)
i=1 i=1
Prtdm

en désignant par 57 I'extrémité droite de lintervalle d" et en
posant 4™ ==0.

Mais nous avons construit les intervalles du systéme S, de
telle maniére que leurs extrémités droites se trouvent parmi les
nombres 6, 8,,..6,,.., définis plus haut. On peut donc remplacer
chaque 5" (i=1,2,...k,,—1) par un certain 6, od l'indice ., ne
dépend que de m et de i. On a donc.

B—1 k1
® 22 e (sin n6, —sinn 6, ) ='21 s sin 16,
i=1 =
en posant sf'=¢" —cf}; cf. =0 et ew=b3'=0.

On a maintenant

k=1 k1 PR
@ =2 s™ sin newxz.s;” sin 2’1![1—”“—"—"28;" sin 2tn x, =

2z P
i= i=1 =l
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kpy—1 kg1

=Z 7 sin 2z[nx, —E (n xp‘)] :—Z s sin 2z Red (n %, ) (63)
=1

=1

Or, la suite infinie des yuantités x;, x,,.. X;,.. a été définie
de telle maniére qu'un nombre fini d’entre eux étant choisi arbi-
trairement, ces quantités vérifient les conditions du M. M. Hardy
et Littlewood. En particulier les (i=1,2,...k,—1) de la for-
mule (63) vérifient les conditions de ce théoréme.

Soient les nombres a, du théoréme de M. M. Hardy et

Littlewood définis par les conditions:

o, == L pour s7 >0 (m fixe; 1<i<k,—1)

% pour s7<<0 (m fixe; 1<i<k,—1).

— 1
=3
— 4

On a, d'aprés le méme théoréme, une suite d’entiers positifs

1y (m), my (m) .. 1 (), .. (64)
tels qu'on a pour m fixe
k1
. ' — . 3) —
lim o) (m)=oo et lim I3, §|s;n|

En posant pour m fixe

a,=% pour s" >0 (1<i<k,—1)

ai=—%— pour s7<<0 (1<i<k —1)

nous avons une autre suite d’entiers positifs

ny (m), ny (m),.. nj, (m),.. (65)
tels qu'on on a
k1
lim ” E=Joe i 3 — I
lim ng (m) et },’1:9 [ gli 7|
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Un caleul tout a fait &lémentaire nous montre que, les o
étant ainsi choisis et A étant pris égal 4 6, on pourra affirmeri,
d’aprés la proposition de M. M. Hardy et Littlewood, que pour
un certain n'(m) de la suite (64) tel que .

Vo <1 (m) <% (v, k. ),

nous aurons :
k1 k1
- 1
9, ——;p, || =5 X sr| (66)
= =1
et pour un certain n” (m) de la suite (65) tel que.
V<0 (m) <Y O k),

nous aurons
k1 1

Wy — (= 2D =5 2 a7 7

i=1 i=1

On déduit facilement des formules (66) et 67

K1 kg1

1 . 1 X
S>3 2157 Wy <—5 2 ||

i=1

i
L

Donc
: ey—1

Ly~ I > D |57 (68)
=1

Faisons tendre m vers l'infini. Il est clair, d’aprés la défi-
nition des nombres n’ (m) et n” (m), en remarquant de plus que
A Uy k) tend vers l'infini avec m-— oo, qu'on a

m n'(m)=Ilim n" (m)=cc
m—yo * m—ywo

De plus, quel que soit m, on a vérifiée la formule (68).
Mais il est aisé de voir que la quantité

k1

bR

i=1
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ne peut pas décroitre quand m croit indéfiniment. Cela suit de
la nature géométrique des nombres s, car ce sont les saquts
d'une fonction égale & F(x) surle systtme S, et égale a ¢ sur
chaque p.

D’ailleurs cette somme peut &tre égale a zéro au plus pour
un nombre fini de valeurs de m, car autrement la fonction F(x)
serait une constante absolue en dehors de P.

On a donc pour m— °

12— >4

A étant une constante absolue.

Mais d’aprés la définition de m comme fonction de n (for-
mule (54)), m— co avec n— <.

Cela prouve que la quantité I n’a pas de limite pour
n—oco. Il suit de ce fait et des formules (55), (59), (60) et (61)

que lintégrale
2r

I,= [F(a) cos ne do
0
n'a pas non plus de limite pour n— oo, ce qui prouve d’aprés
la remarque faite au commencement de la démonstration que
I'ensemble parfait R est un ensemble (U). (c. g. £. d.)
§ 20. L’existence des ensembles parfaits (U) est ainsi dé-
montrée. Pour obtenir ce résultat nous avons suivi une méthode

qui différe essentiellement de la méthode classique de Cantor, -

utilisée par M. Rajchman. L’essence de cette méthode classique
est la démonstration du fait que I'hypothése de convergence
vers zéro d’une série trigonométrique

o
a
[ .
-i——[-zgn cos nx+b, sin nx

n=1

en dehors d'un certain ensemble implique nécessairement les
relations

a,=0; a,=b,=0 (n=1,2,3,...)

On pourrait faire une remarque générale i propos de cette
méthode. D’aprés le théoréme II (§ 14) du présent Mémoire,
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il existe. pour tout ensemble (M) une série-nulle & terme con-
stant différent de zéro. Donc, si pour toute série trigonomé-
trique qui converge vers zéro en dehors d’un certain ensemble
ou a démontré la seule égalité a,=0, on n'a plus besoin de
calculer les coefficiente a, et b, (n=1,2,3,...), car on voit déja
que l'ensemble considéré est un ensemble (U).

Une autre remarque que nous allons faire concerne foutes
les méthodes de démonstration du fait qu'un certain ensemble
est un ensemble (U). Si 'ensemble dont il est question est un
ensemble parfait il est inutile de considérer & part le cas de
convergence ordinaire et de sommation par la méthode de
Poisson. En effet, toute série trigonométrique a coefficients tendant
vers zéro sommable par le procédé de Poisson vers zéro en dehors
d’un ensemble parfait P est nécessairement une série convergente
vers zéro partout en dehors de cet ensemble P. Mais nous ayons: eu
déja P'occasion de traiter cette question au § 8 de I'Introduction.

§ 21. Nous nous proposons de démontrer maintenant
P'existence des ensembles parfaits (U) qui ne sont pas de type (H).

Pour construire un tel ensemble, divisons le segment
[0,2z] en une infinité dénombrable dé segments &), 8y...; 9.

_ 1 2= 2z, 2z
b= [n+1’ n ]’ Mes 2, = n(n-+1)

Soit P, l'ensemble classique de Cantor construit surg,

(c’est-a-dire l'ensemble qu’on obtient par la méthode des divi-
sions successives de 0, et des segments qui restent en trois

parties égales, dont on exclut toujours la seconde).

Soit
S=>P,
n=1

et P I'ensemble — somme de S et du point x=0.

Nous verrons que P est un ensemble parfait (U) qui n’est
pas de type (H).

En effet, P est parfait, car il est fermé et ne contient pas
de points isolés.

P est un ensemblc (U). En effet, chaque ensemble P,
(n=1,2,3,...), d’aprés une remarque de M. Rajchman?) est un

1) Mémoire cité, p. 289.


Yakuza


112 Nina Bary:

ensemble de type (H) et, d’aprés le corollaire du théoréme 1V
(§ 16 du présent Mémoire), la réunion d’une infinité dénombrable
d’ensembles parfaits (U) est un ensemble (V). ‘

Enfin P n'est pas de type (H). - En effet, la longueur du
plus grand arc contigu & 3, (d’aprés les notations de M. Rajchman 1)
ne peut surpasser la grandeur du plus grand intervalle contigu
i P, multipliée par n, c’est a dire

3, 2n 2z
d<n =g Ty T )
lim d,=0
n—yw

et P n'est pas de type (H)
(c. q. f. d)

§ 22. Nous n’avons considéré jusqu'a présent que des
ensembles (U) parfaits et non denses. Mais il est facile de
construire un ensemble (U) partout dense et ayant la puissance
du continu dans chaque intervalle.

Il suffit de prendre sur le segment [0, 2r] 'ensemble clas-
sique de Cantor, puis construire un ensemble de Cantor sur
chaque intervalle contigu au premier ensemble, puis sur les con-
tigus de l'ensemble obtenu et ainsi de suite infiniment.

L'ensemble obtenu par ce procédé étant une somme d’une
infinité dénombrable d'ensembles de type (H)!) est un en-
semble (U) (théoréme IV, corollaire, § 16 du présent Mémoire).
Il est de plus partout dense et a la puissance du continu dans
chaque infervalle.

(c. q. f.°d)

I serait trés intéressant de savoir s'il existe un ensemble w
de deuxi¢me cathégorie. C’est une question qui reste a résoudre.

NOTE.
Quelques problémes a résoudre.

Sur la rapidité de décroissance des coefficients
des séries — nulles.

Il est clair, qu'on peut poser le probléme de l'unicité du
développement trigonométrique de maniéres trés différentes. Voici,

. ) Lensemble de Cantor est un ensemble de type (H); ce fait a été
indiqué par M. Rajchman (loc. cit. p. 289).
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par exemple, une question trés importante, dont nous ne con-
naissons pas encore une solution rigoureuse et qui n’est qu’'une
autre forme du méme probléme:

Soit

a - |
211 —-}—217,, cos nx-b, sin nx )

n=1

une série trigonométrique donnée. Supposons qu'elle converge
vers zéro presque pariout et, de plus, qu'on a

|a,| <&, |by] <&, (@=1,2,3...) (2)
e, désignant un nombre positif et
lim e, =0. 3)

n->w
On demande maintenant, avec quelle rapidité e  doit-il
tendre vers zéro pour que de la condition (2) on puisse sirement
déduire

n

ao=0§ a,=b,=0 (}1‘21,2,3,...) 4)
On sait, par exemple, que la convergence de la série
@
25

n

I
A

est suffisante pour une telle conclusion, parce que la série (1)
deviendrait dans ce cas une série de Fourier-Lebesgue.

Ce cas trivial étant excluy, on se demande:

Une suite de nombres positifs ¢, ¢,,..5,,.. étant donnée
(telle que la condition (2) n'est pas suffisante pour qu’une série
a coefficients a, et &, soitune série de Fourier-Lebesgue) existe-
t-il toujours une série-nulle & coefficients vérifiant la condition
(2), ou ce n'est pas le cas et, par conséquent, il existe des
suites de nombres e, telles que la condition (2) implique (4)
pour toute série trigonométrique convergeant vers zéro presque
partout?

Cette question est d’autant plus intéressante que nous ne
connaissons pas encore dans quel rapport se trouve la nature
géométrique des ensembles (M) avec les coefficients des séries-
nulles correspondantes. Chaque ensemble (M) admet une infinité
de séries nulles différentes, mais on ne sait pas comment la ra-
pidité de décroissance de leurs coefficients est  li€e avec la

Fundamenta Mathematicae IX. -
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structure de cet ensemble. Il serait trés intéressant de -savoir
il existe des séries-nulles relatives & un méme ensemble (M)
et dont les coefficients tendent vers zéro avec une rapidité trés
différente.

Il est possible que la suite des nombres e, est différente
pour des ensembles (M) différents, mais nous ne pouvons affirmer
rien & ce sujet.

Parmi les ensembles (M) que nous avons défini au § 18
il y en a qui ont des coefficient tels, que

, ——
.| <Vupg,,, ib,,{ << VuE,gn

(E désignant le symbole de la partie entitre), u, étant le terme

général d'une série divergente arbitraire (& termes tendant vers

zéro). Nous n’avons pu obtenir de décroissance plus rapide, mais

ce n'est peut étre qu'une faute de la méthode du calcul des coef-

ficients ou bien de la construction des fonctions F (x), telles qu'on a
2n

lim n 1 F(2) cos n(x—x) do=0
n—>w .

0

Il est possible qu'en changeant la fonction F(x) ou la mé-
thode du calcul on obtiendra une autre majorante pour les coef-
ficients des séries-nulles des mémes ensembles (M).

Mais il est trés probable que les inégalités

1 1 .

ool < g 18 <iem
et la convergence vers zéro presque partout de la série trigono-
métrique impliquent siirement les identités

a,=0, a,=b,=0 (=123,...).

Sur la notion d’intégrale.

M. Denjoy?) a réussi de donner la résolution du probléme
suivant:

Une série trigonométrique, convergente en chaque point
du segment [0,2x] étant donnée, trouver un procédé régulier

1) A. Denjoy. Calcul des coefficients d'une série trigonométrique
convergente dont la somme est donnée: Comptes Rendus t. 172, 1921.
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(analogue & la sommation de M. Lebesgue mais plus général
que cette derniére), qui permette de calculer les coefficients de
cette série quand on ne connait que sa somme.

Il est naturel de se poser maintenant la question générale:

Etant donnée une série trigonométrique convergente parfout
en debors d'un ensemble (U), trouver un procédé nouveau ,d'in-
tégration”, tel que les coefficients a,,a,b,(n=1,2,3,...) de
cette série et sa somme f(x) puissent étre liés toujours par la

relation
2% 2%

a,,=%ff(a) cos na da; b,,*‘—‘—-l—].f(a) sin no de. (n=10,1,2,...)

T

e

0 0
P'intégrale étant prise dans ce nouveau sens.

Moscou, 1923.
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