Recherches sur la structure des fonctions mesurables.
(Recherches sur les généralisations de la notion de dérivée) ).

Par
A. Khintchine (Moscou).

Préface.

La définition de la mesure posée par M. Lebesgue

a soulevé un grand nombre de problémes nouveaux dont une
grande partie est encore loin d'étre résolue. En particulier, la
structure des fonctions mesurables d'une variable. réelle n’était
guére étudiée que sous quelques hypothéses restrictives, et la
question semble loin d’étre épuisée. Pour ce genre de recher-

1) La premiére Partie de ce Mémoire a été publide (en russe) dans
Recueil Math, de Moscou (t. XXX, 1928), Le résultat principal qu’elle ren-
ferme  est le théoréme suivant: une fonction mesurable f (x) prdsenta pres-
que partout I'un ou I'autre des deux modes de crolssance: ou bien elle est
asymptotiquement dérivable, ou bien alle a les deux nombres dérivds supéd-
rieurs o0, les deux inférieurs.— co (chaque de ces quatre circonstances
aydnt lien par rapport & un ensemble de densité supérieure 1).

Le théoréme équivalent a été démontré déja en 1916 dans le Mé-
moire de M. Denjoy ,Sur la totalisation* (Ann. Ec. Norm. Sup. 3¢ S,
t. XXXIIL 1916. p. 209). La proposition. de M. Denjoy n'y est énoncée
d'ailleurs que pour les fonctions continues, mais elle présente le méme degré
de généralité, puisque toute fonction mesurable est, en vertu du thédordme
bien connu de M. Lusin, identique & une fonction continue sauf aux
points d'un ensemble de mesure si petite que 'on veut.

) Nous rappelons ici la définition de la notion de dérivée amymptotique
introduite par M. Khintchine et jouant un réle fondamental ausi bien dans ln
premiére que dans la deuxidme Partie de son Mémoire: la fonctlion maesurable
£ (x) sera dite asymptotiquemant ddvivable au point x4 lovsqu'il existe un ansem-
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ches, le théoréme connu de M. Egoroff!) était une importante
découverte qui a ensuite permis & M. Lusin?) d'établir deux .
propriétés fondamentales des fonctions mesurables; la premiére
de ces propriétés consiste en ce qu'une fonction mesurable de-
vient continue quand on néglige un ensemble de valeurs de
I'argument de mesure aussi petite que l'on veut; la seconde
établit I'existence d'une infinité de fonctions primitives pour toute
fonction mesurable. Ces deux propriétés conduisent ensuite & un
grand nombre de conséquences importantes. ,

Le présent travail constitue la seconde Partie d'un Mémoire
consacré & des recherches ultérieures sur la structure métrique
des fonctions mesurables; dans la premiére j'ai cherché i déter-
miner les caractéres de croissance de la fonction mesurable la plus
générale; une classe de fonctions, dont la mode de croissance
est particulidrement simple, a mérité d'dtre y étudiée a part. La
partie présente est un essai sur les généralisations connues de la
notion de dérivée et contient une étude des rapports mutuels
ayant lieu entre les différents procédés de dérivation.

Dans ce qui suit, les démonstrations de la mesurabilité d’en-
sembles ou de fonctions en question, sont souvent laissées au
lecteur, méme sans indication explicite. On sait que les raison-
nements de ce genre sont & la fois trés longues et trés faciles;
on a donc le droit de les supprimer; leur rble, d’aprés une re-

marque trés élégante de M. Lusin, est le méme que celui des

calculations purement algébriques dans I'Analyse classique.

ble masurable E dont x, est unpoint de densité et tel que le quotient [f (x) —
— f(x)]: (2 — x,) tend vers une limite determinée quand x tend vers X, en
restant toufours dans E. Catta limite est appelde, pav définition, la dé-
rivée asymptotiqua de f(x) au polnt x,

Cotte definition équivaut évidemment 3 celle de la notion de dérivée
aproximative de M. Denjoy; cette notion fondamentale généralisant
celle do dérivée ordinaire, a été introduite, comme on sait, par les deux

i t indépend ent.
éminents suteurs indépendemmen (Remarque de la Rédastion).

) Egoroff, Sur les suites de fonctions mesurables, Comples Ren-

dus, t. 152, p. 244 (1911). .
% V. par ex. Lusin, Sur les propriétés” des fonctions mesurables,

ibi d, t, 154, p. 1688, (1912).
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§ 1.

1. Dans la théorie des séries trigonométriques et dans
quelques questions rattachées & la théorie de la dérivée seconde
de Schwarz on parvient & considérer le quotient

fletb—flx—bh)
b )

la limite de cette expression pour p— O était étudiée comme une
généralisation de la notion de dérivée par M. de la Vallée-Pous-
sin!) sous le nom de dérivée symétrique; il y a des questions
ol cette généralisation apparait tout naturellement; on sait, par
exemple, que d’aprés un théoréme de M. Fatou?) l'intégrale de
Poisson d'une fonction sommable sur une circonférence tend vers
la valeur de cette fonction lorsque la variable tend vers un point
" de la circonférence dans lequel lafonction donnée est la dérivée
symétrique de son intégrale indéfinie.

On s’assure immédiatement que Ja notion en question nous
donne effectivement une généralisation de la notion de dérivée.
Nous allons donc examiner le domaine d'appliquabilité de cette
méthode de dérivation et les propriétés principales de la dérivée
symétrique.

2. Il y a des questions dans la théorie des fonctions od
I'on peut entitrement négliger les ensembles de mesure nulle; il
nous faudra donc partager notre analyse en deux parties: pre-
mi¢rement, nous étudierons les propriétés de la dérivée symé-

Dérivée symétrique.

trique qui ont lieu en tout point de l'intervalle considéré; ensuite,

nous allons nous occuper des fonctions qui ont une dérivée sy-
métrique presque partout dans l'intervalle, ou 'ensemble, donné.

En premier lieu, il est évident que les régles élémentaires
de dérivation ordinaire subsistent pour la dérivée symétrique,
au moins pour les fonctions continues. De plus, la formule

e—

fleth—fle—p) 1 f(x+b)-f(X)+f(X-~b)-—f(x)}
2p 2 b ,

montre que, pour la dérivée symétrique, le théoréme de Rolle
peut tomber en défaut.

1) Intégrales de Lebasgua atc. Parls, 1916,
2) Séries trigonomdtriques et séries de Taylor, Acta Mathematica, t. 30,
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En effet, on voit que la dérivée symétrique est égale & la
demi-somme des dérivées & gauche et 4 droite en tout point o
ces deux dérivées existent séparément. Or, il est évidemment
aisé & construire une fonction continue f(x) s'annulant aux points

0 et 1, possédant une dérivée positive entre 0 et -%z«, une déri-

yée négative entre ; et 1, et telle que

f(5+0)=0 7 (7 —0)=1.

Le méme exemple montre que la dérivée symétrique sup-
posée existante en tout point de Vintervalle considéré ne doit
pas nécessairement passer par toute valeur intermédiaire entre
deux de ses valeurs, comme ceci a lieu pour la dérivée ordinaire.

3, Ces considérations, d'un caractére presque banal, ne
sont envisagées que pour caractériser la dérivée symétrique d’une
maniére plus compléte. Voici un probléme plus intéressant: cher-
cher I'allure d’une fonction continue dont la dérivée symétrique
est positive en tout point d'un intervalle; nous allons montrer
qu'une telle fonction doit étre croissante dans l'intervalle considf‘,ré.

En effet, soit f(x) la fonction donnée, x, et x, deux points
quelconques de lintervalle considéré, et soit x; <<%, Il faut dé-
montrer que l'on

f(tﬁ) << f(xz)'

Or, si I'on avait f(x,)==f(x,), on pourrait assigner‘ enfre
x, et x, un point x, tel que f(x))==f (#5); on ‘remplacermt Vin-

tervalle (x,, x,) par lintervalle (x;, ;) ou par Vintervalle (x;, 2,),
selon que

) = f ) ou f(xg) > f () =f (%)

On peut donc supposer f(x,)>>f(x) si le théoréme est
inexact.
Envisageons la droite

y={Fe) 76 | (1)

f(x) étant supposée continue, il existe entre xy etv‘a\r2 un
point ¢ tel que la courbe y== f(x) passe au-dessous de la
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droite (1)) dans lintervalle (c, x,) et que, au contraire, dans
l'intervalle (x,,¢) il y a des points, aussi voisins de ¢ que l'on
veut, ol la courbe passe au-dessus de cette droite; au point ¢
les deux lignes se confondent. La dérivée symétrique de f(x) ne
peut pas étre positive au point ¢, le quotient

fx +b)— f(x—b)

2bh

devenant négatif pour des valeurs aussi petites que I'on veut de 4.
-La- contradiction cherchée étant acquise, on peut affirmer la pro-
position suivante:

Théoréme. Une fonction continue est nécessairement crois-
sante dans un intervalle ol sa dérivée symétrique est positive.

On démontre de la méme maniére la proposition analogue
pour le cas d'une dérivée symétrique partout négative.

4. Passons au cas d'une dérivée symétrlque s'annulant en
tout point d'un intervalle (a, b).

Soient ¢'et d deux points de cet intervalle tels que

fle)==£(a).
Soit pour fixer leg idées
e <d, f(c) < f(d)-
Considérons la fonction
¢ (&) =f(x) —e(x—o),
¢ étant un nombre positif quelconque plus petit ‘que (da)f:c(C)'

On trouve en premier lieu

% (d) <w (o). .

D autre part, la dérivée symétrique de ¢ (x) est visiblement
négative en tout point de (a, b); les deux résultats obtenus étant
incompatibles en vertu du numéro précédent, on trouve que, pour
la dérivée symétrique, subsiste un théoréme important du calcul
différentiel, & savoir

Théoréme. Deux fonctions continues dont les dérivées
symétriques (supposées finies) coincident en tout point d'un
intervalle, ne différent que par une constante dans cet intervalle®).

1) Tout en pouvant se confondre avec elle en quelques points,
?) M. Lusin me communique que ce théoréme était connu & M.
Sierpinski. .
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5. En allant maintenant étudier les fohctions qui n’ont de dé-
rivée symétrique que presque partout dans un intervalle, ou dans
un ensemble donné, nous commencerons par établir une proposition
qui rendra inutiles toutes les recherches ultérieures. En effet,
cette proposxtlon nous montrera que, sous la condition de négli-
ger les ensembles de mesure nulle, la notion de dérivée symé-
trique ne généralise point la notion ordinaire de dérivée; d’une
maniére plus précise, I'existence d’une dérivée symétrique presque
partout dans un intervalle (ou dans un ensemble) entraine I’existence
d’une dérivée ordinaire presque partout dans lintervalle (resp.
ensemble) considéré. Il est donc inutile d’entreprendre une étude
spéciale pour la dérivée symétrique.

* Pour le voir, il nous suffira d’établir le théordme suivant
(qui est d'ailleurs d'un caractére un peu plus général):

Théoréme. f(x) ¢tant une fonction mesurable, elle admet

la dérivée unique et finie f'(x) en presque tout point oir

Jatb—fed) o "

. lim su
b0 P

Démonstration: soit E Vensemble de valeurs x ou
Vinégalité (1) ait lieu tandisqu’il n'y ait pas de dénvée f’ (®)-
Supposons, par lmposmble, que

mes, £ >0,

D651gnons, pour-tout nombre naturel n, par E, Vensemble
de points x de E tel que

0<p<— Fle+ B —fle—p)<2bn. ()
On a évidemment en vertu de 2)

=S

n=1

entraine

ef, parsuite, il existe un nombre n,,tel que
- mes, 5, <0. ‘ 3)
Posons: ¢ (x)==f(x)—n, x. En tenant compte de (2), on

voit que pour chaque x de E,, et pour tout 0<b<~;11—-, on a:
. ' n
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¢ (2+b) —¢ (x—b) <O. (4)

Soit y un point de densité extérieure de l'ensemble
B, Je dis qu’on a

Ao (n) <0, Age(p)<0.%) (5)
En effet, y étant un point de densité extérieure de Eno’ il

. 1
existe un nombre k<71— tel que, pour tout y/,
[

3
y<y<yt+k<y+ ~;1; entraine: mes, £, (y,5')> v (y'—y), (6)

En;(y, y') désignant la partie de E, contenue dans Vintervalle
(59" ~

Je vais démontrer que, pour chaque y’, (6) implique encore:

¢ () <<¢ (¥ ™
Supposons, dans ce but, que (7) n'ait pas lieu, c.-a.-d. que
() >0 (). (755
Soit A l'ensemble de tous les points x de Vintervalle (y,y’)
tels que
¢ (x) < (y) )
et B celui d’autres points du méme intervalle. On a donc pour
tout point x de B:
2 (@) > (y) 29 () &)
Désignons ensuite par A lensemble de tous les points
;:.:ygx, oll x parcourt les points de 4, et par B celui de tous
_ ’
les points xz—*"f:g-lw, y' appartenant & B.

La fonction f(x), et parsuite la fonction ¢ (x), étant mesu-
rable, les ensembles A et B sont aussi mesurables. La mesure de

'——
I'un du moins d’eux doit &tre >/~X~—Q~-‘Z—, et, par conséquent,

P— Eo— ’h._
celle de 'un au moins des ensembles A et B est >~X~X—X—,

Donc, ces ensembles étant mesurables, en méme temps que 4

H Ago A, ¢ désignent les nombres dérivés supérieurs, resp. & droite
et & gauche, de la fonction ¢. '

icm

Structure des fonctions mesurables, 219

et B, 'un au moins d'eux admet, en vertu de (6), des points
communs avec E, . Supposons, pour fixer l'idée, que cest 4 qui
admet un point commun, soit x, avec E, .

o

Le point x,~(x,—y) appartient donc a A et, en vertu de
(8), on a:
¢ [x,+ (2, — ] > (y) =19 [x,— (x,—y)].

Or, c'est évidemment contradictoire avec (4), x, apparte-
N . 1
nant & E, et (x,—y) étant inférieur a (y’-—-—y)<1c<—n——.

o

Parsuite, l'inégalité (7>®) est aussi contradictoire, et c’est (7)
qui a lieu. Il s'ensuit aussitdt qu’on a en y: A 9(y)<<0. On
démontre de la mé&me fagon la seconde des relations (5).

Ces relations étant valables ainsi en chaque point de
densité extérieure de E,, donc en presque tout point de F, , il
s’en suit, en vertu du théoréme connu de M™ Young?), qu'en
presque tous les points de EnoCE existe la dérivée finie et uni-
que de ¢ (x), et, par suite, encore celle de f(x).

Nous aboutissons, par conséquent, i une contradiction avec
la définition de I'ensemble E, ce qui justifie notre &noncé.

§ 2. La dérivée moyenne de M. Borel.

1. C'est pour illustrer quelques phénoménes physiques que
M. Borel®) a introduit une généralisation de la notion de dérivée
qui parait présenter un grand intérét mathématique. Nous dirons
que la fonction f(x) a une dérivée moyenne (terminologie de
M. Borel) an point x lorsque le quotient

b .
1 ( fle48)—f(x)
bof ) dt

tend vers une limite déterminée, b tendant vers zéro; cette li-
mite est, par définition, la' valeur de la dérivée moyenne. On
parle d'une dérivée moyenne & droite, resp. & gauche, lorsque la
limite en question existe,' » tendant vers zéro par des valeurs

1) Poir: G. C. Young. C. R. Note de 13 mars 1916. Aussi: Fund,
Math, 1924. vol. V. pp. 98—104.

%) Borel, Modédles arithmdtiques etc., Comptes Rendus de I'Ac. de
Pavis, t. 154, pp. 1148—1150. '
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positives, resp. négatives. Enfin, on appelle dérivée moyenne
symétrique de la fonction f(x) au point x la limite, sielle existe,
de Vexpression

, |
1 rfle+H—Fflx—1)
5 R

0

b tendant encore vers zéro.
- définie comme lim f .
-0 &

L'intérét que présente cette généralisation est fondé sur ce
que la méthode de dérivation envisagée par M. Borel offre une
grande snalogie avec la méthode de sommation des séries diver-
gentes par les moyennes arithmétiques — méthode dont l'impor-
tance capitale pour l'analyse mathématique a été découverte par
les travaux récents de MM. Borel, Fejér, Hardy et d’autres savants.

‘2. En particulier, on est amené d'une fagon assez naturelle
4 'étude de la dérivée moyenne symétrique (étude qui parait
présenter de difficultés essentielles) par la théorie de la dérivée
seconde de Schwarz.

Soit F(x) une fonction absolument continue dans un inter-
valle déterminé. On a

d F(x+ b) + F(x—b)—2 F(x) —

db b ) o
:F'(X+b)'b—F'(X“b)__F(X“*‘b)"{“F(X”“b)‘"zF(X)
b‘3 '

‘en supposant F'(x-}+b) et F' (x—b) existantes, ce qui aura lieu
presque partout; en intégrant les deux membres de cette identité
entre les limites p et g (0<<p<Cgq), on trouve:

—2F(x) F (x: —F—p)—}-F(x——p)-—-ZF(x)

Flx+q +Fx—q)—
. p
(Fx+b—F(x—b) ,
= b b

P
_(Eath) HFa—h=2F@)
2

Dans tous les cas l'intégrale est
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la premiére intégrale du second membre étant prise au sens de

M. Lebesgue. Or, faisons tendre p vers zéro. En supposant que

la fonction F(x) posséde une dérivée seconde de Schwarz au
point x, le deuxitme quotient du premier membre tendra vers
zéro, et la fonction i intégrer dans la derniére intégrale sera
bornée, de sorte que nons aurons a la limite

q

__.f' Fletb)+Fle—h) —2F()
. b2 ’

ol f signifie pour la premiére intégrale hm} I'existence de cette
‘ PP
limite étant démontrée justement par ce qui précéde. Mul-

tiplions les deux membres par—-}q— et faisons tendre g vers zéro.

Le premier membre tendra vers la waleur de la dérivee
seconde de Schwarz de la fonction F(x) au point x, valeur
Il sera de méme pour la der-
niére intégrale du second membre; on s'en assure par une appli-
cation du premier théoréme de la moyenne. Donc,

(x)__}:j:az F'(X"i"'b)_b'F (x— b)db S()
0

d’ott

lim 1 F’(x+b)—

-0 q 2h
0

—b) db=S (x),

c'est-d-dire: une fonction sommable a une dérivée moyenne sy-
métrique en tout point oi son intégrale indéfinie a une dérivée
seconde de Schwarz, et les valeurs des deux dérivées ‘coincident.

3. La dérivée moyenne posséde la propriété nécessaire de
toute généralisation: une simple application du premier théoréme
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de la moyenne montre en effet qu'en un point ot la fonction
donnée est dérivable au sens ordinaire elle admet aussi une dé-
rivée moyenne, les valeurs des deux dérivées étant égales.

Il est évident que la régle de dérivation d'une somme ou
différence subsiste pour la dérivée moyenne. Il n’est pas de méme
de la dérivation d’un produit. Deux fonctions f(x) et f,(x)
peuvent admettre dec dérivées moyennes en un point x sans

qu'il soit de méme pour leur produit. En effet, n étant un entier -

. 1 1
positif plus grand que 7, partageons lintervalle (;— ,;—»:I) en

un nombre pair de parties (inégales) de maniére que lintégrale
3

de la fonction x * ait la méme valeur pour toutes ces parties
‘ . 1 . .
et que cette valeur soit plus petite que i ce cim est évidem-~

ment possible. Soit f(x) la fonction égale a x* envaleur abso-
Jue et de signes contraires dans deux intervalles voisins de sub-
division. En posant f(0)=0, f(x) sera définie dans l'intervalle

(0 < x<1). Pour p situé entre -}—; et

, on a

1
n—1

b
‘lff(t)w- (O)C,,‘@,_!g::}_;
b t n n
0
la dérivée moyenne (4 droite) de f(x) est donc nulle pour x=0.
Or, on a ‘ 1

[f@P=x"

donc

y
1 (LFERP—LOF ,_2
b t '
g b
ce qui devient infini pour 5H— 0. .

' " La fonction f(x) est discontinue; mais en la modifiant légé-
rement on parvient 2 une fonction continue conservant le cara-
ctére qui nous intéresse. ’

4. Une fonction continue dont la dérivée moyenne s'annule
en tout point d'un intervalle est nécessairement constante dans
cet intervalle.-En effet, lorsque la dérivée moyenne d'une fonc-
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tion continue f(x) s’annule au point x, il existe une suite dé-
nombrable de points

Ky Kpgeoey Xpyers

telle que
X2 Ky
et
lim X=X,
s |
pour laquelle
f(xi) '—f(X)

lim 250 12

sinon le quotient

flz+b)—f ()
b

garderait pour ) positif et assez petit un signe constant, en re-
stant toujours en valeur absolue plus grand qu'un nombre positif
fixe, de sorte que la dérivée moyenne de f(x) ne pourrait pas
s'annuler en x. ‘

Mais 'existence, pour tout point x de l'intervalle considérs,
d'une telle suite de points entraine, comme on sait!), la con-
stance de f(x) dans Pintervalle en question.

On en conclut que deux fonctions continues dont les déri-
vées moyennes sont égales en tout point d'un certain intervalle
ne différent dans cet intervalle que par une constante.

5. Le théoréme de Rolle subsiste pour la dérivée moyenne,
au moins pour les fonctions continues. En effet, on voit immé-
diatement qu’en un point ou la fonction donnée a un maximum,
sa dérivée moyenne a droite ne peut pas devenir positive, tandis
que celle & gauche doit étre soit positive, soit nulle; une circon-
stance analogue a lieu pour le cas d'un minimum.

6. Maintenant nous allons voir que la méthode de M. Borel
reste encore une généralisation essentielle de la dérivation ordi-
naire méme sous la condition de négliger les ensembles de me-~
sure nulle (ce qui n'a pas lieu pour la dérivée symétrique, comme
nons l'avons vu a la fin du paragraphe précédent). A ce but, il
suffit évidemment de construire une fonction continue possédant

1) C'est un théoréme connu; voir p. ex. Denjoy, Surles nombres
ddrivds daes fonctlons continues, Journ, des Mathématiques. 1915,


Yakuza


224 A. Khintchine:

une dérivée moyenne en tout point d'un ensemble de mesure
positive et dépourvue de dérivée ordinaire presque partout dans
cet ensemble. :

Pour obtenir une telle fonction, envisageons dans l'intervalle
(0,1) un ensemble parfait non dense P de mesure non nulle et
tel qu'en désignant par

81y B Bppenes D pue
les intervalles contigus de P (et aussi les longuers respectives
de ces intervalles) la série

Vo, Vo, Vagfro Ve, 4o 1)
soit convergente.

I est aisé & construire une fonction continue f(x) s’annulant
en tout point de P et dont tous les quatre nombres dérivés
soient infinis presque partout dans P, de sorte que f(x) n'ait de
dérivée ordinaire en aucun point de P, 4 I'exception d'un en-~
semble de mesure nulle au plus. Nous allons nous assurer que
f(x) admet presque partout dans P une dérivée moyenne nulle.

A ce but, soit u, l'intervalle de longueur

u, =3, +2Vs,

dont le centre coincide avec celui de l'intervalle 3,. La série

ul"lf"uz"_ua'*""’_l_"n"‘""'

étant convergente en vertu de la convergence de la série (1), on
sait que I'ensemble-limite complet des intervalles u,(n=1,2,...)
+ est de mesure nulle. Soit x un point de P n’appartenant. pas a

cet ensemble.
x-+
Y/
f da<y f
fox Uy

On a
ou la somme du second membre s'étend a tous les intervalles 8,
qui appartiennent, soit totalement, soit en partie, a lm‘cervallc

(%, x+b).

b
fl)

o——xX

f@) |4
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Or, pour |p| suffisamment petit, x reste en dehors des
intervalles u, correspondants a ces %5 on a donc, « faisant
partie de 3, '

|c¢—~‘x|>~ l/;}:,

d'autre part, f(x) étant continue, on a, pour |p] sufflsamment
petit,

&

|f=)| <1
pour
done |o— = <[bl,
JH % d <%’L:=l/an,
d’olt
“ f(”) do <2 1/6

la somme du second membre étant encore étendue aux mémes
intervalles que dans le cas précédent.
Soit & présent F(x) la fonction égale & zéro dans P et a

-1—- dans 3,.

™
P
“n

mités de 3, est égale a 1/5;, donc la convergence de la série
(1) nous montre que F(x) est sommable dans l'intervalle (0, 1).
Soit ®(x) son intégrale indéfinie; lorsque x— ) fait partie de P,
on a

L'intégrale de cette fonction prise entre les extré-

[olx+h—o)|= Vs,

On a donc aussi

x+b
flx). do.
o—X

<)<»<x+b'>——en(x>~'

olt p' ==} dans le cas ol x-}p est un point de P; dans le cas
contraire, x -}’ signifie |'extrémité la plus éloignée de x de I'inter-
valle contigu dont £-}-p fait partie.

Fundamenta Mathematicae IX. 15
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Par suite,

}_}f;/ﬁ_(f);dak‘@("c%"b'b)w(b(ﬂ g' fD(X~}—b;-m(x)

Supposons que x soit un point principal de P et que la
fonction sommable F(x) soit en x la dérivée de son intégrale
définie (ces deux conditions sont remplies simultanément presque

partout dans P). Alors on a
’ W
lim - b =1, lim (X—{—bz (-1‘(x)——0
b0 b b0 b
et par suite b
hm*-— PAC do==

[;—-)ob o, — X
[ 4

ce qui démontre |'affirmation ).

Enfin, la méthode connue de condensation des singularités
nous donnera aisément, en partant de la fonction construite f(x),
une fonction continue dont la dérivée moyenne s’annule presque
partout dans l'intervalle (0,1) et qui est dépourvue de dérivée
ordinaire presque partout dans le méme intervalle.

7. On voit donc que la dérivée moyenne offre une géné-
ralisation essentielle de la méthode ordinaire de dérivation méme
pour les théories ol l'on néglige entiérement les ensembles de
mesure nulle. Nous allons maintenant comparer de la méme
maniére la méthode de M. Borel avec la dérivation asymptotique
dont la définition a été donnée dans la premidre partie de notre
mémoire. L'intérét et la difficulté de ce probléme découlent
surtout de ce fait remarquable que la dérivée moyenne est définie
par une expression analytique tandis que la définition de la dé-
rivée asymptotique est d'un caractére purement fonctionnel et
n'implique aucune-formule.

Montrons en premier lieu que, sous la condition de négliger
les ensembles de mesure nulle, le méthode de M. Borel ne: peut

1) 1l faut remarquer que l'idée principale de cette démonstration a &té
souvent employée par M. Borel, surtout dans guelques questions de la thé-
orie des fonctlons d’'une variable complexe.
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s’appliquer gqu'aux mémes fonctions continues qui tombent dans
le champ d'application de la méthode asymptotique. D’une fagon
plus précise, nous allons démontrer la proposition suivante:

Théoréme. Une fonction continue admettant une dérivée
moyenne presque partout dans un ensemble mesurable E de
mesure non nulle, est asymprotiquement dérivable presque par-
tout dans E.

Soit, en effet, M 'ensemble des points de E ou la fonction

en question f(x) n'a pas de dérivée asymptotique, et soit par

impossible mes M= 0. Alors un théoréme de la premiére partie
de ce travail (n°8, § 2) nous assure que f(x) remplit presque

partout dans. M la condition désignée par A. Si x, signifie un
point de M oii cette condition est remplie, nous allons voir que
f(x) est dépourvue de dérivée moyenne en x;, ce qui démontrera
évidemment |'affirmation de notre théoréme.

D’aprés I'énoncé de la condition 4, quelque petit que soit
e>0 et quelque grand que soit n>>0, il existe & droite de x,
un intervalle (a, b) (a<<b), tel que,

1) a—x,<<b—x,<e,

) b—a>1—c)(b—x) ‘

3) fly)—flao)=>n(y—x) pour @<y <b.

Si f(x) avait une dérivée moyenne fy(x) en x, on aurait

évidemment:

1 (Flo)— f(xo)

a—x, o—

Xy

d o= fz(xx) 1 (a)s

avec 1(a)— 0 pour a— x; donc pour e— 0.
On trouverait donc

1 f () —f (Xo)

b"'""XOa o X,
o

1

e

b—

avec ¢ <0,

| _XOI [+ =),

U'_XO

a— 1) Fp ) -1 @)+ b—a) (a+o)
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Pour ¢ — 0, le premier terme du second membre est infi-
niment petit, tandis que le second devient arbitrairement grand
avec n (en vertu de 2)). Or, en vertu de 1), b—=x, est infini~
ment petit avec &. On voit donc que l'existence de fg(xo) est
impossible. o

8. Le raisonnement du n° précédent ne démontre que
'existence de la dérivée asymptotique sous les conditions du
théoréme. Pour le probléme de I'égalité des deux dérivées il ne
donne rien, grice & sa structure apagogique. C’est un probléme
plus délicat qui doit &tre traité a part. Nous commencerons par
démontrer la proposition suivante:

Lemme. Si la fonction mesurable f(x) a une dérivée
asymptotique nulle en tout point d'un ensemble mesurable E de
mesure positive, il existe un ensemble parfait P de mesure
aussi voisine de celle de E que [l'on veut, contenu dans E et
tel que, xy étant un point quelconque de P, le quotient

f(x) — f (=)

X — Xy

tend vers zéro lorsque x tend vers x, en restant toujours dans P

En effet, soit x un point de E, et (x—8, x4 5) un inter-
valle ayant x pour centre. Soit e le plus petit des nombres qui
satisfont 4 la condition suivante: quel que soit >0, pourvu
que |b| <8, l'inégalité

L f@—f)<elo—k]

est remplie pour des points « de lintervalle (x,x-}5) qui for-
ment dans ‘cet intervalle un ensemble dont la densité moyenne

n’est pas inférieure & % (il est évident qu'un tel nombre e doit

nécessairement exister). ¢ dépend de x et de §.et, la dérivée
asymptotique de f(x) s’annulant par hypothése en x, ¢ tend vers
zéro avec 9, x restant fixe. '
D’aprés le théoréme fondamental de M. Egoroff, on peut
affirmer 'existence d’un ensemble parfait P contenu dans E, de
mesure aussi voisine de mes E que l'on veut et tel que e tend
vers zéro avec 3 uniformément par rapport aux différents points
x de P. Or, nous allons voir que cet ensemble P satisfait aux
conditions énoncées.dans notre lemme. '
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En effet, soit x, un point quelconque de P, et ¢>0 quel-
conque. Soit e<<a pour 8 <k, quel que soit le point x de P.
Enfin, soit x un point de P tel que

. |x--rx0'<1c;
| f(x) — f (x0) | <o 2 — %],

ce qui démontre évidemment le lemme. Pour s’en assurer, soit
E, 'ensemble des point y de l'intervalle (xo,x) pour lesquels

lf(—flo)|<oly—x];

soit de méme E, I'ensemble des points z du méme intervalle,
pour lesquels

je dis qu'on a

|f(2)— flxo) | <<o|z—xo

D'aprés la définition de e et de k, la densité de chac.un
des ensembles E, et E, dans lintervalle (%o, x) est au moins

égale a

.

:%«; ces deux ensembles ont donc des points communs.

Soit y, I'un quelconque de ces points, on trouve
|F () — F o) | = | £ () — F (o [+ f (yo) — f (o) [ <
<s{lx—yol+|yo—x|} =0lx— x|
ce qu'il fallait démontrer. .
_ 9. Supposons maintenant que la dérivée asymptotique de
la fonction continue f(x) s'annule en tout point d’'un ensemble

mesurable E de mesure non nulle et que la dérivée moyenne
fi(x) de f(x) existe presque partout dans E. En vertu du lemme

que nous venons de démontrer, il existe un ensemble parfait P
contenu dans E, de mesure aussi voisine de mesE que I'on veut
et tel que, x, étant un point quelconque de P, le quotient
fl)— flxo)
X~ X ‘ .
tend vers zéro, lorsque x tend vers x, en restant toujours dans P.

Par hypothése, la dérivée moyenne de f(x) existe presque
partout dans P; en vertu du théoréme fondamental de M. Egoroff,

il existe un ensemble parfait P, contenu dans P, de mesure aussi
Y t

voisine de mes P que lon veut et tel que 1° f5(x) est bornée

dans P et 2° le quotient
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b
1 (flet1)—f(x)
, ] g dt

0

tend vers fg(x) uniformément dans P pour h-- 0. Soit
[ fe(x)|<<M=0

dans Pj il existe alors un H=>0 tel que pour |h| < H
"
‘1 f [l =Fflx) 4l o6
b t
0

% étant un point quelconque de P.
Soit A un point principal de P et n(h) la partie de P
enfermée dans l'intervalle (4, 4-5).
Désignons par 8,,3,,...,8,,... les intervalles contigus de = (p)
par rapport a l'intervalle (4, 4-F p).
Nous aurons :
Atb

(a)~— (A) f/(a —fA) 4, N (L —f(A)
T (h) i1 gy
sous la condition que l'intégrale f(bJexiste étant définie comme
™
l' -
lim ﬁA—i-a,M-b).n(b)], et que la série du second meml?re converge
absolument.

Or, l'existence de l'intégrale en question est une consé-
quence évidente du fait que le rapport

f&)—F(4)
a—A

tend vers zéro avec |a— A|, o restant dans = (h).

D’une maniére plus précise, une application simple du pre-
mier théoréme de la moyenne nous donne

1 f.f("')"w (A)da-—fo pour p- Q. (3)
(5)
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Soient a, et b, les extrémités de l'intervalle &, et soit, pour

fixer les idées,
|A—a,| <<|A—b,]|

On a
f(”).f'"f.(‘flzd _ f(U)—"f(a’n ff(ﬂ)'—f(A)
o—A4 o—4
n On
Or,
fla)—f ,
| "a_A D |~y — 10 \f s
*f(a)M
o sy 9, <8,

pour |p| suffisamment petit, puisque le premier facteur tend vers
zéro avec b,
D'autre part,

fO=fa) , _ [HO=fa) e,

o— A o—da, o—A

n n

. o an
La fonction
o—A

quer le second théoréme de la moyenne, ce qui donne

&tant monotone dans 3,, on peut appli-

| ”"f(a)~f<an>_a~anda\mb " @) — fla) |
. a—a, o—A b——A a—a,
apte
b
3, ‘"f(a)—f<a,. F@)—Fla)
g\a,,——-A|“ o ap 1 ‘f o—a,
2| AMS,
<M=l \a—al
ou |

\a,,mA|<la,,+s~—A|<IE-—A\<|vb,,——A\,

et ¢ est un nombre arbitrairement petit.
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Or, A étant par hypothése un point principal de = (b), on a,
pour |b| assez petit,

4M3,
e I
|a,— 4|
donc
im(i):j(a") <8,
y o—4 "

ln
et par suite

0

‘ ﬂ?:).:f.(.ﬂ)l 5
A <20”,

s 1«
d’ou découle la convergence absolue de la série dans le seecond
membre de (2); en méme temps nous avons

3 ffieggg@d;(m 3,
“ ‘

=1 I=1
donc

do.— 0 pour h—0.

19 (fl)—F(A)
b;_\ a—A

En vertu de (2) et (3) on voit que
A+b

%_!M:_%ﬁda*»O pour b — 0;

" la dérivée moyenne de f(x) est donc nulle en tout point prin-

cipal de P, donc presque partout dans E, puisque mes E — mes P
est arbitrairement petit,

10. Finalement, supposons qu'on sait que la fonction con-
tinue f(x) admet une dérivée moyenne presque partout dans un
ensemble mesurable M de mesure non nulle. D’aprés le théoréme
du n°7, la dérivée asymptotique de f(x) existe presque partout
dans M; cette dérivée asymptotique est une fonction mesurable
que nous désignerons par fI!) (x); en posant par définition f11! (x)==0
en tout point ol f(x) n'a pas de dérivée asymptotique, fI!l(x)
sera une fonction mesurable définie dans un intervalle total.
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D’aprés un théoréme connu de M. Lusin, il existe une fonction
continue F(x) telle que

F’ (x)‘z fH (x)

presque partout dans lintervalle considéré.

Il est évident que la fonction F(x)— f(x) a une dérivée
asymptotique nulle presque partout dans M. De méme, la dérivée
moyenne de cette fonction existe presque partout dans M. Or,
la dérivée moyenne de F(x) est égale & fI! () presque partout
dans M. D'autre part, la dérivée moyenne de F(x)—f(x) s’an-
nule en presque tout point de M, d'aprés le résultat du n°9;
done, celle de f(x) est égale & flll(x) presque partout dans M;
nous sommes ainsi amenés a la proposition suivante, plus com-
pléte que celle du n°7:

Théoréme. Si la fonction continue f(x) admet une dérivée

" moyenne en tout point d'un ensemble mesurable, elle admet

aussi une dérivée asymptotique presque partout dans le méme
ensemble, et les valeurs de ces deux dérivées sont égales pres-
que partout dans l'ensemble donné.

11. On voit donc que sous la condition de négliger les
ensembles de mesure nulle la méthode asymptotique a un champ
d'application qui n’est pas moins étendu que celui de la méthode
de M. Borel. En vérité, il est plus vaste, et c’est ce que nous
allons montrer & présent; i ce but, il nous faudra définir une
fonction continue asymptotiquement dérivable dans un ensemble
de mesure positive et dépourvue de dérivée moyenne presque
partout dans le méme ensemble.

" En premier lieu, nous allons construire I’ensemble en que-
stion. Soit en général n, le plus petit entier positif satisfaisant
a l'inégalité

1,1 1 e
Itgtgto =2
On partagera lintervalle (0, 1) en 2n, parties égales et on dési-
gnera les points de subdivision, en comptant de gauche a droite, par
0, ¢y g e 02"1_1; 1.

1
Soit 9, l'intervalle de centre ¢, et de longueur B on aura
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(en désignant par &, la longueur de l'intervalle de méme déno-

mination)
20,1

1
§8,<—Z.

Les intervalles 8,(i=1,2,...,2n,— 1) seront dits les inter-
valles du premier groupe.

Ensuite, on partagera en 2n, parties égales chaque intervalle
qui sépare deux 38, voisins, l'intervalle entre 0 et &, et lintervalle
entre 62"’__1 et 1, et on désignera'les points de subdivision, en
comptant toujours de gauche a droite, par

Can,? Cant-1 Con 0744
On construira autour de chacun de ces points un intervalle

de longueur S ayant pour centre le point donné, et on
32n, n,

appellera ces intervalles les infervalles du second groupe, en
les désignant respectivement par

aZn,’ a2n 1 52;-;4—2’ e
La somme des longueurs des intervalles du second groupe
est' évidemment plus petite que
1 1
a5 (2n,. = =
32n, nz( ny - 20,) 8
Enfin, on continuera ce procédé infiniment,

Pour la longueur des intervalles du k¢ groupe on choisira
le nombre

1

%1, o ?
D2k Ny Nye..

de sorte que la somme de leurs longueurs sera plus petite que
1
2k+1°

La somme totale des longueurs des intervalles de tous les
groupes sera par suite moindre que '

1,1 ,1, 1
Tttt =7
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C'est 'ensemble parfait complémentaire par rapport & ce
systtme d'intervalles qui nous servira pour la définition de la
fonction cherchée; nous le désignerons par P et nous aurons
évidemment

1
mes P> 5
Envisageons la série
< 3
D e @
e l x— C;'

nous allons voir que cette série diverge pour tout point x de
'ensemble P.

En effet, quand on commence la k%™ opération du procédé
indiqué plus haut, x est enfermé dans l'intervalle qui sépare deux
intervalles voisins du k— 1%m groupe. Pour fixer les idées, on
supposera que Cest I'extrémité droite de cet intervalle ql:li est
la plus éloignée de «x. Par la k®*™ opération on partage Iinter-
valle qui contient x en 2n, parties égales dont au moins n, tom-
bent par suite a droite de x Ce sont des intervalles du k'™
groupe que nous désignerons, en comptant de gauche a droite, par

5"1_}“1, am+2’."" am—l—p (P = nlc)-
Toutes les différences
Cru1™ % Oyt Cmpimr (=1 20000sp)

sont plus petites que la quantité
2%n, ny...n/
d'autre part, on a .

bt = Gty P

o
1 2y ey
ot v e Qk n1 nz' ve nk + —-—a,..;-.uz_._-
(Mgees Iy

- :> ,uz.il.é:l;iur;
anl nZ..- n£ l —

21y nyeen i
R |
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e

kY

g—é-k%(1+%+—§~+--~—|~%;)>1,

d’aprés la définition de n,.

Or, m est aussi grand que I'on veut avec k. Donc, la série
(4) diverge au point x, ce qu'il fallait démontrer?).

12. A présent, je dis qu'il existe une suite de nombres
positifs \
' Oy Opgreees By
telle que o, — 0 pour k—0 et que la série

oa

X (5)

diverge presque partout dans P.
En effet, soit en.général p, le plus petit entier positif

tel que 1
mesP-—-—mesEk<~2-;;,
E, étant 'ensemble des points de P pour lesquels on a

'=P|+Pn+ s +Pk
U

{
. PN S— 2'4‘—4.
=piboit et €01l
On posera
cl-———cz::---—--cp‘xl,
o L =0, = =1
P Opt2 ™ T pdn, T B
e e ,
o =3
Prtpytr o P+
=g ' mmees I g -w._...l,..l
PPyt P2 T eyt PP T 2""‘1 ’

..........................................................

1) Je dois remarquer que des méthodes de construction de séries
' divergentes analogues i celle du texte étaient souvent employées par M. Lusin.
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Pour un point x de P appartenant & E, on aura par suite
petpgrter o -kpg 5,8, |
g
‘ f=zp -pyrte "'l"pk<~|+1 IX - cl‘ ‘
la série (5) divergera donc -pour tout point de P faisant partie
d’une infinité d'ensembles E, (k=1,2,3,...). Or, les mesures
de ces ensembles sont choisies de sorte que cette condition soit

remplie presque partout dans P; ce qui démontre Iaffirmation.

13. Nous allons maintenant définir la fonction continue
f(a) par les conditions suivantes:

1) f(x)==0 dans P;

2) f(x)==0, pour x=c,

3) f(x) est linéaire dans chacune des deux moitiés de
Vintervalle 8.

'Soit x un point intérieur?) de P pour lequel la série (5)
devient divergente. Cette série est la somme de deux séries se
rapportant respectivement aux intervalles contigus situés a droite
et & gauche de x, dont une au moins est divergente; pour fixer.
les idées supposons que ce soit celle qui est relative aux inter-
valles contigus situés & droite de x. Nous allons démontrer que
f(x) ne peut pas admettre en x une dérivée moyenne a droite;
d’'une maniére plus précise, nous prouverons que Pintégrale

b

ff-(—mf)'da

0

‘n'a pas de sens pour >0

En effet, soient a, et b, (a,<<b,) les extrémités de 3,; on aura

b by—x.
ff(xja)da:__z'f_f_(_x;:ﬁda, I
0 noap—x

on la somme du second membre s'étend aux intervalles contigus
(ou parties de tels intervalles) compris dans l'intervalle (x,x—l—b),
les deux membres pouvant &tre & la fois infinis.

1) C'ested-dire un point qui n'est pas une extrémité d'un intervalle
contigu. :
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Or,
bp—x by—x 5
G n
G" 8" Gn 8” an
) (c,— %) T2, — %) 2(c,—x)’

Donc, si la série du second membre de (6) était conver-
gente, il en serait de méme de la série

ZQ(b — %)’

donc aussi, en vertu de l'inégalité évidente

811
2 (c, — &) < L

de la série’

2 2(cn~—x)’

ce qui est contraire a 'hypothése.

Donc, le second membre de (6) est infini. Il en est par
suitt de méme du premier membre. ‘On s'assure ainsi. que
f(x) est dépourvue de dérivée moyenne en x. Or, presque tout
point de P remplit les hypothéses faites sur . D’autre part,
puisque f(x) s'annule et tout point de P, sa dérivée asymptoti-
que est nulle en tout point principal de P, donc presque par-
tout dans P, On est ainsi amené a établir la proposition sui-
vante: il existe une fonction continue asymptotiquement déri-
vable en tout point d’'un ensemble mesurable de mesure non
nulle et dépourvue de dérivée moyenne presque partout dans le
méme ensemble.

L'étendue de la méthode asymptotique est donc plus grande
que celle de la méthode de M. Borel. Nous allons maintenant
étudier quelques propriétés 1mportantes de la dérivation asym-
ptotique.

icm
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§ 3. La dérivation asymptotique.

1. La notion de dérivée asymptotique nous donne, comme
on I'a vu, une généralisation de la notion de dérivée dont le
champ d’application est plus vaste que ceux des autres généra-
lisations connues. D'autre part, la définition de cette notion parait
aussi simple et naturelle que possible; son introduction devnent,
pour des raisons de caractére loglque, inévitable dés qu'on a
aper¢u le role fondamental que joue la notion de densité dans
la théorie métrique des ensembles et des fonctions. L'utilité pra-
tique de la dérivation asymptotique correspond entiérement a ces
arguments théoriques; il y a des théories dans I'Analyse ou cette
notion peut rendre de grandes services; telle est, par exemple,
la théorie des séries trigonométriques de Riemann, ainsi que I'a
montré M. Lusin ).

Mais c’est surtout la théorie de I'intégration que M. Denjoy
a développée?) qui a rendu inévitable Iintroduction de la
notion de dérivée asymptotique. En effet, considérons une
fonction continue F(x), égale & zéro en tout point d'un ensemble
parfait non dense P de mesure non nulle, possédant une dérivée
ordinaire en tout point appartenant a un intervalle contigu de P
et dont tous les quatre nombres dérivés sont infinis presque
partout dans P (nous avons déja vu qu'il est aisé a construire
une telle fonction). Soit f(x) la fonction égale a zéro dans P
et & F'(x) en dehors de P.

On sait que F(x) est lintégrale indéfinie de f(x) prise au
sens de M. Denjoy; et tout ce que nous savons, nous fait croire
que c'est justement cette fonction F(x) qui doit étre considérée

‘comme la fonction primitive la plus simple et naturelle de f(x).

Or, ce n'est pas une fonction primitive au sens exact du
mot, car elle n'a pas de dérivée ordinaire dans un ensemble de
mesure positive; d’autre part, la dérivée asymptotique de F(x)
est évidemment égale a f(x) presque partout. On voit donc qu’on
a tous les raisons de choisir pour intégrale indéfinie de la fonction
f(x) (fonction qui a, comme toute fonction mesurable, une infinité

1 loc. cit. p. 230.

2) Denjoy, Sur la ddrivation et son calcul inverse, Ann. de I'dc.
Norm. Sup., 1976; voir aussi ma note ,Sur une extension de l'intégrale de
M. Denjoy”, Comptes Rendus t. 162, p. 287, 1916,
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de fonctions primitives au sens exact) une fonction qui n'est
qu’asymptotiquement dérivables et, par suite, n’entre point dans
la famille des primitives exactes de la fonction & intégrer.

2. Les problémes qui se rattachent a la dérivation asym-
ptotique, se séparent d’'une fagon naturelle en deux catégories;
on étudie d’abord les fonctions qui sont asymptotiquement déri-
vables en tout point d'un certain intervalle; ensuite, on passe
aux circonstances qui ont lieu lorsque la dérivée asymptotique
n’existe que presque partout dans un intervalle ou un ensemble.

Nous avons vu que la méthode asymptotique est la plus
puissante des généralisations considérées. Il parait donc intéres-
sant de savoir combien cette méthode s'éloigne de la méthode

ordinaire. Pour étre plus précis, on peut poser le probléme de
deux maniéres  différentes.

En premier lieu, on suppose que la fonction mesurable
donnée soit asymptotiquement dérivable en tout point d'un cer-
tain intervalle et on demande si 'on peut affirmer qu’elle admet
une dérivée ordinaire pour des points formant un ensemble de
caractére détermine.

La question posée de cette fagon a été résolue par M. Denjoy*)
qui a démontré que, sous les conditions que nous venons d’énon-
cer I'intervalle donné contient un ensemble partout dense d'inter-
valles, dans chacun desquels la fonction en question admet
presque partout une dérivée ordinaire.

On peut poser le probléme d’'une maniére différente: on sait
‘que la fonction mesurable f(x) est en tout point d’un certain
intervalle la dérivée asymptotique d'une autre fonction mesurable,
soit F(x); on demande la condition a ajouter, nécessaire et suffi-
sante pour qu'on puisse affirmer que f(x) soit la dérivée ordi-
naire de F(x) en tout point de l'intervalle donné.

C'est ce probléme que nous allons maintenant traiter.

3. Soit d’abord F(x) une fonction mesurable, non décrois~
sante dans l'intervalle (a, b); supposons que la dérivée asymptoti-
que de F(x) en un certain point x de cet intervalle ait une
valeur positive K; nous allons démontrer que F(x) admet au
point x une dérivée ordinaire égale a KX,

1) loe. cit.
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En effet, dans le cas contraire admettons pour fixer
les idées que F(x) n'ait pas de dérivée & droite égale a k
au point x Il existe alors un nombre positif ¢ inférieur

A 15» et satisfaisant 2 la condition suivante: quelque petit que

goit 8=>0, il existe un nombre p remplissant les conditions
5 At B) —

En supposant ces conditions remplies, admettons en pre-
mier lieu que

Eﬁﬁﬂ:égwfm’:_(ﬁ)u <k

Alors je dis que pour un point § quelconque de l'intervalle

[« — 'k"*;:'i) b, x~+b] on aura

FO=FE_ <.

En effet, soient 4 et B les points représentant dans un
systtme rectangulaire respectivement les coordonnées [x,. F(x)]
et [x-+b, F(x+ph)]. Le coéfficient angulaire de la droite :AB
est par hypothése plus petit que k— 2s; on menera les drm‘tes
AC et AD de coéfficients angulaires respectivement égaux a &
et k—g; enfin, menons par le point B une paralléle al'axe des

© x, et soit E le point ol cette droite rencontre la droite AD.

On s'assure par un calcul élémentaire que la longueur du segment
BE est au moins égale & :

or, F(x) étant, par hypothése, non-décroisante, son image entre
les abscisses des points E et B est certainement situé au—dessox{s
de BE, donc & fortiori au-dessous de AD, ce qui démontre évi-
demment notre affirmation. ‘

On démontre de la méme maniére que dans le cas od

ﬂ:?_:tﬁl:‘“ﬂf),\,k,
b

Fundamenta Mathematlone IX.
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on a i

f_(%)_:f(") <k-+te

pour tout point & de l'intervalle [x--b, x+(1+rj:)b].

On voit donc qu'il existe, dans tous les cas; un intervalle

aussi petit que l'on veut &, ayant le point x pour extrémité.

gauche et contenant & son intérieur un autre intervalle &, dont
un point arbitraire § satisfait & la condition

F(§)—
m_.u(mg...._ﬁ(:”)_._ kl>g
— X
de plus, le rapport des.longueurs des intervalles 3, et 8, sur-
passe un nombre positif qui est indépendant de la longueur de 8,,
Cec.l nons apprend que F(x) ne saurait admettre une dérivée
asymptotique égale 4 k au point x; nous avons donc démontré
la proposition suivante: ‘

; Lgmme. Poup une fonction non-décroissante, l'existence
d’une dérivée asymptotique positive en un point entraine l'exi-
stence d’une dérivde ordinaire au méme point, les deux dérivées
étant naturellement égales. '

Il est manifeste que la proposition subsiste pour une fonction
non-croissante et une dérivée négative.

. 4. Supposons maintenant que la fonction mesurable f(x)
sc,nt en tout point d'un certain intervalle la dérivée asymptotique
dvune autre fonction mesurable F(x). Nous dirons pour abréger
que f(x) est majorée par la fonction ¢ (x), lorsqu’on a

% (x)> f(x)

en tout point de lintervalle considéré.

. Supposons que f(x) puisse, dans lintervalle considéré, étre
majorée par une fonction ¢(x) qui, en tout point de cet inter-
valle, est la dérivée ordinaire d'une fonction continue ®(x); la
fonf:tiqn ¢ (x) — f(x) sera, pour tous les points de l’intervalle: la
dérlvéele_zsymptotique de la fonction ® (&) — F(x); or, ¢ (x) — f 2x)
ezt positive; il en résulte (nous allons le montrer plus loin, au
n®14) que ®(x)—F(x) est non-décroissante; en appliquant le
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lemme du n précédent, on voit que ¢ (x) — f(x) est la dérivée
ordinaire de ® (x) — F(x) en tout point de l'intervalle considéré;

donc on a aussi
‘ F' (%) = f (x)

pour toutes les valeurs considérées de x.

La conclusion réciproque est d’un caractére trivial; en effet,
toute dérivée exacte f(x) est majorée par la dérivée exacte
F(x)-F1. Nous sommes donc amenés a la proposition suivante
qui offre une résolution compléte du probléme posé:

Théoreme'). Pour qu'une fonction f(x) qui est, en fout
point d'un certain intervalle, la dérivée asymptotique d'une
autre fonction soit, en tout point de l'intervalle considéré, la
dérivée ordinaive de cette-méme fonction, il faut et il suffit
que f(x) puisse étre majorée par une dérivée exacte, c'est-a-
dire par une fonction qui est, en tout point de lintervalle donné,
la dérivée ordinaire d’une autre fonction. '

En particulier, les conditions du théoréme sont remplies pour
une dérivée asymptotique bornée (méme unilatéralement).

5. Le second probléme que nous allons ‘nous poser sera
la démonstration du théoréme de Rolle pour la dérivée asym-
ptotique.

Dans le cas ol fonction primitive est continue, les méthodes
classiques offrent aisément cette démonstration. Mais la notion
de dérivée asymptotique étant étroitement liée avec la théorie
de la mesure de M. Lebesgue, il semble intéressant de traiter le
cas d'une primitive mesurable quelconque. C'est pourquoi nous
allons entreprendre une étude assez laborieuse afin de parvenir
a la proposition générale suivante:

Théoreme (de Rolle). Soit f(x) une fonction mesurable
dans ['intervalle [0,1], asymptotiquement dérivable en tout point
de cet intervalle, et soit f(O)=f (1)=0. Alors il existe entre
0 et 1 un point ¢ ol la dérivée asymptotique de f (%) est nulle®).

Nous allons donner pour ce théoréme une preuve directe,
en indiquant un procédé de construction qui conduira sans au-
cune ambiguité au point cherché. ‘

1) J'ai indiqué ce théoréme sans démonstration dans ma note ,Sur
la dédvivation asymptotique”, Comptes Rendus t 164, p. 142, 1917.
2) poir la note précédente.


Yakuza


244 A. Khintchine:

Faisons quelques remarques préliminaires.

On peut supposer que, dans tout intervalle intérieur au
domaine [0,1], la fonction f(x) soit non-bornée; ou bien, lors-
qu'elle est bornée, quelle ne prenne ses valeurs extrémes qu'aux
extrémités de l'intervalle au plus; en effet, dans le cas contraire
la démonstration devient triviale, se réduisant encore au raison-
nement classique. Pour la méme raison, il est permis de supposer

que les racines de I'équation f(x)==q forment, quel que soit g,

un ensemble de mesure nulle au plus dans le domaine [0, 1].
Nous désignerons par M(z,x,) la borne supérieure des
valeurs de f(x) dans lintervalle [x,, %], en écrivant

M (xp Xz) = + oo

dans le cas ol f(x) n’est pas bornée supérieurement dans l'inter-
valle [x, x,]. Soient E(f<CA), E(f==A4) et E(f>> A) les ensem-
bles des points ot la valeur de f(x) est respectivement <<, == oy =
que la quantité constante A. Nous désignons par m (¢, % 4) la
densité¢ moyenne de I'ensemble E(f>4) dans lintervalle [x,,x,].
Pour x, et A fixes, la quantité m (x,, x, A) devient une fonction
de x; cette fonction est continue sauf, peut-étre, pour x == x; nous
désignerons par | (xy, £, A) sa borne supérieure pour x, << x < x,").
On a, quels que soient x, x, et 4,

O‘<m(x1u’€2y44)<1
0< P‘(xv XQ’A)’~<~.: 1.

6. Lemme I. Pour x, et x, fizes, p.(xy, %, A) est une fonc~
tion continue de A, sauf, peut-étre, pour la valeur A== f(x,).

En effet, soient ¢>>0 quelconque et 4==f (x,)-

La fonction f(x) admettant par hypothése une dérivée
asymptotique en x;, il existe un nombre positif & et un point ¢
de lintervalle [£;, x,] tel que, pour tout point »' compris entre
%, et & la densité moyenne de E(|f— A|<8) soit inférieure
a e'dans lintervalle [x,, ’]. D'autre part, dés que le point & est
fixé, on peut affirmer l'existence d'un >0 tel que la mesure
de E(|f—A|<0) dans lintervalle [, x,] soit plus petite que
|2,—&|"5; c'est une conséquence de I'hypothdse faite ~ur l'en-
semble des racines de I'équation f(x)==A.

) on a supposé x; < x, pour fixer les idées.

2T
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Soit /A 4 un acroissement arbitraire de la quantité 4, infé-
rieur en valeur absolue au plus petit des deux nombres & et o,
et soit 7 un point arbitraire de l'intervalle [x,, £,].

Supposons, en premier lieu, que 7 soit situé entre x, et &
la densité moyenne de EGf—A|<<|AA|) dans Pintervalle
(,,0) est inférieure, ou égale, & celle de E(|f—A|<<8), donc
inférieure 4 &, D’autre part, il est évident qu'elle ne peut pas
étre plus petite que

lm(xp"?»A”Jf'AA)""'m(Xp'q:A)‘; @®

done, cette derniére quantité doit étre inférieure a e.

Dans le cas ol 7 est situé entre § et x, (limites comprises),
la quantité (8) ne peut pas encore surpasser la densité moyenne
de E(|f—A|<=| A A]) dans lintervalle [x;,n], et celle-ci est
au plus égale & la densité moyenne de E(|f—A|<<c) dans le
méme intervalle. Or, cette derniére densité est inférieure & &; en
effet, la mesure de E(|f— A|<<o) dans lintervalle [x;,7] est
plus petite que |x,—&|-¢, et la longueur de cet intervalle sur-
passe | x; — &/ :

Donc, dans tous les cas, la quantité (8) est plus petite que
e, d'ol 'on conclut aisément que l'on doit avoir

ll"(xltxz’A'FAA)""P«(Xl,XZ,A)\<a

sous la seule condition que | A A] soit suffisamment petit, ce qui

démontre le lemme.
7. Lemme ll. On a, x, et x, étant fixes,

l’* (Xj, Xz, A) — O pour A i M(le xz),

sauf, peut-étre, dans le cas ol
f‘(Xi) = M(Xp Xz).
En effet, soient ¢ un nombre positif quelconque et 4, un
nombre arbitraire tel que
fle) <4 < M(xy xy)-
La fonction f(x) étant par hypothése dérivable en & au
sens asymptotique, il existe entre x; et x, un point § tel que

m (xy % A) <& pour x<x<H
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. D’autre‘ part, § restant fixe, on peut affirmer l'existence
d’une quantité A4, inférieure & M(x,,x,) et telle que la mesure
de Tensemble E (f> A;) dans lintervalle [x,,x,) soit plus petite
que |x;—¢&

Soit x un point quelconque de lintervalle [#,, x,), et soit
A un nombre remplissant les inégalités

R

: Al’ Az << A < M(Xlg XZ)-

On supposera en premier lieu que x soit situé entre X, et &
alors on aura

m (&), %, A) < 1 (xyy , A) < 55
en second lieu, lorsque x est compris entre & et X5 On trouve

m (Xp 5 A4)<m ("’1! X, Az) < e,

d’aprés la définition méme de A,
On a donc, quel que soit x dans I'intervalle [x) ,],

‘m (le X, A) < =
. d’ou

t (Xp Xy A) <e

sous la seule condition que A soit assez voisin de M (x, x,)
- (assez grand dans le cas oi M(xy, x,) =+ ). v
Le lemme se trouve ainsi démontré.
?. Je désignerai par fI1(x) la dérivée asymptotique de f(x)
. au point . En laissant de cdté le cas trivial ot I'on aurait iden-
tiquement f!! (x) =0, on peut supposer que

M(©0,1)>0,

car dans le cas contraire on remplacerait I'étude de f(x) par

celle de — f(x).

| Pour l;idée de la démonstration que nous avons en vue, la
;z'a eur de f111(0) est sans importance, Cest seulement pour rendre
e raisonnement plus uniforme que nous supposerons que

FH(0) > 0.
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Remarquons d'abord que cette hypothése est sans influence
pour la généralité du raisonnement. En effet, la fonction f (%),
étant asymptotiquement dérivable, elle prend nécessairement toutes
les valeurs intermédiaires entre deux quelconques de ses valeurs?);
done, elle doit prendre au moins deux fois toute valeur intermé-
diaire entre ses bornes supérieure et inférieure dans lintervalle

'[0,1]. Soit a un point tel que

f'(a)==0.
D'aprés ce qui a.été remarqué, il existe un point b distinct
de a et tel que
f(6) = (a).

Si I'on avait
F1(0) == fllI (1) =0,

il suffirait de remplacer lintervalle [0,1] par l'intervalle [a,b] et
la fonction f(x) par la fonction f(x)— f(a); on peut donc sup-
poser tout d’abord qu'une au moins des deux valeurs FU(0) et
FU(1) soit différente de zéro; on supposera pour fixer les idées
que ce soit f11(0) et que l'on ait

f1(0)=>0.
9. En vertu de la derniére hypothése, on a
%.(0,1,0)==1;
d'autre part, en vertu du lemme Il (2°7) on sait que
1.(0,1,4)—0 pour A—M(0,1),
la fonction 11 (0,1, A) étant continue pour toutes les valewts po-
sitives de 4, en vertu du lemme I (n°6). Soit A, le plus grand
nombre positif satisfaisant & la condition
" (0,1,A1)m%—. ©)
En vertu de f(0)=0 on a, pour x assez petit,

1
m (Ov Xy A1) < "Z"

1) Voir; Denjoy, Sur les fonctions ddrivdes sommables, Bulletin
de la Soc. Math, de France, 1915.
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D’autre part, la condition f(1)==0 nous donne, pour
suffisamment petit,

1
m(1—p,1, A1) s 4 ;
on a aussi, d'aprés la définition de la fonction p, comme con-
séquence de (9)
m(01—5A4)< -

Les deux derniéres inégalités nous donnent
m (0,1, 4,) <. (10)

Donc, la fonction continue de %
m (0, %, 4)

valle [0,1]; soit %, la plus grande valeur de x telle que

1
m (0, x,, 4,) = e

Nous allons étudier la fonction f(x) au voisinage de X,
On s'assure d'abord aisément que la relation

fx)<<4,

est impossible; en effet, le raisonnement qui nous a conduit a (10),
nous donnerait dans ce cas

1
m (0, Xp Al) < 4

contrairement a la définition de «,.
Mais si 'on avait

f(x']) = Ap

on pourrait assigner & droite de x; un point x tel que

1
m (Xl, X’ Al) :3’ "'4",
ce qui donnerait, en vertu de

m (0: xI’Al) e Z ,
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la relation
m (0,2 4)> ¢
ce qui est contraire & (9).

On a donc nécessairement

f("ﬁ) =4,

Etudions la valeur de fI!/(x,). Si l'on avait F1 () =0, le
théoréme serait démontré. Le cas f1!(x,)>>0 est impossible; on
g'en assure par la méme voie qui nous a prouvé l'impossibilité
de I'hypothése f(x,) = A,

Dans le seul cas qui nous reste & étudier, lintervalle [0, x]
est donc assujetti aux conditions suivantes:

10 f (0) == 0 f(xl) m Al;
20 () > 05 f11 (i) < 03
1
3% pour x<C %, m(0,% 4,)< e
10. D’aprés les propriétés indiquées de l'intervalle [0, £},

cet intervalle contient un point @, parfaitement déterminé par les

conditions suivantes:

3
1) pour ay<<x<<x, ona m(xx,A)>73

2) quel que soit ¢ >0, il existe un nombre positif £ tel que

3
a—s<b<ay et m(x,&A) <G

On a évidemment 5
f(al) ‘é Ap m (ap X1y Al) == “;1“- (11)

Nous allons montrer que
1
Xy < o *

En effet, dans le cas contraire le rapport de la mesure de
E(f> A,) dans l'intervalle [a;, %] & la longueur de cet intervalle
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serait - o
‘ mes[E(f> 4,), (0, x
m (ay £y, 4y) < f=A0, 0, %)
]‘71““X1I ‘
1 M 1 .
= x, T &
—si T
a, — X 1
1 1 _2 X,

ce qui est contraire a (11).
Dans tout ce qui suit, nous ne quitterons plus l'intervalle
[a> x,].
11. 1l résulte de 1° et 20 que
w (xp ay A =1.

En vertu des lemmes I et II, (%, a;, 4) est une fonction
continue de 4 pour 4> A4,, tendant vers zéro pour 4 — M (x;, a,).
Il existe donc un nombre déterminé 4, 4, tel que

1
i (xp ay, Az) = 'y

e (xp ayy A) < }1_ pour A> AQ.
Comme auparavant, on s'assure aisément que
1
m (Xp X Az) < i

pour x suffisamment voisin de «x,; d'autre part, la relation

fla) <4,<4,
nous donne sans peine '
: 1
4 .
Ces deux relations nous montrent qu'il existe entre x, et a,
des points x satisfaisant & la condition

m (%, ay, 4;) <

1
am (xlg X, AQ) = "Z’a

Soit x,celui de ces points qui est le plus voisin de a,,
Tout analoguement au cas précédent, on s'assure que
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f(xz) == Ly fu (xz) >0,

et dans la derniére relation il ne reste 4 examiner que le cas
de l'inégalité. ‘

D’autre part, x, étant situé entre g, et x;, on aen vertu de 1)
.3
m(x, 2, A) 5> T pour % Cx<x,.

On peut donc moncer les résultats établis au sujet de I'in-
tervalle [x;,x,] de la maniére suivante:

1. flx) =4y fle)=48,>A4;
2. f(x) <0, fV(x)>0;

3, Pour x situé entre x, et x,
3 < 1.
m (xh X, Al) > ":l'p m (Xl, X AZ) = »—4—-,
1
4. y—xnl< “Q“'|-’€1'-‘0|.

12. Nous continuerons indéfiniment le procédé envisagé.
Tout intervalle (x,_, x,) fait partie de lintervalle (x, 5 x,) et
jouit des quatre propriétés suivantes:

161, f(xnml)mAnn—l’ f(xn)#An;
20—, flll (g, ,)>0, fil(x,)<0;
(ou réciproquement, selon que n est impair ou pair);

: 3 1
m (Xn....p Xy An-—l) >"Z" m (xn»—-l’ Xy An) < »Z

pour x situé entre x, , et x,.

1
40D, | iy Ky | < | ey Faal-
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En vertu de la dernidre propriété, les intervalles (x, %),
n==1,2,8,..., =0, ont un seul point commun que nous dé-
signerons par c. Nous allons maintenant démontrer que

FfM(e) =0,

ce qui achévera la démonstration du théoréme de Rolle.

13. I. En premier lieu, la propriété 3= conduit a la pro-
position suivante: quelque petit que soit >0 et quelque grand
que soit 'entier positif N, il existe un entier positif n = N et un
intervalle [c,x] de longueur inférieure & z, dont ¢ est Uextrémité
droite ou gauche a l'arbitraire et tel que la densité moycnne de

I'ensemble E{4,-:f - An_,,‘l} soit plus grande que é dans cet
intervalle.

o Il. Maintenant je dis que, pour n infini, 4, tend vers une
limite positive 2 et que

Fle) .
En effet, en vertu de A4, A4,_,, on a toujours
Li?mA":q,

o pouvant se réduire & --co. Nous allons montrer que I'hypo-
thése f(c) ==« (donc en particulier I'hypothése o ==} ~J) conduit
a une contradiction. Admettons cette hypothése. La fonction
f(x) étant asymptotiquement dérivable au point ¢, la densité
moyenne de E(|f(x)— f(c)! ™) dans un intervalle ayant ¢ pour

extrémité devient plus petite que ‘11, quel que soit == 0, quand

I'intervalle est suffisamment petit. En choisissant : de fagon que

o soit en dehors de lintervalle [f(c)—-z,f(c)--¢], on obtient
une contradiction avec la proposition I.

. f(c) ne peut pas &tre positive; sinon, pour un inter-
valle assez petit [c,d] ayant ¢ pour extrémité gauche on aurait

m(c,a’,a)?‘»é,
ce qui est en contradiction avec I,

. IV. On démontre tout analoguement que I'inégalité filie) 0
est impossible.
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V. On a done nécessairement
/l1] (C) =0,

et le théordme de Rolle est démontré.

14, 1l est inutile d'énoncer les conséquences nombreuses
de ce résultat. Il suffit de remarquer que le théoréme des accrosi-
sements finis (théoréme de Lagrange) en est une conséquence
immédiate; en particulier, le théoréme suivant nous était déja
utile: si la fonction mesurable f(x) est asymptotiquement dérivable
en tout point d'un certain intervalle et si cet intervalle contient
deux points x, et x, tels que

Fo=f ) _o

Xy Xy

il existe entre x, et &, un point ¢ tel que
Fll(e) <0,
15, Pour le cas des fonctions qui ne sont asymptotique-

ment dérivables que presque partout dans un certain intervalle,
nous allons nous borner & un seul probléme: établir le critére

 caractéristique pour la structure d’une fonction dont la dérivée

asymptotique existe presque partout dans un intervalle.
Supposons que la fonction mesurable f(x) admette une dé-

rivée asymptotique f!l (x) presque partout dans un intervalle [a, b).
Désignons par E,, V'ensemble des points x de lintervalle
[a,b] tels que, pour tout intervalle contenu dans [a, b], ayant une

1 .
extrémité au point & et la longueur é;, la densité moyenne

dans cet intervalle des points ¢ satisfaisant & I'inégalité

O —flo) | <mlt—xl,

3
surpasse le nombre - i
On a évidemment, pour tout m, &, Enia eb si 'on né-

glige V'ensemble de mesure nulle, on a: [a,b]——-:}l]Em. 11 existe

done, pour chaque s=>0, un ensemble Emo ne différant de [a;5)
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que par un ensemble de mesure \<»§—. L’ensemble E,, étant

mesurable, il existe également un ensemble parfait n(CE_ et
o

coincidant avec l'intervalle [a, 5] 4 un ensemble de mesure < ¢ prés.
Soient maintenant x <<y deux points de I'ensemble x tels que

1

< 5
<
my

|~y

Ces deux ;foints appartenant, par conséquent, & I'ensemble
E’"o’ on peut affirmer, en tenant compte de la définition de E,,
0

l'eﬁxist‘ence d’un, point ¢ dans l'intervalle (x,y) satisfaisant, & la
fois, & deux inégalités:

FO—F@ I <m(t—x), et [F()— f(y) | < m(y—1),

d’ott évidemment:

(12) [ £(5) — £ ()| S imo |y — ], lorsque x,yem et: |y— x| <L .
. m

' )
Désignons maintenant par f(x) la fonction continue dans

[a,b], identique a f(x) aux points de = et lindaire dans les in-
- tervalles contigus a . '

En vertu de (12) la fonction f(x) ainsi définie est évidem-
ment & variation bornée, et méme absolument continue (elle sa-
tisfait méme & la condition de Lipschitz), et ne différe de fx)
qu'aux points formant un.ensemble de mesure <.

; o . -
‘ D une maniére inverse, supposons qu'une telle fonction flx),
4 variation bornée, existe. Soit x, un point tel que

' 10 f’, (o) existe; 20 f (f") == f(zo); 3° &, est un point prin-
cipal de I'ensemble E(f=7F). Il est évident que fI(xy) existe

et que
FU (x0) =" (xo)-

Qr, on voit d’aprés le précédent que la mesure de I'ensemble
des pomts"tels que x, est aussi voisine que I'on veut de la lon-
gueur de lmytervalle [a,b]. Donc, f(x) est asymptotiquement dé-
rivable presque partout dans l'intervalle [a, ). Nous avons donc
démontré la proposition suivante.

. Théorém?. Pour qu'une fonction mesurable soit asympto-
tiquement dérivable presque partout dans un certain intervalle,
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il faut et il suffit qu'elle coincide dans cet intervalle avec une
fonction continue & variation bornée (absolument continue), & un
ensemble de mesure arbitraivement petite preés.

16. On peut donner au critére caractéristique trouvé une
autre forme -se prétant d'une fagon plus commode i quelques
applications et faisant voir quelques rapports entre la théorie de
la dérivation asymptotique et la théorie de l'intégrale de M. Denjoy.

Nous dirons que la fonction mesurable f(x) est absolument
continue dans un ensemble mesurable E lorsque la somme des
oscillations de f(x) dans un systéme d'intervalles en nombre fini
et sans points communs tend uniformément dans tout lintervalle
donné vers zéro avec la somme des longueurs de ces intervalles,
& condition qu'on ne tient compte que des valeurs de f(x) aux
points de l'ensemble E.

On dira que f(x) est, dans un intervalle [a,b], absolument
continue & un ensemble de mesure arbitrairement petite prés,
lorsque, quelque petit que soit s=0, il existe dans l'intervalle
[a,b] un ensemble parfait P tel que

mes P> |b—a|—¢

et que f(x) est absolument continue dans P.

Théoréme. Pour qu'une fonction mesuvable soit asympto-
tiquement dérivable presque partout dans un certain intervalle,
il faut et il suffit qu'elle soit dans cet intervalle absolument
continue & un ensemble de mesure arbitrairement petite prés 3.

En effet, une fonction absolument continue a un en-
semble de mesure arbitrairement petite prés coincide, 2 un en-
semble de mesure arbitrairement petite prés, avec ung fonction
continue & variation bornée et admet par suite presque partout
une dérivée asymptotique, en vertu du théoréme démontré dans
le numéro précédent. En effet, on s'assure aisément que lors-
qu'une fonction f(x) est absolument continue dans un ensemble
parfait P, la fonction continue égale & f (%) dans P et linéaire
dans les intervalles contigus de P sera i variation bornée (et
méme absolument continue) dans l'intervalle total ®).

1) J'ai démontré ce théordme dans ma note »Sur la dérivation asym-
ptotiqua’”, Gomptas Rendus 1917, t. 164, p. 142. La démonstration du texte
8t beaucoup plus simple. _

% Pour les détails voir ma Note .Sur le procédd d'intégration de
M. Denjoy", Recugll mathématiqua de la soc. math. de Moscou, 7918 (en russe).
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La réciproque est évidemment contenue dans I’énoncé du
No. précédent.

Le théoréme est donc démontré.

On peut aussi dire que la condition nécessaire et suffisante

pour la dérivabilité asymptotique d'une fonction mesurable pres-

que partout dans un certain intervalle consiste en ce que cet
-intervalle puisse étre partagé en une infinité dénombrable
d’ensembles mesurables dont le premier soit de mesure nulle et
que f(x) soit absolument continue dans chacun des autres.

Dans ma note derniérement citée {’ai démontré que I'absence
du premier ensemble (de mesure nulle) est une condition néces-
saire et suffisante pour que f(x) soit, par rapport & sa dérivée
asymptotique, l'intégrale indéfinie obtenue par la méthode de
M. Denjoy.

§ 4. Recherches ultérieures.

1. La notion classique de dérivée est fondée sur la notion
de limite. Il en découle que toute généralisation de la notion de
limite nous offre une méthode généralisée de dérivation. Et nous
avons vu en effet que la méthode de M. Borel et celle de dé-
rivation asymptotique — les plus importantes connues jusqu'au-
jourd’hui — étaient fondées sur des généralisations simples de la
notion de limite; c'est la méthode des moyennes arithmétiques
qui est le fondement de la méthode de M. Borel, tandis que pour
la dérivation asymptotique la base est le principe de négliger
les ensembles de densité nulle dans I'évaluation des limites de
fonctions d’un paramétre continu. Dans les deux cas, la géné~
ralisation “de I'idée de limite est telle qu'on doit I'appliquer & cha-
que point séparément. Or, une dérivée est toujours une fonction,
et le passage & la limite qui y améne est appliqué & une fonc~
tion de deux variables qui tend vers une fonction d’une seule
variable lorsque I'autre variable indépendante tend vers une limite
déterminée. On a, par exemple, dans le cas classique,

F () = };":(l) &Kb% — f(x)

Une conséquence de ce fait est que, outre les méthodes
de sommation qui généralisent la notion de limite pour un
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seul point (une seule valeur de k), toute généralisation de la
notion de convergence d'une série de fonctions peut servir de
base pour une généralisation de la notion de dérivée. En parti-
culier, nous allons traiter une telle généralisation, considérée par
M. F. Riesz') et appelée ,convergence en mesure”.

2, On dira que la fonction f(x) est dans un certain inter-
valle la dérivée générale d'une autre fonction F(x) lorsque, quel
que soit &> 0, la mesure de I'ensemble

o |eEH=E 9 >)

dans l'intervalle considéré tend vers zéro avec p; cette définition
n’a aucun sens pour un point considéré & part; en effet,
en modifiant d'une fagon absolument arbitraire les valeurs de
f(x) dans un ensemble quelconque de mesure nulle, on obtient
évidemment une fonction que I'on est obligé appeler encore une
dérivée générale de F(x). On peut dire que la dérivée générale
d’une fonction donnée n'est définie qu'a un ensemble arbitraire
de mesure nulle prés. ‘

Les propriétés bien connues de la convergence en mesure ®)
montrent que toute fonction qui est presque partout dans un
intervalle la dérivée ordinaire d'une autre fonction, est aussi une
dérivée générale de la méme fonction dans l'intervalle considéré.

D'autre part, la dérivée générale est définie d’une maniére
unique (en négligeant les ensembles de mesure nulle). En effet,
si deux fonctions - f, (x) et f,(x) sont différentes dans un en-
semble de mesure non nulle, il existe un ¢>>0 tel que

mes E(| fy— f| =€) >0.

Les mesures des ensembles

E } ( ﬂfj"-bb):fm("-—) — f(%)

L
7)

1) Comptes Randus de I'Ac. das So. de Paris, t. 148, p, 1303, 1999.
%) Voir par ex. le cours d’analyse de M. Dela Vallée Poussin,

t, I, troisidme ddition, 1915.

17
Fundamenta Mathemations 1X,
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et

p(|PatB=re_

=L
>3 )

ne peuvent donc pas étre a la fois infiniment petites avec .

8. La méthode de dérivation que nous venons de définir
est basée sur la théorie de la mesure de M. Lebesgue; il parait
do.nc intéressant de la comparer avec la méthode asymptotique
qui a le méme fondement; cette comparaison nous montrera que
c’est la méthode nouvelle qui est plus puissante.

Spit E un ensemble mesurable quelconque. Un point x
sera dit appartenir a4 I'ensemble E,, b étant un nombre quelcon-
que, lorsque le point x— 4 appartient a 'ensemble E. L’ensemble
E, est donc le méme ensemble E sur lequel on a effectué un dé-
placement caractérisé par le nombre 5.

Lemme. Soit E un ensemble de points formant un syste-

7. .
me d'intervalles sans points communs (en nombre fini ou dé-
nombrable), on «a

II’E mes (£ - E,) = mes E.

En effet, soit & un nombre positif quelconque. Je désignerai par
By Bypeens Bpne

les inte{valles formant I'ensemble E et les longueurs respectives
de ces intervalles. Soit N un entier positif tel que

o0

8 <+

et b un nombre positif inférieur a ij\_f'

L’ensemble E-}-E,
y « est contenu dans les troi
d'intervalles suivantes: rols systémes

1) 3,800,

'2) Les N intervalles de lon
; gueur h ayant pour extrémi
gauches les extrémités droites des intervalles P e

81y 8yreee By,
3) Les intervalles pnn A

8%’1-?#1’ 35@}«2! veny 55\% Jr e
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ol lintervalle 39 est défini par la condition que & appartienne
4 8P lorsque x—p appartient & J,

Le premier systéme constitue I'ensemble Z.

La longueur totale des intervalles du second systéme est

au plus égale & N .b<,_%.; enfin, celle des intervalles du troisiéme

g
2w <
£

mes (E--E,) <<mesE ¢,

gystéme est

on a donc

ce qui démontre le lemme, puisque le cas d'un p négatif peut
8tre traité de la méme maniére.
Corollalre. Pour un ensemble parfait P, on a

mes (P, P,) — mes P pour b—0.

Pour la démonstration, on applique le lemme que nous ve-
nons de prouver, aux ensembles complémentaires.

4. Théoréme. Si la fonction mesurable f(x) admet une
dérivée asymptotique presque partout dans un certain intervalle,
elle admet aussi dans cet intervalle une dérivéeigéndrale, et les
deux dérivées sont dgales & un ensemble arbitraire de mesure

nulle prés, . o
Soient en effet 3 et 7 deux nombres positifs arbitraires.

D'aprés ce que nous sayons (§ 3, n® 15), il existe une fonction
continue & variation bornée ¢ (x) telle qu'on a

fl@)=1(x)

en tout point d'un ensemble parfait P dont la mesure d'iffére
aussi peu que l'on veut, de la longueur de Pintervalle considéré;
nous supposerons que cette différence soit inférieure & 1. Cette
fonction ¢ (x) est dérivable au sens ordinaire presque partout
dans lintervalle donné et admet par suite dans cet intervalle une
dérivée générale qui est évidemment égale a fUl(x) presque

partout dans- P.
Or, posons

o (x)= f (x) — ¢ ().


Yakuza


icm

260 A. Khintchine: -

Nous aurons

flx+b)—fx) __o(x+b)—o(x) L eth = (0,
b b b ’
par suite, la mesure de l'ensemble

/(x+b;—f(x) __f[1j (X)

E=E(

>2 s)
ne peut pas surpasser la somme des mesures des deux ensembles

E,= E( &(ﬁj"_ﬁg_:ﬂé},_fm (%) | > @)

— rf|btb) —1¢ ()
B b

::w).

Pour p—0, la limite supérieure de mes E, est inférieure ou
égale a4 7, puisque f!)(x) coincide avec la dérivée générale de
¢ (x) presque partout dans P. D’autre part, on a

$(eFh) = (x)=0

pour tout point x faisant partie a la fois des deux ensembles
P et P,. D'aprés le corollaire du n°3, il en découle que la limite
supérieure de mesE, pour p—0 est inférieure ou égale a 1.
Celle de mesE est donc au plus égale i 27, ce qui démontre le
théoréme, puisque 7 et ¢ sont arbitraires et indépendants 1'un
de l'autre. '

5. Nous allons maintenant montrer que la méthode nou-
_velle est plus puissante que la méthode asymptotique. A ce but,
‘nous définirons une fonction mesurable dont la dérivée générale
dans lintervalle [0,1] sera nulle et qui sera dépourvue de déri-
-vée asymptotique presque partout dans le méme intervalle.

1%  Définition de la fonction f, ().

On pose.

1 1
fl(x)r—"—*z« pour 0 x <<

2
et

fi (&) =~ ; pour -%* << x 1.

2% Definition de la fonction f,(x).
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On partage le premier intervalle ou f,(x) est constante

(Uintervalle [0, ;]) en un nombre pair de parties égales de ma-

niére que la longueur de chaque partie soit inférieure a —_1; de

la longueur du plus petit intervalle de subdivision qu’on a con-
struit jusqu'd ce moment (il suffit de prendre quatre parties); soit
¢ la longueur d'une telle partie. On pose dans ces parties alter-
nativement, en allant de gauche & droite,

folx)=—20 et f,(x)=-8.
Ensuite, on partage l'autre intervalle ol f,(x) est constante

(lintervalle [ 12,1]) en un nombre pair de parties égales de ma-

niére que chaque partie ait une longueur inférieure a —tl-f de la

longueur du plus petit intervalle de subdivision défini jusqu'ici
@il suffit de prendre 18 parties). Soit de nouveau & la longueur
d'une partie obtenue, on posera dans ces parties alternativement,
en allant toujours de gauche a droite,

folx)=—28 et f(x)=-2

3% Définition de la fonction fy(x). '

Le premier (en ‘comptant toujours de gauche a droite) des
intervalles ol f,(x) est constante doit &tre partagé en un nomb.re
pair de parties égales de fagon que chaque partie soit plus petite
que ; de la longueur du plus ‘petit intervalle ‘de subdivision
qu'on a construit jusqu'a ce moment; on pose dans les parties
ainsi obtenues alternativement C

foly=—0 et fi()=+3

3 désignant de nouveau la longueur d’une quelconque des par-

ties obtenues. o
Ensuite, on partage le second (de gauche & droite) inter-

valle d'invariabilité de f,(x) en un nombre pair de parties égales

. , 1
de sorte que chaque partie soit plus petite que ¢ de la longueur

du plus petit intervalle de subdivision obtenu jusqu'ici. On pose
alternativement dans les parties nouvelles
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fale)="—03 et fy(x)="113,

& ayant une signification nouvelle aisée a2 comprendre
Et ainsi de suite.

n®.  Définition de la fonction f,(x).
Pour la fonction f,_, (x), le domaine [0,1] est partagé en

un certain nombre de parties dans chacune desquelles cette fone-
tion reste constante.

On partage le premier (toujours de gauche & droite) de ces
intervalles en un nombre pair de parties égales de sorte que la

longueur § d’une quelconque de ces parties soit inférieure A-l» de

la longueur du plus petit intervalle de subdivision construit jus-
qu’a ce moment, p étant Ventier dont est venu le tour d’aprés

- la loi simple, claire par les définitions précédentes. On pose dans
' ces parties alternativement

fol)=—5 et f,(x)=-F5

on passe ensuite au second intervalle d'invariabilité de fry ().
Et ainsi de suite.

Pour les points de subdivision, on posera

file)=0 (i=1,2,...).

On a évidemment

s | <5 0] (6=1,2,3,..),
donc la série

Fr e+ fy (o) oo £ () -+

converge absolument et uniformément dans l'intervalle [0,1] et
définit par suite une fonction de premiére classe d'aprés la clas-
sification de M. Baire que nous désignerons par f(x). Cette fon-

ction satisfait, comme nous allons montrer, & toutes les conditions
du probléme.

6. Soient
81) az’tun) 6,1,.“

toutes les longueurs des différents intervalles de subdivision dont
on a parlé dans le n%5, rangées par ordre de grandeur, On a
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évidemment

p<ty, <

PR (i=2, ?';- .):

1
Soit ¢>>0 quelconque et # un entier positif plus grand que —.

Pour la définition de la fonction f(x), on avait une fois partag.é
le dernier (de gauche a droite) intervalle de longueur 8; soit

'8, (n>1) la longueur des intervalles partiels correspondants, et

soit b un nombre tel que
|b| <8,
On définira un entier positif k& par les conditions
St = | b 2 By

et 'on aura évidemment k2> n.
Les intervalles de longueur, 8, , correspondent & une cer-
taine fonction f, (x), pour la définition de laquelle ils ont été

construits. ' .
Désignons, en comptant de gauche a droite, les intervalles

ou f,(x) est constante par |
I (12)

Nous allons négliger les intervalles de longueur Beir et D
Pour définir f,(x), on a obtenu ces intervalles par la subdivision
de deux intervalles de longueur certainement inférieure a

1
5,<5<s

la somme de leurs longueurs est donc inférieure & 2e.
C.onsidérons ceux des intervalles (12) qui sont situés él_gau-
che des intervalles de longueur 8, dans c:haque de cos mzar-
valles nous négligerons les points dont la dlsttanc.e de 1 une des
extrémités. de lintervalle en question est inférieure a lb_il;éo:
néglige de cette maniére, dans chaque intervalle A, considére,

deux intervalles de longueur |pl; or, on a

A A A, .
mm<2%¢<%i3<m4<m~<%%

n n


Yakuza


264 A. Khintchine:

la somme des longueurs de tous ces intervalles négligés est donc

inférieure a

252A,<2e.

Pour tout point x conservé dans un des A, du type consi-

déré, on a évidemment
file+b)—f(x)=0 (i=1,2,3,...,m).

D'autre part, chacune des deux quantités |f,.,;(x—5p)]| et
| fngr (%) | est au plus égale. a la longueur du plus grand inter-
valle d'invariabilité de la fonction f, |, (x), donc au plus égale &

s 5
Bk-}-:i <ic“€*’—'f’?“3" < "%t? <Ce 3,‘_‘“2 <s|p|Y);
en vertu de
|fm+l+1 (2| “{a‘%’ lfm+4 (%) |s
it D) S 5 | fss G5
on a done
o 1,1
%fmw(x—’rb)a<slb|(1+~2"+'Z-+"-)==23lbl,
3 1,1
S nia)| < o181 (14 Job o) =201,

et par suite

{f(x—i-b)—f(x)

7};mm—m—»—f,(,\«) <4spl,

d'ot

‘f(x+b;——f(x) <4e,

1 s ‘ A}
. 1)1 Uj\e exception offre le cas ol 3j.tq serait la longueur du plus petit
intervalle ol f,, (x) est constante; dans ce cas la longueur des premiers in-

t T . \ »
ervalles d'invariance de fmta () serait B pi or, les intervalles de cette
longueur ont été négligds tout d’abord,
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Considérons maintenant, s'il en existe, ceux des intervalles
du systéme (12) qui sont situés & droite des intervalles de lon-
gueur 3, Ces intervalles constituent dans leur ensemble un ou
plusieurs intervalles d'invariance de la fonction f,_, (x); nous
désignerons ces derniers par :

d’“ dQ:uo,dF, (13)

en comptant toujours de gauche a droite. Dans chacun de ces
intervalles, nous négligerons les points dont la distance a une
extrémité de lintervalle est inférieure a |p|. Dans un intervalle
dy la totalité des points exclus forme deux intervalles dont la
gsomme des longueurs est

g, d,

T<2"{“<2Ed,;

. A

la somme des longueurs des intervalles exclus des différents in-
tervalles d, est donc inférieure &

28 )3 <2
Pour un point quelconque x non excly, on a évidemment

file b —fi()=0 (i=1,23....,m—1).

D’autre part, chacune des quantités |f, (x +b) et | fn (2]
est au plus égale & la longueur du plus grand intervalle d'inva-
riance de f, (x) inférieur au d, Cette longueur est

8. 3 .
6H,,3¢:k~~$2§<-—’553<ok+2'a< slbl;

on trouve donc analoguement au raisonnemement précédent

S a0 | <elpl (1 5+ 5+ )=2e18]

[Z=0]
2 fi () <elpl 14545+ ) =218

done

L)

\}]f,u»&mwmn(x)

(£}

g
ey

fxb)— f(x)| <4elbl;
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et par suite
[@ | g, (14)

fle4-b)—f(
b

L'inégalité (14) est remplie pour tous les x sauf les points
exclus qui forment un ensemble dont la mesure doit nous occuper
a présent. On a d'abord exclu les intervalles de longueur Byt
et 3,,, et.I'on a vu que la somme des longueurs de ces mter—
valles est inférieure a 2s. Ensuite on a supprimé de petits inter-
valles de longueur a lintérieure des intervalles A, et d,. La
somme des longueurs de ces intervalles a été inférieure & 4s. La
mesure de I'ensemble des points ot (14) tombe en défaut, est
donc en somme inférieure & 65, dans la seule condition que |} |
soit suffisamment petit.

Enfin, ¢ >0 étant quelconque, on en conclut que f(x) a une
dérivée générale identiquement nulle dans Pintervalle [0,1].

7. Nous allons maintenant démontrer que la fonction f(x)
est dépourvue de dérivée asymptotique presque partout dans
Pintervalle [0,1]. A ce but, remarquons d'abord que pour tout
point x de cet intervalle,a I'exception d’'un ensemble de mesure
nulle, la suite

£y R fo (Do (15)

contient une infinité de termes soit positifs, soit négatifs, comme
on s’assure par un raisonnement tout élémentaire. Appelons
intervalles extrémes ceux des intervalles d'invariance de f, (x)
qui ont une extrémité commune avec un intervalle d'invariance
de f, ,(x); alors le méme raisonnement é&lémentaire nous con-
duira a l'affirmation suivante: pour fout point x de lintervalle
[0,1] & I'exception d'un ensemble de mesure nulle, la sérvie (15)
contient une infinité de termes soit positifs, soit négatifs, le point
x tombant pour les fonctions correspondantes dans des inter-
valles non-extrémes,

Soit %y I'un de ces points; soit
un entier positif tel qu'on ait

(“7()) -0,

%o tombant dans un intervalle d'invariance non-extréme, et que la
plus grande longueur des intervalles d'invariance fo (%) soit plus

320 quelconque, et soit m
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petite que -g—— Désignons par 3, la longueur de lintervalle qui

contient x5 cet intervalle étant, par hypothése, non-extréme,
la longueur de lintervalle voisin & droite est encore §;
soient a et b les extrémités de cet intervalle, et soit x
un point quelconque de l'intervalle [a,5]. D’aprés la définition

de f,(x), on a
fm (XO) = ak: fm (X) == "f" Bk’
fm (X)—“fm(xO):zak'
D’autre part, on a évidemment

fi(®)—f,(£)) =0 pour, i=1,2,...,m—1

d'olt

Enfin, pour s>>1,

|fa+l (®)] < 4 V (1,
donc 1
|fm-—|~1 (XOH k’ Ifm-g-z(xo)l T k» .
'fm-H.(x)[ O |fm+2(x)‘ "%E e

En somme, on trouve

) — fleo) = D\ [£,(0) — £, (x0)] >

I=1

(ool — 2 fr () | = D frnpe (o) [ >

k=1 k=1
> [y () — (] = 28,5 (L5 00 =

—25,—%

,>/[/m(x)_fm

5>,

"Or, on a
X— x0<<28,

F=fe 1

X Xo
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Le résultat que nous venons d'obtenir peut &tre énoncé de
la maniére suivante: quelque petit que soit § >0, il existe & droite
de xy un intervalle [a,b] tel que:

1) b“—'Xo<3,

2) b——'a_>—~‘,12—-(b——‘xo)

X— X9

tervalle [a, b].
Par une voie tout a fait analogue, en considérant une fon-
ction f,(x) dont les intervalles d'invariance sont de longueur infé-

-%, & étant un point quelconque de l'in-

rieure 4 %, et telle que
fn (Xo) > 07

xo tombant encore dans un intervalle non-extréme, on parvien-
drait au résultat suivant: quelque petit que soit 8> 0, il existe
i droite de x, un intervalle [¢,d] tel que:

1) d"“Xo<a,

2) d—fc>/—21—(d~xo),

3) f(X)“‘f(Xo)< ___.3‘..

XX 2

linitervalle [c, d].

La comparaison des deux résultats nous montre que f(x)

n'est pas asymptotiquement dérivable au point x, ce qui dé-
montre notre affirmation.

y & étant un point quelconque de

8. La méthode nouvelle est donc essentiellement plus puis-
sante que toutes les méthodes considérées jusqu'ici. Il parait
donc intéressant de savoir s'il existe des fonctions mesurables
auxquelles cette méthode ne serait pas applicable.

On sait!) qu'une suite de fonctions mesurables qui con-
verge ,en mesure” vers une certaine fonction dans un intervalle
contient une suite convergente presque partout dans le méme
intervalle vers J]a méme fonction dans le sens ordinaire.

Ce théoréme subsiste pour le cas o le paramétre varie
d'une fagon continue. En particulier, pour la dérivation on a le

1) Voir p. ex. Lalesco, Introduction @ la théoria des dquations
intégrales, Paris 1912.
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théoréme suivent: lorsque la fonction mesurable F(x) admet
dans un intervalle [a,b] une dérivée générale f(x), il existe
une suite décroissante de nombres positifs

by>b=>=>bh,>:->0 (16)
telle que b,— 0 pour n— oo et que

F(x+b,) — F(x)
by

dans lintervalle [a, b

Pmsqlge ﬁiit:r?étme peut donner lieu & une généralisation nouvelle
de la notion de dérivée; on peut, en effet, consi-d.érer f ("f) comme
une dérivée généralisée de F(x) dans la condmor’l de lex's.tence
d'une suite telle que (16). Il faudrait alors t.Ol:lt d’abord traiter la
question de l'unicité de la dérivée ainsi définie. o

Ce que nous savons, c'est que cette {néthode doit étre
applicable & toute fonction admettant une dérivée gé'néral?.

Or, nous allons construire une fc?nctlon f(x) qui est mattf-
quable par cette méthode; d’une maniére plus p'réc1se,.n01fs .de:-
montrerons la proposition suivante: quelle que soit la suite infinie

— f(x) pour n-—co

b1>b2>"'>bn>"'>0’ (b, — 0 pour n—c°],
fo auofient Flat b)— ()
/8

est, presque parvtout dans lintervalle [0,1], dépourvu de limite

déterminde pour n— . '
Il en découle évidemment que f(x) ne saurait pas admettre

une dérivée générale dans l'intervalle [0,1].
9. Soit donc

a, (4) a (x az;,_(f)_

)
f(x)z:_-a—‘z——- §T+"'+"’22n —I—"'s

ob a,(x) désigne le n-iéme chiffre du développement de x en
n . . . -
une fraction dyadique infinie, et soit

b1>bz>"'>bn>"'>0, b,— 0 pour n — oo
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‘ A tout entier positif i faisons correspondre un autre entier
positif défini par les inégalités

1 1
ToRn; >b> 2 Q)

Un raisonnement tout élémentaire nous démontrerait aisément
les affirmations suivantes.

1) Les relations

ay, () =0, @y, ; (x)=1 (17)

sont, presque partout dans I'intervalle [0,1], simultanément rem-
plies pour une infinit¢ de valeurs de .

2) Les relations
Dongt2 (¢) =1,
ay,, 11 () =1,
2n 41 _ (1 8)
ay, (*)=1,

aznk-—l (X) = 0

sont, presque partout dans le méme intervalle, remplies une in-

finité de fois simultanément.

Soit x# un point pour lequel chacun des systémes de rela-
tions (17) et (18) est rempli une infinité de fois (les points tels
que x forment un ensemble dont la mesure est égale & I'unité).

Soit, en premier lieu, le systéme (17) rempli pour I'entier
positif /. En vertu de

a, (X) a, (X) 2"!“1 (‘V)

azn, (X) a2n,+1 (X)

x=—g—t + e R o T
a(x+b) ay(x-+b) wit EF0)
X+bt= - 2 I + : 233 : + + = rlzlﬁn;il l
Doy (+b) Qonpia (x-+b)
0n] 9241 B
et de

g, (x) =0,
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on doit avoir
a,(x~+b)=a, (x) pour m=1,2,...,2n,—1. (19)

En effet, dans le cas contraire, en posant

S % () a, (x)
S, ()= ”"“‘277'" R, (x)= S‘ ’j,z,:f»,
k=1 k=n+l
on aurait
St G+ b) = Sy () 2 g,
Ay, («-+b) — T3, (x) =0,
1
R, (¢ +b)— R,,, (2) | <“§§;,;,
d'ou
(t+h)—x=bh= ”2%,;,

ce qui est contraire 4 la définition du nombre n,
Si
agnl(x"‘—bi):l:

on a
@, (& 1+ b) — @y, () =1,
| Do(ntk) (« +bl) Qnptk) (X) ~
el 93(n T Tk | =
k=1

1 1 4
= B | 1+§§+§r+“'}=3~,§§m,

et par suite

Fletb)—F () 2 g — g9 > o by
d’on
Fltb) =i () _
-
si

”2"1 (x ‘f"b[) ==0,

on doit avoir
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CTQ,,H,,Q (X) = 01 l
Domk2 (x-+5)=1,
Don it (e b;) =1. ‘

En effet, la derniére de ces relations est une conséquence de

s (=1,

(20)

car autrement on aurait
X "f' bl = Xy

ce qui est absurde. Par la méme raison, la combinaison

a2n,+1 ("‘) ==1, GQHI'H (x “}‘ b[) == ()
est impossible.
D’autre part, si 'on avait

Donpt2 (« - b() = Ayt (),
il en suivrait

1 n T (X I'"b) a”n (X)
(x+b)—x= \ it 22n,|12+/c et

[cr-—l
1 .1 1 1
<gerly Tt =g

ce qui est encore en contradiction avec la définition de n. Les
relations (20) sont donc démontrées, et nous avons

]a2(nr+1+k)(x -+ bl) ai(n/hv 14 k)( x) l

f(x+b) f(X) 22,,1.; ) “["Z "‘”"‘“‘“ T By 1 & [

1 - 1 1 1
= zﬂinifFf :\_{ 2np itk = '73; 9y +1?

d’ou
fle+b)—f (x)>"__w_v1m_ 11
b 5o g =
Donc, dans, la condition que les relations (17) soient rem-
plies, on a dans tous les cas

fletb)—flo) 1

Cette proposition était notre premier but.
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10. Soit maintenant k un entier positif tel que les relations
(18) soient remplies.
On a d'abord

a, (x-+b) = a,(x) pour m=1,2,...,2n,—2.
En effet, dans le cas contraire on aurait

Song—2 (x4 b)— Song2 (0) = QE},}-—Z’
ce qui donnerait, en vertu de |
Dyt &+ b — @y ()= 0
et ‘
Ryt (2 b — Ragy 2 (9] < 55
la relation ‘
(x+b)—x= "‘2'“5271k—~1’

ce qui est en.contradiction avec la définition du nombre n,
Je dis ensuite que

T (= + bk) =1

en effet, dans le cas contraire on aurait

1
==(x + bk) —& <2 22nk—|- rF27 22nk—2’

contrairement & la définition de n,.
Enfin, on doit avoir

aan (K + bk) = 0'
sinon on auralt

1
= + ble x> 22”&"1 2 92 nk-l—r 22nk’

ce qui contient encore une contradiction avec la défmmon de n,
On a donc ‘
Gy (kHb)— 4 (=0, [m=1,2,00, m,— 1]
Ayt («+ bk) =1, A1 (2)=0,
Oy, (T 5) =0, @y, ()=1,

Fundamenta Mathematicae 1X, ' 18
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d’olt

1,4 1 1
m—ﬁm+§_'22"k+2_—"3-22"k’

et par suite

fle+b)—f(x) 2
_ b 3
puisque
< ’2%5;' |

Cette inégalité a lieu chaque fois que k satisfait aux rela-

tions (18).
Il y a donc, dans la suite,

3 S
une infinité de nombres satisfaisant a la relation

fle+b)—f(x) 1

b 6

et une infinité de nombres remplissant 'autre condition

f(x+bk):mﬂf)<m 2

bi 3

On en conclut que la quantité

f(x+bn) ""'f(X)
Da

ne peut pas tendre vers une limite déterminée, pour n— co.
Puisque x est un point quelconque d'un ensemble dont la me-
sure est égale i I'unité, I'affirmation a la fin du n°8 est com-
plétement démontrée.

11. Nous avons vu qu'il existe une fonction mesurable
sans dérivée générale. Cette fonction est discontinue; la que~
stion de I'existence d'une fonction continue sans dérivée générale
n’est donc pas encore résolue. Or, la réponse est encore affir-
mative, et c’est ce que nous allons voir & présent.
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~ D’aprés le théoréme fondamental de M. Lusin, il existe une
fonction continue ¢ (x) telle qu'on a

flx)="1(x)
en tout point d'un ensemble parfait P dont la mesure est aussi

voisine que I'on veut de l'unité. Notre affirmation sera démontrée
si nous montrerons que pour toute suite infinie-

bysbyeeos barees (0= bny1 >0, ,lri_‘)‘:o b,=0)
le quotient ' | '
¢ (x + by) — ¢ (x)
by

est dépourvu de limite déterminée, pour n— oo, x étant un point
quelconque d'un ensemble de mesure non nulle,

Supposons, par impossible, que ce quotient ait une limite
déterminée presque partout dans l'intervalle [0,1]. Posons

s,==mes P—mes(P,P_, ).
D’aprés le corollaire du n°3, on a

" lim ¢,=0.
n-jes

Il existe donc une suite croissante d’entiers positifs

n'l.’ na,---, nk,---,

E"‘.'I" an’+"'+enk'+”'

soit convergente. D’aprés un théoréme fondamental de la
théorie métrique des ensembles, on en conclut que tous les points
x de P, sauf au plus un ensemble’ de mesure nulle, remplissent
la condition que dans la suite

kb &t Bygienr 2 by

il n'y a quun nombre fim de points non-appartenants & P'en-
semble P. : . ‘
D'aprés I'hypothése faite, le quotient
9 (e+b,)—9()
bn‘

telle que la série
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tend presque partout vers une limite déterminée pour k- co,
Puisque f(x)=1¢ (x) dans P, on en conclut que le quotient

FGetby) — F ()
by

tend, pour k infini, vers une limite déterminée presque partout
dans P, ce qui est contraire & la propriété de la fonction f(x)
démontrée dans le n® précédent. Notre affirmation est donc vraje.

Ivanovo — Wosniesiensk,

Qctobre, 1919,

Remarque post scriptum. La démonstration du théoréme
du § 2, n® 7 (p. 227) de ce Mémoire n'étant pas (comme je
viens de remarquer pendant la correction d'épreuves) compléte,
on le remplacera par la suivante.

Désignons par E I'ensemble des points ot f(x) n’est pas
dérivable asymptotiquement, mais est dérivable au sens de M. Bo-
rel. Supposons, par impossible, que mes E> 0.

Soit E,, 'ensemble des point x¢E tels que, pour chaque ¢

(F—f)

u—=x

O<t—a< -:-;— entraine:

—x.
x

‘<m. )]

On a évidemment E =§ E,, et il existe, par conséquent, tout

au moins une valeur de I'indice m, soit my,, telle que mes Em"“:>0.

Soit F un sous-ensemble de E,, fermé et de mesure posi-
tive; un tel ensemble existe, car tous les ensembles E,, sont
évidemment mesurables.

A presque tout point de E, donc, en particulier, 3 presque
tout point x de F, vient correspendre (d’aprés le théoréme fon-
damental rappelé au début de ce Mémoire!) un ensemble M,
ayant dans x un point de densité supérieure 1 et tel que l'on ait

lim f-—(X)-t:M ==} 00,

lorsque y tend vers x dans M,.

1) voir la Remarque de la Rédaction (p. 212).
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Soit &, un de tels points de F. On peut évidemment admet-
tre qu'il soit & la fois un point principal de F.-
Pour tout couple de nombres positifs ¢ et N, il existe donc

un nombre positif h < e, m_?; tel que
0

la densité moyenne de F dans l'intervalle (xq, 2o+ b) est > -z—, (2
mes G>—~~3Ab, : | 3)

ol @ désigne 'ensemble des points y de l'intervalle (xo X+ b)
satisfaisant A l'inégalité

() = F (x0) => N (y — x0)- @

En raison de lacontinuité de f(x) G est un ensemble ouvert;
il est donc somme d'une suite d'intervalles ouverts et disjoints
{8,} Nous allons modifier ce systtme de la maniére suivante:
lorsque 3, ne contient ancun point de F, il sera simplement
supprimé; dans le cas contraire, on le remplacera par un intervalle
ouvert 3, dont l'extrémité gauche coincide avec celle de J, et
I'extrémité droité est la borne supérieure de la partie de I'ensemble
F contenue dans 3,

oo

L'ensemble 333;, est évidemment contenu. dans G =§8,,,

mais ne différe de celui-ci que par les points n’appartenant pas
4 F, donc par l'ensemble de points qui, en vertu de (2), est

de mesure Q% b. On a parsuite, en tenant compte de (3):
AR —1p>1Tb
mes %6,, > mes ) 5 b

Par conséquent, pour un nombre p assez grand, il vient:

p
mes (2 8;,) > } b &)
1

Posons: 8, == (ay b,); on peut évidemment supposer !es in-
tervalles &, (n==1,2,...,p) rangés de manitre que l'on ait tou-
jours: by, << @y < bypy 00 1K <P On peut admettre eu outre
que by= xo
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Ceci posé, on a en, vertu de (4):

f f—f (Ko du > N-(b,— a,), dot, d'aprés (5):

u-—Xxp

u-——X

ffﬂl‘ﬂd> b> 2 6, —x0). ®

D’autre part, pour 0 < n<<p:

41 ‘ A1 —
f Z(H;Z:xi(m) du z_,f f(uzmﬁ(bn) o
X0 0
by (7)
a',,+1

+[F (b) = F (xo)] f

u-—Xg

or, d'aprés (4) on a pour tout ye G: f(y)— f(xo) >0, donc on

a aussi pour chaque b,: f(b,) — f(x,) >

) — fxo) . f(u)——f(b)
u— X, > u— X

by by

En appliquant enfin au second membre de cette inégalité
le second théoréme de la moyenne, on obtient:

" du

f(u)—— (x0) f(u)mf(b") u—=b,
;}{ uUu—«op Ta—x M >f u— Xy

‘>an+1 f(u) — f (b, )

Qpy1— Ko ll"""b

 deta— [ f(u)—— @), Z&'L f(b..) ]

®

Api1™™ Xo

o b, < &ty
Or, b, appartenant a F(C E,s on a, en vertu de (1):.

0, et il s’ensuit de (7) que:
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Tt ) — f(b) .

P b < (an-]-l - bn)‘mo’

f(u) f 6. ) 4

ll"’"b <(E_bn)m0

L
donc, en raison de (8):

f (u) — £ (x0) (Xo)

u-— KXo

Ay ™ —b, "

2 (a —b ) My
4 w1 dpi1 %

> —2(ay4y —by)mo

d’ol, en tenant compte de (5):

—1 ~—1
; f [-L— f(Xo)du >”’“2m02(an+1"‘“‘bn)f>/

u-—Xo
n.._o 4 n=0

3

On déduit de la et de (6):
bp .
1 (= fe) 4 1

b, — %o u— Xy
Xy

| —{—p‘lf LT_{(—S-{Q-J]>“(N—6'"O)

n= "n

fu)— £(
g et

n-._——a

od m, est un nombre fixe, N est un nombre positif arbitraire-
ment grand et la différence b,— xo<<h<<¢ peut étre aussi pe-

tite que l'on veut.
On a, par conséquent:

lim su pff W=l gy — 4 oo,

) u-—=~&p

Nous sommes donc en contradiction avec la supposition
que f(x) admette la dérivée moyenne au point xo¢E.
Le théoréme est ainsi démontré.
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