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Précompactologies et structures uniformes
par

René Pupier (Saint-Etienne)

Résumé, On étudie la catégorio dont les objets sont les couples (X, ), oi est une
recouvrement de X, dont les éléments sont munis d’une structure uniforme pré-
compacte séparée; quelques axiomes de compatibilité sont postulés. Cette catégorie, qui
généralise celle des espaces compactologiques, est eartésienne fermébe. Lrétude des
liaisons entre cette sbrqeture ot les espaces uniformes, d’une part, ef les espaces
complétement réguliers, d’autre part, permet de domner une forme tras générale du
théordme de S. Warner sur les kg -espaces et d’introduire la notion d’espace uniforme
do Kelley. Ceux-ci sont utiles dans 'étude de la complétion topologique d’un produit
d’espaces compldtoment réguliers. :

Introduction. Dans sa thése (cf. [B;]) H. Buchwalter a étudié la
notion de compactologie, et plus particulidrement les compactologies
vectorielles. Ceci o permis de caractériser la complétion topologique d'un
espace compldtement régulier, puis la complétion géparée d'un espace
uniforme (séparé ou non) en termes de formes lindaires compactologiques
sur un espace compactologique bien choisi (cf. [BP,], [BP,]). Par ailleurs
N. Noble ([N7]) étudie Ia famille de toutes les parties B d*un espace topo-

“logique T (complatement régulier en général) telles que pour fout fonetion

continue f & valeurs réelles, Ia restriction f|B soit bornée. On montre
que ces deux études sont des eas particuliers d*une méme structure qu’on
appelle précompactologie.

Aprds avoir donné les propriétés élémentaires de la catégorie des
espaces précompactologiques, on montre essentiellement que cette caté-
gorie o8l cartésionnoment fermée. On établit une ONS pour qu’un espace
précompactologique soit “uniformisable”, et on applique la notion de
précompactologie aux espaces uniformes de Kelley et & un certain type
@espaces compldtoment; réguliers, utile dang étude de la complétion
topologique d’un produit. '

Des améliorations importantes ont pu &tre apportées & la. premidre
version de ce travail ([P,]) gréce aux enrichissantes conférences pro-
noneées & Lyon en juin 1971 par M. le Professenr Z. Semadeni.

Notations. In restriction d'une applieation f: H->F & une partie
A C B sera notée f |4; de méme si v (resp. u) est une topologie (resp. une
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structure nniforme) sur ¥, pour toute partic 4 CH, v|4 (resp. ul4)
désigne la topologie (resp. structure uniforme) induite. 8i X est un espace
topologique (resp. uniforme), C(X) (resp. W(X)) est I'algébre des fonctiong
continues (resp. 'espace vectoriel des fonctions uniformément continues)
4 valeurs réelles. Pour deux espaces uniformes X et ¥, W,(X,Y) est
Tensemble des applications uniformément continues de X dans ¥, muni
de la structure uniforme de conmvergence uniforme. Enfin D(X) est
Pensemble des éearts (finis) sur X appartenant & W (X x X).

1. La catégorie des espaces précompactologiques. Soient X un engemble
et ¥ un recouvrement de X. On dit que T est une précompaciologie sur X,
8i § vérifie les axiomes: ' ’
‘ (Py) T est héréditaire & gauche, ie. si Pef et P’'C P, alors P’ 7

(Py) § est filtrant & droite, ie. si Pef ef P’ e®, alors P u P’ e,

(P;) Chaque P e est muni d’une structure uniforme séparée pré-
compacte up, telle que si P’ C P, on ait up = pp|P'.
Un sous-recouvrement §’ de § est une base de la précompactologie
T si pour tout P e il existe P’ 7’ tel que PC P,
Un couple (X; ) formé d'un ensemble X et d*une précompactologie
§ sur X est appelé espace précompactologique. On définit alors la caté-
gorie & des espaces précompactologiques en prenant pour morphismes
les applications f: (X; §)~>(¥; Q) telles que pour towt P ¢ ¥ Pimage f(P)
appartienne 4 @, et que f|P: P->f(P) soit uniformément continue. On
- note &F (X, ¥) I'ensemble des morphismes précompactologiques de (X; 9)
dans (Y; Q).
~ Boit X’ nne partie de X; pour une précompactologie & sur X le sous-
ensemble §'C ¥ des parties P ed telles que P C X’ définit une précom-.
pactologie 9’ sur X'. L’espace (X'; 9’) est un sous-espace précompacto-
logique de (X; 9). Enfin on définit de la fagon habituelle la relation de
finesse entre deux précompactologies sur nn méme ensemble.

Exuverw 1. La famille 9, des parties précompactes d'un espace
uniforme séparé X est une précompactologie sur X: la précompactologie
canonique de X. On note =X Pespace précompactologique (X; T).

BxEMPLE 2. La famille des parties relativement compactes dun
espace topologique séparé 7T’ est tne précompactologie; plus généralement
81 (X; X) est un espace compactologique ([B,]), le recouvrement J¢ de X esb
la base d'une précompactologie, qu’on ne distingue généralement pas de
la compactologie 3. Ainsi la catégorie €C des espaces compactologiques
est une sous-catégorie pleine de celle des espaces précompactologiques.

On notera & (X) on §7(X; ) lalgdbres des morphismes de X dans R
(cf. ex. 2), on munit cette algdbre de la topologie localement convexe

©

lm Précompactologies ¢t structures undformes 253

séparde définie pax leg semi-normes:
I1fllp = Sup|f(@) .
- weP

Enfin, on dit qu'un espace précompactologique (X: T) est fonction-
nellement séparé sl est séparé par &F (X).

1.1. ProrosITION. (Buchwalter, [By], prop. 1.1.3). Un espace com-
pactologique (X3 9) est fonclionnellement séparé ssi il existe ume topologie
complétement régulitre v sur X, telle que 7| K = 1x, pour tout K e %K.

Soit (X5 9) un espace précompactologique; pour tout P ¥, le com-
plété P de P est un egpace compact et la famille ir.de tops les P est un
systéme inductif filtrant d’espaces compacts. La limite inductive, dams
la catégorie des ensembles, du systéme § est un ensemble »X et chaque esi::
plongé dans »X. La famille § yidentifie & un recouvrement de »X, qui
vérifie les axiomes d'une base pour une compactologie; on note x(X; T)
ou (#X; ) ou simplement »X Vespace compactologique ainsi obtent.

1.2. PROPOSITION. Le foncteur x: & —&C est adjoint & ganche aw
foncteur injection canonique EC—&7. '

Remarque 1. Bien que X s'identifie 4 un sous-ensemble de %X,
(X; 9) n’est pas en général un sous-espace précompactologique de (2X; 9),
car les P~ X n’appartiennent pas nécessairement & 4.

Remarque 2. Soit f: X—R un morphisme; f se prolonge éviden?ment
en un morphisme compactologique f* de »X dans R; comme par ailleurs

Iflle = 12 »

les algdbres localement convexes &F(X) et €C(»X) sonb jsomorphes. La
seconde étant, compldte ([By], 1.2.1), il en est de méme de 85 (X).

1.3. Tudorimm. Soit (X;F) un espace précompaciologigue; les pro-
priétés suivantes somt équivalentes:

a) Vespace compactologique »X est fonctionnellement séparé;

D) 41 ewiste une structure uniforme séparée p sur X telle que, pour
tout P e it: wlP = up:

GI; pﬂ;’u: ’r;o'gt I’/J: lﬁ‘ Z’apzllai’cation canonique de restriction 89 (X)—> W(P)
st surjective. : ‘

Preuve: a)=b). §i »X est fonctionnellement sé]faaxé,. la sjnr;ci:iilllz
uniforme initiale u sur %X définie par les f EGG'(xX) induit sur X une
structure uniforme séparée; comme p|P est Punique structure unito
compatible avec la topologie du compact P, u|P = pp- lones

b)= o). Car alors W(X)CEF(X) et toute feW(F) se prowene
& (X5 p) ((ED). X ‘

' é)l:i(z[n).])I)ésignons par ¢p l'injection canonique de P dans xX; soient
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» et &' denx éléments distincts de-»X; il existe Pe &, y ¢ P, y' e P,y % ¢,
tels que ip(y) = @ b ip(y’) = &', Soit g: P—R une fonction continue qui
sépare y et y'; g| P est uniformément continue et se prolonge en f ¢ &7 (X)
Papplication f* est telle que f*sip=g et séparc donc z et »'.

Un espace précompactologique satisfaisant aux propriétés équi-
valentes du théordme 1.3 est dit complétement régulier (ou uniformisable).
Une structure uniforme séparée sur X qui induit sur chaque Pe¢ 1y
structure up est compatible avee . On note 8FCR la catégorie des espaces
précompactologiques compldtement réguliers. Toub espace compactologi-
que fonctionnellement séparé est en fait compldtement régulier: c’est la
proposition 1.1.

On obtient alors la forme générale du théoréme 1.4.2 de [B,]:

;

L4. Teforbyn. Soit (X; T) un espace précompactologique compléte-
ment régulier; Vespace »X s'identifie & Vespace compactologique des caractéres
continus non nuls de Valgébre localement convewe et compléte §F(X).

De plus si 4 est une structure uniforme compatible sur X, Pespace %X
g'identifie & la réunion dans le complété de (X; u) des adhérences des P e 4.

2. Structures uniformes compatibles. La catégorie & est compldte
& gauche. Le produit d'une famille ((X¢; 94));,; s’obtient en particulier
en plagant sur ensemble produit JIX; la précompactologie engendrée
par les IIP;, Py e §y. Les propriétés du produit d’espaces uniformes mon-
trent que si les (Xi; 9y) sont compldtement réguliers il en est de méme
de leur produit. De plus, dans la catégorie §FCR le foncteur » commute
aux produits, et dans la catégorie &F le foncteur » commute aux pro-
duits finis.

Soit (X; ) un espace précompactologique compldtement régulier; un
beart d: X x X—R, est précompactologique si ¢’est un morphisme pour
la, précompactologie produit sur X x X.

2.1. PROPOSITION. Toute siructure wniforme u sur X compatible avee
la précompactologie § est définie par une Sfamille & écarts précompactologi-
ques bornés.

En effet, 5i d: X x X—R, est uniformément econtinu pour la strusture
uniforme produit 4 X u sa restriction @|P x P est uniformément continue
pour la structure induite sur P x P, qui n’est autre que ppX up. D'autre
Part on peut toujours supposer d borné.

N L’ensemble de tous les écarts hornés précompactologiques sur X dé-
fm{t une struocture wniforme u, sur X, plug fine que boubes les structures
uniformes compatibles. Comme elle induit sur chaque P e T une structure
moins fine que up on obtient:
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2.2. PROPOSITION. Sur un espace précompactologique complétement
régqulier (X; ) il ewiste une structure uniforme compatible uy, la plus fine,
obtenue aw moyen de tous les éearts précompactologiques ot bornés.

La structure g, s'appelle la structure uniforme universelle de (X; ).
On désigne par u(X; T) on uX Pespace uniforme (X; u); ainsi u: (X; 9)
1> (X; uo) est un foncteur de &FCR dans la eatégorie U des espaces uni-
formes séparés.

2.3. PROPOSITION. Le foncteur u est adjoint & ga/u,ohi au. foncteur si.

On a évidemment W(uX, Y)C (X, nY), pour tout espace pré-
compactologique (compldtement régulier) et tout espace uniforme séparé ¥.
Si fe & (X, n¥), soit deD(Y), un écart borné. Ilapplication dofX f:
Xx X->R, est un écart précompactologique, et f est uniformément
continue de »X dans Y.

En particulier: U (uwX)= §F(X).

2.4. Remargue. Bn utilisant les résultats de [BP,] on peut définir
la structure de u(X; ¥) comme structure de JC-convergence sur &F(X),
ol J¢ désigne Pensemble des parties H C &F(X) dont les restrictions aux
précompacts P e § sont uniformément équicontinues.
© Qonsidérons maintenant la structure uniforme affaiblie de py: c'est
la moins fine structure uniforme rendant uniformément continues les
fe8F(X) (ct. § 4). On désigne par ugX Vespace uniforme ainsi obtenu.

2.5. ProrosSITION. Les topologies de uX et ug X sont identiques.

3. Précompactologie sur les espaces de fonctions. Chaque ensemble de
morphismes §F (X, ¥) est muni d’une structure précompactologique
canonigue. .

Oonsidérons Densemble J& des parties de & (X,¥) qui vérifient les
deux propriétés suivantes: .

(H,) Pour toute partie H e Je et tout précompact P e§ il existe un
précompact @ ¢ Q tel que H(P)CQ. )

(H,) Pour tout P ¢4 la vestriction de H & P est un ensemble uni
formément équicontinu de fonctions de P dans H(P).

On munit alors chagque partie H de la structure uniforme smvantef:
H|P considéré comme partie de (P, Q) est muni de 1?1 structure uni-
forme de convergence uniforme, ou ce qui revient au méme, H | P étant
uniformément équicontinu et P précompact, de la gtructure uniforme de
convergence simple. Ceci fait de H|.P un espace précoxapact sép?,ré..On
place alors sur H la structure nuniforme initiale agsociée anx applications
de restriction H->H |P. Par abus de langage on J’appellera la structure
de 9-Q-convergence sur H.
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3.1. PRrOPOSITION. Munie de la structure de F-Q-convergence, chaque
partie H est un espace précompact séparé.

(Pest une conséquence immédiate de [B,], § 4, Prop. 3.

La famille J& définit alors une précompactologie sur & (X, ¥).

On désigne par Hom(X,Y) Pensemble §7(X,Y) muni de la précom-
pa,ctblogie définie ci-dessus. Le bifoncteur Hom ainsi défini de &F,,x &
dans &F fait de la catégorie & une catégorie aufonome et méme carié-
 sienmement Jermée (([L]) et [Me]). Nous avons besoin pour lo montrer de
deux lemmes et de quelques notations supplémentaires: soient trois
espaces uniformes 7', X et ¥; Pensemble U (I'x X,Y) s’identifie 4 un
sous-ensemble de U(T, W, (X, Y)). Bi heW(Tx X,Y), on note h; Pap-
plication @~ h(t, ) et & Papplication ¢i->Tiy; alors o e W(T', Uy (X X)),
Réciproquement i gs‘lL(T , Wy (X, X)) on mnotera § Papplication dé-
finie par:

gty @)= g(&) (=) .

3.2. Lovvm. LD'application g¢eW(T, U, (X,T)) définit une appli-

cation §eW(Tx X,X) ssi Pimage g(T) est uniformément équicontinue
dans U(X,Y).

Q’est 1a proposition 2, § 2 de [B,], en remarquant que la condition
g€ W(T, Wy(X, X)) est équivalente & {F,},ex est uniformément équi-
continue dans U(T, X).

Plus généralement:

8.3. Lmvue. Sotent HC W(TX X,Y) et H= {hjhel}; la partic H
est uniformément équicontinue ssi H et H(T) somt uwiformément bqui-
continues.

H est contenu dans U(T, W,(X,Y)) et H(T)= I, est Pensemble
des he, pour he H et teT.

3.4. T@OREME. Soient (T;7), (X; Q) et (¥; R) trois espaces pré-
oompaotol‘ogiques; Pespace précompactologique Hom(T x X,Y) est natur-
ellement isomorphe & Pespace précompactologique Hom (T, Hom(X, Y).

Preuve. Soit H un précompact de Hom(T'x X,Y); pour tous P ¢,
tous @ €@, il existe R e R tel que

H(P)(Q =H(PxQ)CR \
et H|PXQ est une partie uniformément équicontinue de W(Px @, R).

D.’Ol"L HIPXQCW(PUQ, R)) est une partie uniformément équicontinme
ainsi que H(P)|Q C W(Q, R).

. Osci montre que H(P) est un précompact de Hom(X,Y). Par ailleurs,
si I’on compose H | P avec I'application 7, de restriction g b (P)—-rﬁ (P)@

on obtient 7y o H|P=H|PxQ qui est uniformément équicontinue de P
dans H(P)[@ Cw(Q, R). Done H|P est wniformément équicontinue
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de P dans H(P) muni de sa structure de Q-R-convergence. Ainsi &
est un précompact de Hom(T,Hom(X, Y)). Réciproquement, si
g « Hom (T, Hom (X, Y))le lemme 3.2 permet de montrer par une technique
analogue & la précédente que 7 e Hom(Z'x X, Y). 8i K est un précompact

de Hom(T,Hom(X, Y)), K est une partie de Hom(7 x X, Y) telle que
EPXQ=ry-E|P;

or 7go K|P: P—L—L|QC U@, R) est uniformément équicontinue
(avee I un précompact de Hom(X, X¥)). D'autre part, K(P)|Q = )4 (P)1Q
est uniformément équicontinue de @ dans R, done, d’aprés 3.3, K|PxQ
est uniformément équicontinue de P x @ dans R, et K est un précompact _
de Hom(T'x X, X).

Reste & montrer que les structures uniformes de H ot H sont les
mémes. Oeci résulte immédiatement du fait qu’une sous-base d’écarts
sur H est obtenue en faisant varier les triplets (P, Q,R) tels que
H(PXQ)CR et Vécart d e D(R) dans la formule

dy(g, b) = Sup(d(g(t, 2), h(t,@))), teP, weq.
De méme wne sous-base d’éearts sur H est obtenue par:

a(§, T) = Sup(Sup (a(gi(), h(a)) -
teP ' zeQ
Visiblement dy(g, h) = do(g, B).
3.5. TurorEME. La catégorie &F est cartésienne fermée.
On vient de montrer que le produit direct est un produit tensorie
dans la catégorie &F (cf. [L], [Me]).

4. pgp-espaces et espaces uniformes de Kelley. Dans cette section X
désigne un espace uniforme séparé. Soit §, l'ensemble des parties pré-
compactes de X et soit =X Llespace précompactologique (X; ). La
topologie induite sur U(X) par celle de ’algdbre localement convexe
80 (7X) définit un ele (= espace localement convexe) séparé noté U, (X).
Plus généralement i § CJ, est une précompactologie (les structures pp
étant induites par eelle de X), on dit que 7 est compatible avee la structure
uniforme de X; on note alors Ug(X) le sous-ele correspondant de
8T (X5 7). . ‘ v

4.1, TesorbyMe. Pour chaque précompactologie compatible T, Dalgébre
localement conveze compléte &F (X; T) est le complété de Ug(X).

En effet toute f e & (X; F) coincide sur chaque P e avec une fone-
tion gp e W(X), ce qui établit la densité de W(X) dans 8 (X; ).

4.2, TmioriMm (Warner-Blanchard-Jourlin). L'elc Ug(X) est complel
ssi il est quasi-complet.
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Daprés 4.1 il sutfit de montrer que si Wg(X) est quasi-complet on
2 8(X; ) = Wg(X). Soit done f « 87 (X; F) et supposons d’abord f bornée;
pour toute partie précompacte Ped on peut trouver une fonction
gp < W(X) telle que gp|P=fIP eb [|gzlx = [If]p- 1L est 6vident que Ia
suite généralisée (gp)pes tend vers f dans &5 (X; 9). Comme {gp}p¢ est
borné dans Ug(X), son adhérence dans Ug(X) est compléte et aingi
feW(X). On termine la démonstration pour les fonctions non bornées
en étudiant la suite (f,),.y définie par

fu = max(—mn, min(f, n))

comme dans [BJ].
‘ Désignons par oX 'espace affaibli de Vespace uniforme X: il est
défini par les écarts d;, f e U(X):

dy(w, o) = |f(@)—F(a")] .

On obtient alors la généralisation du théordme de S. Warner:

] 4.3. TekorEME. Soit X un espace uniforme el soit & une précompacto-
logie compatible; les propriétés swivamtes somt dquivalentes:

a) 0X = up(X; 7);

b) Ug(X) est un ele complet;

¢) Wg(X) est un ele gquasi-complet.

Bi on applique ceci & la C-uniformité d'un espace topologique com-
plétement régulier et &4 sa compactologie canonigue, on obtient la ca-
ractérisation de Warner des %g-espaces.

4.4. DEFINTTION. Soient X wn espace uniforme et ¢ une précompacto-
logie compatible sur X; on dit que X est un pe-espace de type T 8'il vérifie
les propriétés équivalentes du théordme 4.3.

La structure upiforme d’un tel espace n’est entidrement déterminée
par la précompactologie § que dans le cag ou, X = oX ; on dit alors que
X est un pr-espace faible. On sait qu’nne partie P précompacte de X est
également précompacte, avec la méme structure induite, dans oX. Ainsi
X est un py-espace si X en est un.

Remarque 1. Pour tout pg-espace, Lespace vectoriel W(X) est
une algébre.

Remarque 2. Un pg-espace complet est un kg-espace; de plus
on a U(X) = C(X). Réciproquement tout kg-espace est un pp-espace
pour sa structure uniforme universelle ou sa C-uniformité.

Remarque 3. Soit X le complété dun PDr-eSpace; on a a(X)

= W(X) CC(X) C &7 (nX), done U(X) = ¢(X). Bn particnlier si X est
faible, il en est de méme de X qui est alors, en tant qu’espace topologique,
un espace replet.
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4.5, Trofoxbyn- DEFINITION. On appelle espace uniforme de Kelley
un espace uniforme (X5 u) satisfaisant oum propriétés équivalentes:

a) pour tout espace uniforme X, on o U(X, ¥Y) = 8 (nX, z¥);

b) une partie H C8F(nX) est uniformément équicontinue 880, pour
toute partie précompacte P C X, sa resiriction H|P est uniformément équi-
continue;

e) (X;5 p) = uw(X; ), i.6. X=uonX,

Léquivalence de a) et ¢) est assurée par la propriété 2.3 et celle de b)
et ¢) par la remarque 2.4,

On dégignera par p le foncteur wo m. L'espace pX s'appelle lo Kel-
leyifié de Pespace uniforme X. L’adjonction (w, ) donne alors:

4.6. CororuAmRE. Soit (X; ) un espace précompactologique complite-
ment régulier; alors uX est um espace uniforme de Kelley.

Pour tout espace uniforme Y on a:

U (uX, ¥) C & (m o uX, z¥) C &(X, nY) .

Lrégalité W(uX, ¥) = & (X, n¥) permet de conclure.
4.7. CororrARE. Soient (X; u) un espace wniforme. et § une précom-
pactologie compatible; si pour tout espace uniforme Y on a

W(X, T) =88 ((X; ), #T)

alors X est un espace uniforme de Kelley.

La structure uniforme de n(X; §) est plus fine que celle de u o #X,
elle-méme plus fine que p. Oomme u(X;T)=X d’aprés 2.3, ona X
=ponX. :

De tout ceei découlent quelques égalités fonctorielles:

(4.8.1) pomou=u (pou=nu)
ear
U owouX,Y)=&(nouX,nl)=UuX, ¥)
d’aprés 4.6
(4.8.2) wonom=m (mep=m)

car Tn précompactologio do =X ost compatible avec la structure uniforme
de womX of colle-ci ost plng fine que la structure uniforme de X. Alors:
4.9. PROPOSITION. La sous-catégorie pleine UK des espaces uni-
Jormes de Kelley est coréflective dams Us.
En effot, pour tout espace uniforme de Kelley X, et tout espace
uniforme ¥, on a:

W(X, pY¥) = & (nX, w o pY¥) = &8 (aX, n¥)= WX, ¥).
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On désigne maintenant par pg le fonctewr oop. 8i X est un espace
iniforme, pe X est le pg-espace nniforme faible associé & X. On a le dia-
gramme suivant ot les fldches représentent Iapplication identique (uni-
formément continue):

peoX
pX—>poprX prooX—oX
X/ //
Pr
\ /

\ e
Ny

En général les pp-espaces ainsi construits & partir de X sont distinets.

Cependant:
a) si X est un espace de Kelley, alors:

peoX=popgX et pgpX=0X (=pgooX);
b) si X est un espace faible, alors:
pPX=poppX=poocX et pygX=pgooX;
¢) si X est un espace localement fin ([L]), alors #nX = wo oX ef:
pPX=poprX=pocX ot prX=prooX.
Dans ces trois cas on a toujours I’égalité précompactologique:
mooX=mo pgX .

5. Précompactologies et espaces topologiques. Tous les espaces topologi-
ques sont supposés complétement réguliers (véparés). Soit 7' un tel espace.
On sait que la structure uniforme wniverselle et la G-uniformité de T ont
les m&mes précompacts: ce sont exactement les parties B C T, telles que,
pour toute feC(T), f(B) soit relativement compact dans R. On. appelle
bartie bornée de T, ou simplement borné de T un tel préeompact (re-
latively pseudocompact dans la littérature américaine). On (désigne par T,
(vesp. T') Vespace uniforme obtenu en munissant 7' de la C-uniformité
(resp. de la structure uniforme universelle). Lia structure uniforme induite
par T, (ou T,) sur un borné B egt appelée structure canonique de B et
on note B, I'espace uniforme correspondant.

5.1. DEFINITION. On appele ubg-espace un espace topologique T tel
que P’espace uniforme 7', soit un Pr-6Space.
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On désigne par By ensemble de tous les bornés de 7. On a done

= ug(T; By)- Comme u(T; $y) et ug(T; B,) ont la méme topologie et
que u(T; By) est un espace uniforme plus fin que T,, on a:

B.2. PROPOSITION. 8¢ T' est un ubg-espace la siructure wniforme

universelle de Vespace topologique T est identique & la structure uniforme
universelle de Vespace précompactologique (T'; B,).

On obtient aingl deux caractérisations pratiques des ubg - 85paCes:

5.3. ProrosITION. Un espace topologique est un ubg-espace ssi toute
fonction & valeurs réelles domt les resirictions aua bornés sowt uniformément
continues est continue.

5.4. PROPOSITION. Un espace topologique est un ubg-espace ssi tout
ensemble de fonctions & valeurs réelles dont les restrictions aus bornés somt
umiformément équicontinues est équicontinu.

Les ubg-espaces étaient appelés b'-espaces dans [BJ] et by-espaces
dans [B,] et [Bs]. Il semble préférable d’utiliser la notation by, la nota-
tion by étant déja préoccupée ([N]). On trouvera dans [B,], [Bs] et [P,]
des applications de ces ubg-espaces an probléme de la complétion topo-
logique d’un produit d’espaces eompldtement réguliers.

Les kg-espaces, les bgp-ospaces au gens de N. Noble, les M -espaces
de K. Morita sont des wubg-espaces. On précise encore cette notion en
choigissant une précompactologie compatible $ sur Ty. Un espace T est
un ubg-espace de type B si une fonction f: T—R est continue dés que
ses restrietions aux parties bornées B e $ sont uniformément continues
pour Ly structure canonique.

Le théoréme 4.3 ci-dessus donne comme corollaive le théoréme de
N. Blanchard-M. Jourlin ([BJ], th. 1.3).

Le théoréme ’Ascoli donne la conséquence suivante:

5.5. PROPOSITION. Soit T un ubg-cespace de type B; les parties re-
lativement compactes de Cg(T) sont emactement les parties équicomtinues et
simplement borndes de C(T).

Btant donnés deux wubg-ospaces T et X, de types respectifs £ et B,
on désigne par £® % lensemble des partiecs AXBCITX X, AeAk, BeB.
Liensemble £ ® & définit bien une précompactologie sur I'X X mais en
général elle nlosti pas compatible avee la topologie de T'x X (ef. [Ry]).
Cependant i B == 3 il en est bien aingi, De plus:

5.6, Tihordmn. Sotent T un ubg-espace de type £ et X un espace
localement compact; alors T x X est un ubg-espace de type AQ K.

Remarquons d’abord que si X est un kg-espace, on a C(X) = 87 (X; %)
et aCy(X) = Hom (X; %) ’aprds 5.5.
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81 X est localement compact, on o alors les égalités:

C(TX X) = C(T, C(X)) = &F((T; #), aCy(X)) = &F((T; ), Hom (X; %)
=T X X; AR K)

d’aprés 4.5 et 3.4.
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Atomic compactness in w-categorical Horn theories
by
John T. Baldwin (East Lansing, Mich.)

Abstract. Theorem, If T' is an almost strongly minimal VI Horn theory then every
model of T 48 atomic compuact, .

Myecielski [7] introduced the notion of an atomic compact algebra.
A gtrueture s is atomic compact if each class X of atomic formulas (pos-
sibly with constants naming clements of ) which is finitely satisfiable
in # is satisfiable in /. Atomic compact structures have been intensively
investigated e.g. [8, L1]. Taylor’s recent paper [10] contains an extensive
bibliography on atomic compact structures.

Wo were struck by the remark in [7] that all divisible Abelian groups
were atomic compact, This meant in particular that every model of the
complete &;-categorical theory of infinite, torsion-free divisible Abelian
groups was atomic compact. We sought sufficient conditions on a com-
plete first order theory ' for all its.models to be atomic compact.

We found a narrow class of &, -categorical first order theories which
satisfy this condition. These are the almogt strongly minimal, model
complete, Horn theories. Various properties of almost strongly minimal
theories are investigatied in [1, 2]. A theory T is model complete if every
submodel of a model of 7 is an elementary submodel. A Horn theory
is one axiomatized by Horn sentences. We rely on the fact [9] that the
class of models of a Horn theory is closed under direct power. Various
examplos of theoriey of the type we are considering are given in [5]. This
paper agsumes familiarity with [11], sections 1 and 2 of [4] and the first
section of [1].

We deal with structires 4 which may have both relations and function
for & first order lnnguage L. The logical connectives of L are —», A, V,
~, V and . A formula A is existential (L-formula) if it is equivalent
t0 a formula in pronex normal form all of whose quantifiers are existential.
A i3 an V@ formula if it is equivalent to a formula in prenex normal
form whoge profix consists of a string of universal quantifiers i?ollow‘fed
by a string of existential quantifiers. A McKinsey formula is a eonjunetion
of atomic and negation of atomic formulag (neg-atomic) at most one of
which is atomie. A Horn. formula is a formula in prenex norraal form.
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