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Rekursive Unentscheidbarkeit der Theorie
der pythagoriischen Korper

von

Kurt Hauschild* (Berlin)

Abstract. By interpreting the theory of graphs within the theory of pythago-
reian fields the latter iz shown to be undecidable.

Es sel P die Klasse der formal reellen pythagorsischen Koérper. Wir
zeigen, dafl sich jeder abzihlbare Graph (@, R} (card@ < s,, R binire
irreflexiv-symmetrische Relation in @) in ein K e P auf kanonisch definier-
bare Weise einbetten 148%. Daraus folgt die Universalitit von P beziiglich
Modellinterpretierbarkeit, d.h. jede abzihlbare Struktur ist in einemn
K e P definierbar (vgl. [1]); speziell gilt dies fiir die arithmetische Struktur
{w, +, ->. Damit ist die Theorie ThK der 1. Stufe jeder Klasse KD P
rekursiv. unentscheidbar, und, falls ThK rekursiv axiomatisierbar ist,
vom hochsten rekursiv aufzéihlbaren Grad. Speziell gilt dies auch fiir die
Klasse der geordneten pythagordischen Korper, die in der Geometrie
eine besondere Rolle spielen. P kann in obigen Bemerkungen durch die
engere Klasse der archimedisch anordnungsfihigen Korper ersetzt werden
mit weiteren einschrankenden Bedingungen.

Die Beweismethode besteht darin, die Punkte des vorgegebenen
Graphen als Transzendenzbasis des Korpes zu wihlen und die Kanten-
relation durch Radikaladjunktionen zn charakterisieren. Damit wird ein
Verfahren gegeben, um das Entscheidungsproblem fiir nnendliche alge-
braische Erweiternungen von P zu behandeln (vgl, [2]).

Die Rangeinfihrung (§ 1) ist algebraisch mit der Einfithrung von
Bewertungen gleichwertig (vel. [3], 8. 28 ff.). Die nicht ausgefiihrten
Beweisdetails konnen ohune Schwierigheiten nachvollzogen werden.

Die Ubertragung der Brgebnisse avf den euklidischen Fall wird am
Schluf des Artikels angedeutet.

* Die Prioritéit an den Ergebnissen dieser Arbeit teile ich mit W. Rautenberg:
siehe auch [1]. ‘
1 — Fundamenta Mathematicae T. LXXXII
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192 K. Hauschild

§1. Bs sei P der Korper der rationalen Zablen und & ein iiber p
irreduzibles transzendentes endliches oder abzihlbares System von Ele-
menten. Weiter sei W = Wy der kleinste Korper mit den Eigenschaften

1) PEHCW; .

(2) fir jedes feW und jede Primzahl p 52 existiert ein geWw
mit g7 = f;

(3) Hir f,ge W ist Vit g®e W.

W ist (archimedisch) anordnungsfilig. Fiir eine ungerade natiirliche
Zahl # und fiiv f € W hat damit der Term ’IL/)T——- oder in anderer Bezeich-
nung ™ — einen eindeutig bestimmten Sinn. Faft man die Elemente
von W als algebraische Funktionen in den Elementen von @ als reellen
Variablen auf, so kann-man sagen:

(4) die Funktionen aus W haben an allen definierten Stellen reelle
Werte.

Achtung. Die Funktionen f= f’lm und g = I/;—T—— 2 sind nur dann
dieselben, wenn =y (in ).

Ist fe W, 2 e @, dann bedeutet die Redeweise f sei fiir © = 0 definiert,
daB ein ge Wg.y mit g=f|,_, existiert; Bezeichnung g = f,. Tine
rationale Zahl v heilt Rang von f beziiglich x (in Zeichen 7 = Rg,f), wenn
(fo~")y definiert und von Null verschieden ist. Rg,f ist fiir f 5% 0 eindeutig
bestimmt. Wir zeigen als néichstes, da8 Rgyf fiir alle fe W (f £ 0) und
2 e G existiert.

Es sei ein @ ¢ @ gegeben. Man denke sich die Elemente von W als
reelle Funktionen in der ausgezeichneten Variablen z, die iibrigen Va-
riablen werden voriibergehend als reelle transzendente Konstanten ange-
sehen. Damit ergibt sich die Rangexistenz unmittelbar aus dem folgenden

Lmwea 1. Jedes fe WN{0} ist als Pumktion von = in eimer gewissen
Umgebung von 0 als eine unendliche Reihe

(=] ' N
(5) Lyf = g™ 2 a@’® (0 £ 0, mel'y ke2w-1)
i=0

darstellbar, wobei die a; alle in eimem endlich erzeugten Korper K C W diber
P(@) (G'C G,z ¢ @) liegen.

Beweis. Darch Reihenentwicklung ist fiir feP(@) die Behauptung
Kar (k=1). BEs geuiigt, Induktion iber Summe, Produkt und p-te
Wurzel zu fiihren, da sich jedes f ¢ W mittels dieser Operationen aus P (@)
erzeugen lifBt. Aus Darstellungen (5) fiir f, g ergeben sich solche fiir
f+g bzw fg (die Reihen fiir f und ¢ sind vorher mit einheitlichem & zu
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schreiben). Nach bekannten Regeln der Reihenentwicklang folgt mit
einer Reihe (5) fir f: ;

L. flm = ( L a;f)”p = pmivk 2 bs L

=0

1 . o .
mit b, = ai’?, blzgalaf}‘”)”’, . Wepn die a; alle in einem’ Kérper K

liegen, so liegen die b; in K (af?). Da in W nur Quadratwurzeln aus Sum-
men von Quadraten zu adjungiereu sind, bleibt % im Induktionsschrith
ungerade. Aus demselben Grund legen die Koeffizienten a; alle in W.
Q.E.D.

(8) moge im folgenden die Lawrentreihe von f nach @ mit den Laurent-
koeffizienten a; genannt werden. Der Quotient m/k (der Rang von f),
sowie d{ie Teilfolge der von Null verschiedenen Laurentkoeffizienten sind
fiir gegebenes fe W eindeutig bestimmt. Im folgenden verwenden wir
ohne besonderen Hinweis hiufig die folgenden leicht beweisbaren Formeln

(7 Rgzfg = Rgaf+Rgzg;
(8) Rg,f" = rRgsf (reP).

Der Fall min{Rg.f, Rgz9} < Rgz(f+g) kann hochstens im Falle
Rgsf = Rgeg eintreten. Mit (4) folgt ferner leicht

(9) Rgs(f2+¢%) = min{Rg.f? Rgz¢®} = 2min{Rg.f, Rgzg} .

Es sei E das System der endlich erzeugten Korper K C W, genauer, das
kleinste System F von Korpern mit den folgenden Eigenschaften:
(I) P(G') e F falls G'C Gy .

(IT) Ist K ¢ F, f ¢ K, so ist (/) e F, wobei, im Falle p =2, f eine
Summe von zwei Quadraten von Blementen aus K ist. Jedes K e E ;vird
durch eine Korperkette (K)o, mit I, =K und K;,= Ks(l‘/]Tt),
fi e Ky, pl‘/ﬁ ¢ Ky, Ky = P(G'), @ C @ erzeugt, ist also endliche algebraische
Erweiterung von K,. Den Grad von K iiber K, nennen wir kurz den Grad
von K.

Die Funktionen aus W lassen sich durch Terme darstellen, die aus
0,1 und Zeichen fiir die Elemente aus ¢ mit Hilfe von -+, -, — (minus),
— (Bruchstrich) und §/~ (n e N) zusammengesetzt sind. Zwei Terme stellen
genau dann dieselbe Funktion dar, wenn sie durch Umformungen
auseinander hervorgehen, die den Rechengesetzen fiir die Grundrechen-
1*
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194 K. Hauschild
arten und denen fir die Radizierung entsprechen (Beweis etwa induktiv
iiber die Erzeugungsprinzipien fiir W).

Bssei HC G, fe Wund t=t, +... +¢,(n>1) cine Termdarstellung
fiir f. ¢ moge H-gut heifien, wenn fiir genaun eines der I; (i=1,..,n)
3 Rg,t; minimal ist (gemeint sind natiirlich die Rénge der entsprechenden
veH J . ; .
%‘Eun[dsion). 7. B. ist wS-+0® nicht {u, v}-gut; dagegen ist 1--f3 (in geeigneter
Darstellung) {u,v}-gut fiiv jedes f mit Rg,f+# 0 fir cin ¢ {u, ! (im
Falle 2 Rg;f =0 ist zu einer Transzendenzbasis Uberzugehen, in der dic

Elelnente von G'\{u, } durch geeignete Potenzen ihrer selbst ersetzt sind).
Offenbar gilt:

(10) Sind ¢ =1,4...+t, und s-= 8+ ... +s,, H-gut, 50 ist 12 t;8; H-gut,
i<m
(11)  Ist t =t -t 4.4 1,-t" H-gut, so ist 4 +..+ %, H-gut.

Unter Verwendung von (10) und (11) beweist man, da die Wurzelum-
formungen f, llg/ i;c»zi’ ®-1, bzw. f/ E -m© ;f/tl-t2 die Eigenschaft der
Radikanden, H-gut zu sein, invariant lagsen.

Imvua 2. Ist K CH, HCG, ]/g ¢PH) und ¢ eP(H), und sind
alle p-ten szeln in einer K darstellenden Brzeugungskette von der Gestalt
7"1:—?, wo Rg,f+£0 fir ein o ¢ H, so ist ?/lg ¢ K.

Beweis (Skizze). Andernfalls besitzt ’i/g eine Termdarstellung, in
der alle Radikanden unter p-ten Wurzeln H-gut sind (auf Grund des
Gradsatzes mufl mindestens eine p-te Wurzel vorkommen); der ggf.
notige Wechsel der Transzendenzbasis kann in simultaner Weise erfolgen.
Nach dem Vorangegangenen itberlegt man sich leicht, daB dann auch
(jede beziiglich der Linge minimale Dargtellung von) g H-gut sein
miiBte. Das ist aber offenbar nicht der Fall

Schliefilich bendtigen wir

LemmA 3 (Kummer). Hs sei K ein formal reeller Korper, f, g e K und

p eine Primzahl. Dann ist K (Vf) =
mit & e K und 1 < m<p.

§ 2. Wir konstruieren nun den Binbettungskérper K = K, fiir einen
Graphen <@, By mit card@ < §,. Die Elemente von @G erscheinen in K
als gewisse definierbare Kongruenzklassen beziiglich einer definierbarven
binéiren Relation B’ in K, so da8 das R’-Redukt voun K, faktorisiert nach
der genannten Kongruenz, eine zu (G, R} isomorphe Struktur ist.

Es sei K der kleinste Korper, der den folgenden Bedingungen geniigt:

() P@)CECW,;

(b) K ist pythagora,lsch.

(c) Ist f e K und £Rgyf = 0mod3 fiir alle z ¢ @, so ist la/?s I

K (?@) genaw dann, wenn f= aPg™

icm
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@ Ist <@,9>eR, fgeK und E('f) = Ki/a),
so ist VP4 g € K;

(e) Ist m £ 0mod2,3,5 und fek, so ist V/Fek.

Dabei bezeichnet, fir eine rationale Zahl r, & den Zahler von # in
gekiirzter Darstellung (£0 = 0), »r den Nenner von r (vr>0, »0 = 1),

ILevuma 4. vRgf & 0modp fir p=2,3, fe K, ze@.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich leicht aus (6)-(8), (a)-(e) und
der Minimalitdtseigenschaft von K. Q.E.D.

Fiir rationale Zahlen 7, §, deren Nenner nicht durch 3 teilbar sind,

sel 7 = smod3, wenn &r-ys = &s-wrmod3. Bs gelten die iiblichen Rechen~
gesetze. B§ sel

E(g) = K(Vy),

=:{ ¢ " Rgyf=£0mod3},
Aus der Bedingung (c) ergibt sich

F=0«VfeK firale fek,

folglich ist die Relation J=0 elementar charakterisierbar. Die Ele-
mente fe K, fiir die f Einermenge ist, heifen Atome. Fiir Elemente
frgeE bedeute f=g, daf E(Vf)= E(/ ) Die Relation = ist auf-
grund von Lemma 3 elementar definierbar.
Lemuma B. Ist f =g, so ist f=g. Ist f Atom und f= j, so ist f=y9.
Beweis. Aus f=g folgt, nach Lemma 3, f="h%" (s¢{l, 2})
le K). Folglich ist Rgsf= 3Rgzh+iRgsg, also Rgef=0mod3 genau
dann, wenn Rgsg = 0mod3 fiir alle » ¢ G. Daher ist f= 7. Sei f= {s},
f=2af" und damit ¢= 2% mit r,ss£0mod3 und f,§ = 0. Folglich
8/~ 3
ist, nach Lemma 4, l/f’, l/g—’eK, also f =4a", g =" Ist » =smod3, so
ist o"fo® = of mit ¢ = 0mod3, also la/ o' ¢ K (Bedingtngen (¢) und (e)) und
damit, nach Lemma 3, & = #° Igh r z&smod3, dann ist # = 2smod3,
also 2 =a* =0o". Q.E.D.

6. f Aiom < (Vg, heR)F, b #0 & f=gh->g*+1* #0).
Beweis. Sei f Atom = {&}, wobei Rgyfst0mod3. Im Falle
j=h= {w} ist Rgg(g°-- B2 ) = .,mm{R =g, Rgzh}st0mod3 (siehe (9)),
also g+ 12 @ Andernfalls existiert ein y # », Rgygs=0mod3. Wire
RBgyh = Omod3, so wire Rg gygh 5= 0mod3, wegen f= gh nach Lemma 5
also anch Rgyf = Omod3 im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist
auch Rgyh =% 0mod3 und damit Rgy(f2-+g%) _,i_Omodo, dh. yefPtgn
f sel kein Atom. Wir wihlen zunichst ein ' =f m11', Rg,f = 0 fir
alle e @ Wegen f=F' ist f'=afo..afp-f" mit n =1, re=z=0mods3,
7:>0, Rg,f"” = 0mod3 (ze ). Man setzo g=a" h=a"..z" Dann

Lemma
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196 K. Hauschild und W. Rautenberg
ist 7, b+, f=gh, aber offenbar Rg,(g*+1h%) =0 fir alle z¢ @, dh
F+iE=0a. QRD.
Die Elemente # ¢ G werden in K durch die ihnen zugeordneten Klas-
sen {f « K: f = o} reprisentiert. Diese Klassen sind aufgrund von Lemma 6
* elementar definierbar. Entscheidend fiir die elementare Charakterisierung
der Relation R ist das folgende

TEvma 7. Ist u,ve@, {u,v)>¢R, so ist Vuﬁ—l—vEg!K.

Beweis. Es geniigh zu zeigen, daf ]5/ 4545 in keinem Teilkorper
F <« Evon K liegt. Nun haben die Radikale 5-ten Grades in der F' erzeugen-
den Korperkette die Gestalt v f5-+¢° mit f =w, g =y fiir gewisse 2,9 € @,
{w,y> ¢ R. Diese Radikale konnen gleichwertig durch V 1+ 7° mit b= {flg
ersetzt werden. Wegen <z, ¥ ¢ R, {u,v) ¢ B ist 0.B.d.A. ©# % u, v. Ferner
ist Rgsf # 0. Daraus folgt die Behauptung unwittelbar aus Lemma 2.
Q.E.D.

Wegen Lemma 7 ist die Relation R, definiert durch

R'fg<f,q Atome & (Vfy, ¢ e K)[fy =F & g = g~ TR (h* = fi+g7)]

faktorisiert nach = auf der Menge der Atome isomorph zu E. Die Gleich-
heit von (@, Ry wird mit Hilfe von Lemma 5 elementar definiert. Somit
ist (@, R) auf kanonische Weise elementar in K definiert.

Dieser Beweis 148t sich im wesentlichen auf den eulklidischen Fall
iibertragen’ Wir geben eine Skizze. Anstelle von W wird ein Kkleinster
iiber P(@) euklidischer Korper betrachtet, der der Bedingung (2) geniigt.
Die Rangtheorie wird auf diesen Korper ausgedehnt. Dabei geht die
Allgemeingiiltigkeit der Beziehung (9) verloren. Diese Beziehung wird
nur im Beweis von Lemma 6 ausgenutzt (Charakterisierung der Atome).
An die Stelle von Lemma 6 tritt :

LeMma 6.
£ Atom<>(Vg, h e K)[§, 0 &f = gh—~(f+g #OVf—g # 9]

Lemma 6 wird bewiesen mit Hilfe der leicht zu verifizierenden
‘Beziehung ‘
(9 Far f, g# 0,0 ist Rgs(f+g) = min{Rgsf, Rgsg} oder Rez(f—9)
- = min{Rg:f, Rgag} . '

AbschlieBend folgende Bemerkungen. Es dirfte keine besonderen
Schwierigkeiten bereiten, den Beweis auf den Fall auszudehnen, daB
die Bedingung (e) in der Konstruktion von K durch
(e') Jedes Polynom n-ten Grades (ns£0mod2,3,5) hat eine Null-
stelle
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ersetst wird. Dies konnte durch Erweiterung d : .

Fine andere Aufgabe besteht darin, anste%e erzvljglgf‘u};zor;i Eh%lesch]gh}sn.
zahlen in obigem Beweis nur eine zw verwenden. Dami% o lflf’ﬁe Tim-
wahrscheinlich ein altes Problem (Tarski, Mostowski) endgiiltig Sﬁhr
werden: za zeigen, daf ein Teilsystem des Tarskischen Schema-sgf'ge ?1?1;
Arithmetik der reellen Zahlen, welches durch Weglassen eines der Air ie
iiber die Existenz von Nullstellen von Polynomen ungeraden Grloine
entsteht, eine rekursiv unentscheidbare Theorie darstellt. aies
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