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8. Open problems. The notion of weak projectibility introduced in
§ 2 ig different from projectibility since &,, the wth stable ordinal, ig
weakly projectible, but not projectible, to w. We would like to know
whether the ordinal [(e/8)| in Theorem 5.1(a) is similarly different from
the least ordinal y such that {y} is not p.o.r. in parameters less than e,
(It is always less than or equal to that ordinal.) The equality of these
ordinals would imply, for example, that |4}| is the least ordinal ¢ such
that for all @ ¢POR, {a}(c) ~1->Hr < o-{a}(z) =1, a nice characteri-
zation and parallel to those given in [2] for |[T}| and |Z}.

A related question is whether for any § and any o > 8 abgolutely
projectible to g, {o’: {0} is p.o.r. in parameters less than ﬁ} is all of a. It
is easy to see that this set will be cofinal in «, whereas {o: o i3 p.0.r. in
parameters less than g} is always bounded below a.

Another problem is whether or not [¢/8] (ot |(¢/B)|) equals the closure

ordjnoal of the class of (weakly) Z)—a operators over f. Recall that 12
= |48 = o, \
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Langages a valeurs réelles et applications
par

Jean-Louis Krivine (Paris)

Résumé. Dang cet article, on définit les notions de formules et de modéles de
langages dans lesquelles les valeurs de vérité sont prises dans R, ef mon, comme
d’habitude, dans {0,1}. I1 y a beaucoup de possibilités pour définir ces notions,
possibilités qui correspondent aux divers choix pour les “connecteurs propositionnels’.
On étudie 'une d’elles ici, qui semble particulidrement intéressante. Un certain nombre
de théorémes classiques du calcul des prédicats peuvent &tre démontrés, avec des
modifications convenables, pour ces langages: théoréme de Herbrand, interpolation,
définissabilité. On en donne ensuite des applications 3 la théorie des espaces normés’
(en particulier les espaces L®); certaines d’entre elles sont énoncées dans [5].
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1. Définitions générales

On guppose connues les notions de formules et de langages du premier
ordre et de moddles d’une théorie du premier ordre. Nous utiliserons la
terminologie conrante sur ce sujet (voir par exemple [4], ou [81).

On considére un langage £, avec symboles de relation et de fonetion,
ne comportant pas le symbole =; on supposera toujours que L possede
an moing un symbole de constante, et un symbole de relation 4 un argu-
ment distingné que ’on note N. On désigne par A (resp. A4,) ’ensemble
des formules atomiques (resp. atomiques closes) de £. Les termes de £ sont
définis comme d’habitude.

On. définit maintenant, mais pas de la facon habituelle, les notions
de modeéle et de formule dn langage £.

Un moddle M de T est, par définition, constitué par: un ensemble
non vide (’ensemble de base du moddle) noté. |AGl; pour chaque symbole
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de fonction f de £, & k argnments, une application Fi [A6[*—>|A6| (en
particulier, pour % = 0, ou se donne, pour chaque symbole de constante ¢
de £, un élément ¢ de |A|), pour chaque symbole de relation B de £, & & ar-
guments, une application B: |A6|*—R.

Un sous-modéle N du modsle A6 de £ est par définition un modsle
de £ dont D’ensemble de base est une partie |[N| de |Ab| close pour les
fonctions f (si @, ..., ap € [N°| alors flay, ..., ax) € [I]); de-plus, la valeur
du symbole de fonction f (resp. du symbole de relation B) de £ dang N
doit &tre la restriction de f (resp. B) & |N°|%. Si N est un sous-moddle de ¢,
on dira aussi que A6 est une extension de N.

Une empression sans quantificateur de £ (en abrégé, expression de £)
est, par définition, une expression de la forme

MA@y ey @p) oo+ ApAr(yy ooy Ta) -+ A,

o 4;, ..., Ay sont des formules atomiques de £, et A, ..., A, A ¢ R.
Elle est dite homogéne si 4= 0, close si 4, ..., Ay sont des formules
atomiques closes. Antrement dit, ’ensemble des expressions sans quanti-

ficateurs est ’espace vectoriel 8§ sur R dont une base est 4w {1}; l'en-:

semble des expressions homogenes est le sous-espace de base 4, I’ensemble
des expressions closes est le sous-espace de base Ay {1},

Une formule sans quantificateur de £ est, par définition, ce que on
obtient en mettant le symbole >0 aprés une expression sang quantifi-
cateurs. Elle s’écrit done F(wy, ..., %n) = 0, ot F (), ..., ¥s) € S; elle ost
dite homogéne (resp. close) si F est homogeéne (resp. close).

8L F, G €8, la formule F—@& = 0 sera aussi écrite == @ on encore
G<PF.

Une formule de L -est, par définition, ce que I’on obtient en mettant
un certain nombre de quantificateurs devant une formule sans quanti-
ficatenrs. Blle s’écrit donc

Qs ... Qmwm(F(wl, ey

ol Fe8, m<n, et chagne @ (1 < i< m) est & ou V. Les variables libres
de cette formule sont @4y, ..., ¥». La formule est dite close si m = n, ot
unverselle si tous les @ sont V. Blle est dite homogéne i F (B vevy Tn)
Vest.

Soit A un modéle de £; on désigne par Ly le langage obtenu en
ajoutant & £ chaque élément de |AG| comme symbole do constante (en
supposant, évidemment, qu’ancun élément de |AG] nest symbole de L).

6 peut alors &tre considéré, de fagon canonique, comme un modale
de £4. Une expression sans quantificateur (resp. formule) de £y, sera
anssi appelée expression (vesp. formule) de £ & paraméires dans M. Tlex-
pression close avec paramétres obtenue en subsbituant a4 N Byy ..., A
& @y dans F(wy, ..., 4y) € $ séra notée F(ty,y iy @n) (G, ooy an € |M]).

@n) = 0)
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A chaque expression close F(a,, ..., az) & parametres dang le mo-
déle Mo est alors associé un mombre réel, appelé valeur de Dewpression
considérée dans le modéle M et noté Fl(a,, ..., ay):

On a en effet

F(ayy oy ay) = L Ry(1 oony 1)+ oo+ A B(22, .o, LARE

avee Ayy ey Apy, A€ R, By (1 << 4 << p) étant un symbole de relation & %; ar-
gnments, ¥, ..., t};‘ étant des termes clos & parametres dans J6; ces termes
prenant regpsctivement les valeurs E y oy Eﬁ‘ dans G, la valeur cherchée
oy, ..., ﬂﬂ) est, par définition le nombre réel 11R1(E7 ey t_}u)—k
o A By (B iy )4 A

On dira gue la formnle sans quantificateur F(ay, ..., as) >0 (close
& paramétres dans A6) est satisfaite dans JG, si Pon a FH(a,, ..., ag) = 0.
On définit alors, de fagon évidente, la notion de satisfaction de la formule
close

@11 - Q@[T (55 eoiy Biry Gy oeey Om) = 0]

& parameétres dans le modéle 6. En particulier, on a ainsi défini la notion
de satisfaction d’une formule close de £ (sans parameétre) dans le modale AG.
Un engemble de formules closes de £ sera aussi appelé un systéme
d’amiomes dans le langage L. Si toutes ces formules sont universelles (resp.
homogénes) on a un systéme d’axiomes universels (resp. homogénes).
Un modeéle A de £ qui satisfait toutes les formules d’un systéme
d’axiomes + est appelé modele de 4 (ce qu’on note A E ).

Si tout modele de 4 satistait la formule close 7, on dit que F est consé-
quence de s, ce qu’'on note A4+ F. .

On appelle langage de 4, et on désigne par £(#) le langage dont les
symboles de relation et de fonction sont ceux qui apparaissent dans les
formules de #.

Un gystéme d’axiomes universels £ est dit convexe si

quelle que soit la formule Va ... Voo [F (%, ..., @) = 0] de #, et les
variables distinetes 4y, ..., ¥», la formule

VY oo VYl (Y15 -ov s Yn) = 0]
egt angsi dans J€,
quelles que soient les formules

Vy . VO[T (51, ooy @m) = 01, VYy oo VY[ G (Y15 . Yn) = 0]

de A& (@yy .oy Tmy Yy ey Yy, Stant des variables distinctes) et les réels
0,0 >0, la formule

V& . VO Yy .. VYn[oF (@1, ooy Bm) - 0GF (U1 o5 Yn) = 0]

est aussi dang .

3 — Fundamenta Mathematicae LXXXT
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$ étant un ensemble queleconque de formules closes universelles,
soit %' le plus petit epsemble convexe de formules closes universelles
contenant $. I1 est clair que tout modele de B satisfait aussi B'. Len-
" semble des conséquences universelles d’nn systéme d’axiomes guelconque
est donc convexe.

Un systéme d’axiomes +4 de L est dit borné si:

la formule Va[N (@).> 0] est dans &,

pour chague symbole de fonction f de €, & & arguments, il exisle un
réel M;> 0 tel que la formule

Vo oo V[ NF(2yy ooy 22) < M (1 Ny oo 4- Naog)]

soit dans ,
pour chaque symbole de relation K de £, & & arguments, il cxiste
un réel Mgr> 0 tel que les formules

V.. Vo[ B(2y, ..., @5) < Mp(1+ Nay+ ... -+ Nag)]
et )

V... Vo[ —R(®y, wo, 2x) < Ma(l+Noyt ... 4+ Nl

soient toutes denx dans .

Un modéle canonique du langage € est, par définition, un modeéle A tel
que: |G| est Pensemble des termes clog de £, et les symboles de fonetions
de £ prennent, dans JG, lenr valeur naturelle sur [AG|. Autrement dit, si f est
symbole de fonction & % arguments et &, ..., € [A6], F(t,, ..., tx) o5t le
terme f(ty, ..., tx) € |AG].

La donnée d’un modéle canonique de £ n’est donc pas autre chose
que celle d’une application §: 4,—R; le modéle canonique associé & une
telle application § est celui dans lequel, pour chaque symbole de relation R
& & arguments et &y, ..., € 6| on a B(t, ., t) = 6(Rly ... t).

II. Le théoréme de Herbrand

‘Dans ce paragraphe, on démontre un résultat analogue au théoréme
de Herbrand pour le calenl des prédicats clagsiques (thdordme 1). II sera
trés ntilisé dans toute la suite.

TrasorREME IL1. Soit 4 un systéme dawiomes universels de L, convewe
“et borné. Si & w'a pas de modele, il ewiste une formule

Vo, .. Vol F (@, ..., @) 2= 0]
de 4 et des lermes clos ty, .., % de L tels que (b, ..., tx) = —1 (bgalité
entre éléments de Iespace vectoriel §).

Lyve IT.1. Soient & un sous-espace vectoriel de Pespace RX des fonetions
réelles sur Vensemble X, la fonetion constante 1 élant dams &, G um cone con-
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vewe de 8, G une partie de § telle que G L {1} engendre & On suppose que
pour. tout g € G, il existe un réel M,=0 tel que MytgeC. 8 —1 ¢C, @2
ewiste une forme linéaire T: &R telle que T)=1 e T(f)=0 pour
toute feC. ’

Soit X 1ensemble des formes lindaires I dont le domaine est un
sous-espace F de & tel que 1 ¢ &, satisfaisant U(l)=1 et U(f) = 0 pour
tout f e F A €. L est non-vide puisque —1 ¢ €. On ordonne &L en posant
U < U si et seulement si U’ est un prolongement de U. Il est clair qu’on
peut appliquer le théoréme de Zorn & cet ensemble ordonné, et on a donec
nn élément maximal U, de L de domaine Foy. 8i Fy,= § on a le résultat
cherché. Sinon, @ ¢ F, (car 1¢5, et G u {1} engendre § dolt g,¢@,
Jof Fo- Boit Fy= {f+2gy; feFy, LeR} le sous-espace de & engendré
par F, et go. Comme g, ¢ F,, chaque élément de F, §’écrit d'une seule
fagon sous la forme f-+-2g, (fe F,, 1€ R).

Lrensemble {Uy(f); feFy,g0—feCl=A est une partie de R qui
est non vide et majorée: en effet g, M g € Cpar hypothése, done — M « 4.
Drautre part, M, —g,eC; done, si g—feC on a M, —feCnr F,. Par
hypothése snr Uy, on a Uy(M,—F) = 0, done Ty f)< M,; cela montre
que M, est un majorant de 4. On pose § = sup A, et on définit un prolon-
gement U, de U,, de domaine &, en posant U,(f-+Ag,) = Uy(f)--A0.
On aura la contradiction cherchée en montrant que T, est >0 sur F,nC
(puisqu’alors U, e X et est un majorant strict de U,).

Boit heFy1nC, h=f+2g, (feFs AeR) tel que Uy(h)<< 0. On
a A5 0 (sinon heFynC et Uy h)< 0 ce qui contredit la définition
de TU,). En remplagant % par B/|A], on voit gu’on peut supposer que
A= 41.

Bi =1, on a Uy(f+g) <0, soit Uy—f) >0 et 9+feC ce qui
contredit la définition de 6. :

Bi 1= —1 on a T,(f—g,) <0, soit Tyf)< 8 et f—g, cC. D’apres
la définition de 0, il existe f’ e , telle que gy—f’ € C et Uy HN<T(f) <.
On a f—f" = (f—g)+(gy—f') €C, done f—f'eF, ~C. Par définition
de Uy, on a Uyf—f') = 0, done Uyf) = Uyf’) ce qui est une contra-
diction c.q.f.d.

Démongtration du théoréme IL.1. On applique le lemme précé-
dent en premant ponr & LPespace §, des expressions closes sans quantifi-
cateur de £, dont une bage sur R est A, w {1}, et pour @ Pengemble A,.
On peut considérer & comme un espace de fonctions (affines) sur
X=R4: si 6eR"™ et Fe8 F= MAj-+..t-xdx+2 (4y,..., Ar e 4y,
My ey Ay A€ R), T(0) est 4,04,+ ...+ Ax645+2 (valenr de Pexpression B
dans le modéle canonique associé & 8).

On. prend pour C lensemble des expressions de la forme F(t,, ..., i)
oUWy, ..., By sont des termes clos queleonques de £, I’expression F (a2, ..., 4z)

étant telle que la formule Vay ... Vaz[F (2, ..., 2x) > 0] soit dans 4. 4 &tant
3 ' '
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un systéme d’axiomes universels convexe, il est clair que C est un cone
convexe de &

Pour chaque terme clos ¢ de £, il existe un réel M; = 0 tel que M;—
— N(t) eC: on le montre par induetion sur la longueur de ¢ Si# ost un
symbole de constante, Ta formule M;— N (1) = 0 est dans 4 pour un réel
M= 0 (puisque # est borné); done M;— N (t) e C par définitions de C.
Si = f(t, -, ta) (f 6tant un symbole de fonction de £, & n arguments),
patr hypothése d’induction on a M;,— N (t) €C, .., M;,— N (tn) € C ponr
certaing réels My, ..., My, = 0. D'autre part, on a dans /4 lu formule

Vo, .. Vou[ N (fy oo @n) < My(14Nogt- . -} Naw)]

(puisque # est borné), Donc M1+ Nt - vt Nty)— Nt e C. Par addi-
tion, on a

(Lt Nty ook Nia)— Nk M Mty— Nt) - oo M Mty — Nt) < C

* goit M;—NteC avee My= M1+ M+ ..My

Pour chaque 4 e, il existe un réel M4 =0 tel que Myt 4 €C:
on o en effet A = R, ...y, R étant un symbole de relation de £ & n argu-
ments et b, ..., I, des termes clog. Or on a dans # les formunles

V&, ... Vau[Ry oo @0 < Ma(1+ Noy+ .4 Nan)]
et
Vi, ... Vo [ —RDy .. B < Mp(L+ Noy+- ...+ Novw)]

Done Mp(l+ Nty+ ... Ntp) L R(ty, ..., ta) € C b par suite

My4R(ty, oy ln) eC avee Mg= Mp(l-4+My ... -+ My,) .

Il en résulte que le lemme 1 gappligne. Si —1 € G, La conclusion du
théoréme est vérifiée. Sinon, d’aprés le lemme 1, il existe nne forme
lindaire T': §—R, qui est >0 sur C et telle quo T(1) == 1. Soit § la restrie-
tion de T & A, et G le moddle canonique de £ associé & 4. IL est clair gue,
pour toute F ¢ § on a T(F)== P4, Ou obtient la contradiction cherchée
en montrant gne A6 est nn moddle de £ (par hypothdse, £ n’u pas de
moddle). Or, si Ve ... Vau[F (@, ..., 3i) 3> 0] est e forme de 4, of
Byy ey B € | M), alors F(ty, ..., ) € C, done T(F(ty, ..., tk)) = 0, autrement
ait P41y, oy ) > 0. c.qd.

On utilisera le plus souvent le théordme 1 sous la forme suivante:

Tmioriime I1.2. Soient &, 3 deux ensembles de formules dloses wni-
verselles de L, # élant comveme et £ © B borné. 85 £ w B n'a pas de modéle,
il ewiste dans £ unme formule Vo, ... Vor (@, ..., ®x) == 0], et des lermes
clos 1y, ...,k de L tels gue B F F(ty, ..., ) < —1.
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Soit B’ le plus petit ensemble convexe de formules closes universelles
de £ contenant 3B, et soit A’ I’ensemble des formules

(@) Vo ... VouVyy . VULF (@1, ooy @2)+ G (41, -y 1) > 0]

lorsque la formule Va,.. VaulF(a, ..., o) = 0] décrit #£, et la formule
Vs oo VY[ G (Y15 vy y2) = 0] déerit B, 1 est clair que A’ est un ensemble
convexe, horné, qui n’» pas de modele (il contient #£ v B). Daprés le
théoréme 1, il existe done une formule de #’, soit (i), et des termes clos
By eoey Uiy Uy y ooey %1 de £ tels que F(ty, ..., 3)+ G (Uy, ..., %)) = —1. Comme
tout modele de & satistait B, et que B’ F Q(uy, ..., w) > 0, on voit que
tout modele de B satisfait (4, ..., %) < ~1. ec.qfd

TroriME I1.3 (compacité). Soit & wn ensemble borné de formules
closes universelles dont tout sous-ensemble fini & wn modéle. Alors £ a un
modéle.

Soit A* l’ensemble des conségquences universelles des parties finies
de #. Alors A" est convexe et contient #, donc est borné. Si # n’a pas

de modele, #£* n'en a pas non plus, Il existe done (th. 1.) une formnle

Vo, ... Vel F (%, ..., @5) = 0] de A" et des termes clos t,, ..., & de £ tels
que F(ly, ..., &) = —1. La formule F'(t,, ..., i) = 0 est conséquence d’une
partie finie de 4 (par définition de 4*) qui ne peut donc avoir de modéle.
c.q.f.d. :

I Le théoréme d’interpolation

Dans cette partie, on montre I’analogue du théoréme d’interpolation
de Craig et du théoréme de définissabilité de Beth pour les langages
3 valeurs réelles. Ces résultats ne seront pas utilisés dans la suite.

Btant donné un modéle 6 de £, on désigne par M’ le modéle cano-
nique qui donne la méme valeur réelle & chaque expression. atomique
cloge de £ (c’est-d-dire & chaque élément de 4,). Il en résulte que chaque
expression close sans gquantificatenr de £ a la méme valeur réelle dans
Mo b M. Par suite chaque formule universelle qui est vrate dans A est
ausst vraie dans M. M sera appelé le modéle canonique associé & .

Lemme IT1.1. Soient /& un systéme d'asiomes universels de £, F (xy, .., Tx)
une expression sams quantificatewr de C(A), by, ..., ¥, des termes distincis,
clos de £, commengant par un symbole de fonclion qui n’est pas dans £(4).
8i o b B by, ooy tn) = 0, alors A+ Vay ... VaulF (w1 ..., @x) = 0].

On ajoute au langage £ de nouveaux symboles de econstantes ¢, ..., o,
et on a & démontrer que o FF(v, ..., cx) = 0. Soit #, I'un des termes de
longuenr maximum parmi #,%,, .., %. Bn raisonnant par récurrence
sur k, on voit qwil suffit de montrer que 4 FF (e, 1y, .0y %) = 0. Sup-
posons alors quil existe un modéle A de # et de la formule F(ey, 1y, ..., %)
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< —s, & étant un réel >0. Le modéle canonique AL’ associé A S satisfait
ansgi ces formules.

On a by = f(%y, ..., Um), OU S 68t un symbole de fonction & m arguments
qui n'est pas dans £(4), Uy, ..., 4m des termes clos de £. On définit un
modsle " de la fagon suivante: il & méme ensemble de base et méme
interprétation pour les symboles de relation que At'. Son interprétation
pour les symboles de fonction est aussi la méme’ que celle de A6 sant
pour f dont on change la valeur pour le seul #-uplet (2, ..., 4m): dams 46",
on pose Fltyy ..., m) = ¢, (alors que dans A6, on w fUy, vy )
= fluy, ey Um)).

Les valenrs des termes f,, ..., % sont inchangées: car f, ..., & ont
une longneur au plus égale & celle de ¢, done & n’eyt pas un sous-terme
det,, ..., tx. Par coutre #; prend la valeur ¢, dans A", Il en résulte que A6"
satisfait la formule F(f,ty, ..., ts) < —e.. D’autre part 6" satisfait o,
puisque f n’est pas dans le langage de £ Cela contredit le fait que
A LT (b, oy tx) =0, c.qfd.

Levve IT1.2. Soient &, $ deux systémes d’awiomes universels tels que
& B soit borné et n'ait pas de modéle. Il ewiste alors une expression sans
quantificateur F(By, ..., Tmy Yiy ooy Yu) de L(k) ~ L(B), of des termes clos
£y vy En (commengant pay un symbole de £(4)— £(B)) %y «rvy Y (cOMMeEn-
cant par un symbole de C(B)—L(A)) du langage L(4£) v L(B) tels que:

T (G s Ny Exy oy En) =0,
BT (Mg ey Ny Exy ooy &) < —1

D’aprés le théoréme IL.2., il existe une expression G(2, ..., 2x) sans
quantificateur de £(4) et des termes clos £y, ..., iy de £{4) v £(B) tels que

&+ V2 ...Vzi[G(zl, ey 2g) =07,
B GGy ey le) < —1.

On remarque d’abord que tous les symboles de relation qui apparais-
sent dans G sont dans £(#) ~ £(B): ils sont tous dans L(s) Paprés la
définition de G(z, ..., zx). D’autre part, on peut éerive:

GCry ey G = M By(w], oy win )+ oo Ay By(w?, ey wh )4 A

(A1s ey Apy 4 € R, et lo§ w] sont des termes clos de () w £(B)). Supposons
que R, par exemple, ne soit pas dans L(B) (et que A, 3= 0).

On considére un modéle M quelconque de % (5%l n’en existe pas,
le résultat & démontrer est trivial). Alors Ak Gy, ..., lx) < —1 quelle
que so0it la valenr donnée au symbole de relation R;: on a mne contra-
diction en donnant & R, une valeur constante suffisamment grande en
valeur absolue et du signe de 1.
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On a done #&F GG, ..., 0) = 0; B+ GG, vy fk) < —1, et on peut
éerive  G(Ly, ..y Lx) = H(vy, ..., V) ou H(m, .., s,) est lexpression
M By(agy ooy @) 4 oo + A, By(a?, ., @) +24, éerite dans L£(A) ~ L(B), et
Uy, ey Uy des termes clos (& savoir w!, eyl ) de £() U £(B).

Or chaque terme clos v de »(#4) v £($) peut s'écrive sous la forme
V= 0(Ty, .., T1), OU (&g, ..., ¥;) est nn terme de C(t) N L(B) et 7y wey T2
des termes clos de £(s£) v £(%) commengant soit par un symbole de
£(B)— £(s), soit par un symbole de L(s)— E£(B) (cette propriété se de-
montre immédiatement par induction sur la longneur du terme ?). On
écrit done aivgi:

1 L
V= 0y(Ty ey Ty ey Uy = o], -, %)

. d’our.

GLyy vy &) = Hloy(51, oo\ T%l)y ey g7y ey qu)] .

On pose
1 1
F(ory ooy 2y ey oy 2f) = HI04(81, ooy 27) 5 oory 04088, ooy AR

F est berite dans le langage £(s6) ~ (%), I1 suffit alors d’appeler
By, ooy T leg variables zg telles que 7 commence par un symbole de £(B)—
— L(s) et 7y, .op g los 7] correspondants; 4, ..., ¥, les variables 2/ telles
que v:ﬂ commence par un symbole de £(#4)— £(B), et &, ..., & les o’ corre-
spondants. L’expression F(y, ..., Tm, Y1, -, Yn) €6 les termes &, ..., &,
1y -y MmO bien les propriété voulues.  c.q.f.d.

Lemve IIL.3. Soient £, deux. sysidmes @amiomes wuniversels tels
que & v B soit borné et wait pas de modéle. I ewiste alors wne expression
sans  quantificatewr I (®y, .., Tmy Y1y -y Yu) du langage L(£) A £(B), des
termes 4%y, vy Tm)y ooy By ooy Tm) de L(4) (commengant par un symbole
de £()—(L(B)), des termes wyYyy ooy Yn)y ey Um(Yry ooy Yn) de L(B) (cOMm-
mengant par un symbole de £(35)~(£(Jt)) et des termes clos &, ..., &,
Nig ooy N de L(s6) U L(B) tels que

Evm by ey Mm) 5 ey En = tulmyy ooy m)

My = Ug(Ery veey En) g oy = Um(Ery ooy En)
A F V(Hl V.’/Dml.[n(%'l, weey Ty t1(931y ey wm): ey tﬂ(wl: et m"‘)) = 0] ?
BEVY, .. V@/%[ﬁv(ul(?]u oy Yn)y ooy Um(Yra ey Yn)y Y1y ooy ”/’ﬂ) < _‘1] .

On considére les termes &, ...y &n, W1y «v) Ym, €6 1expression
F(@yy eeey Ty Yy -y Yn) Obtenus au moyen du lemme ITL.2. On appelle

Ery ey & (TESD. 7y, wvym,) tous les sous-termes des termes &, ..., &y,
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oy ey im QUi commencent par un symbole de L£(A)—L(B) (resp. £(B)—

—£(#)). On a done 7 3= m, s = n; on pent évidemment écrire
vF<m17 vy Ty Y1g oeey yn) = F(m,, vory Dry Yig oees ?/s) H

Texpression du deuxidme membre ne faisant simplement pas apparaitre
les variables @, 1y .y Bpy Ypoprs ooos Vs

On remarque alors que, si & est un terme clos de £(4) v £(%), commen-
¢ant par un symbole de £(A)— £(B), on w &= t(oy, ..\ 01)y OW L@y, ooy 21)
est un terme de L(#), oy, .., o1 étant. des termes clos do £(s) v £(B)
(sons-termes de &) commengant par un symbole de £(B)— £{s£). De méme,
si 7 est un terme clos de £(s) v £(B), commengant par un symbole de
L(B)—C(A), on & 5= w(Ty, ..., 71); OU U(®y, .., %) est un terme de
£(B), 71y ..., 71 des termes clos de L(+4) w L(B) commengant par un symbole
de £(4)— £(B) (la démonstration de cette propriété est immédiate par
induction sur la longneur des termes &, #).

On pent done écrire

&= 8Ny ey M)y ooy Ea =101y ovey M)
M= 10(Ery s € ey T = UnlEr, ey £)

t(®yy oovy @r)y Yy, ..., Y,) 6tant des termes éerits respectivement dang
L(4), L(3B).
D’aprés le lemme IIL.2. on a
& FF(Nyy wny ry &py e

BEFy, ey Gy oy o

soit 4 "F("]u o M (g ey M) g ey Bl ey 777‘)) = 0.
Comme 7, ..., 7, commencent par un symbole qui n’est pas dans
£(#), on peut appliquer le lemme ITL1., d’oit

Kb Vg o VorF (@, cony @ry @y veny B)y cony @y, ey ) 52 0.
On a de méme
‘(‘B I'F(lu’l(é.l? b 55)7 (LS “r(&u s

done, d’aprés le lemme IT1.1,

1)y Euy vy Ee) 5 —1

BEVy; ... V%F(“l.(?lla vy Yady ey Url¥y ooy Ys)y Yrg vens ?/8) = =1,
e.q.f.d.

‘THEOREME IIL.1 (théoréme d'interpolation). Soient 4, B deuw systémes
@ awmiomes universels tels que & v B soit borné et w ait pas de modéle.
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I1 existe alors un expression sans quantificatews F(Dy, ey Bny Yy s eery Yn)
de £(A) ~ L(B), des termes 11(a1), vy @y, cory 1)y oy tnl®yy ooy ) de L(A),

des termes Uy, Us(Ys)y ooy UilYty oy Yio1)y eony Un(Yay vovy Yps) BE E(B) (uy et
wn symbole de constante) tels que:

ATy V[T (@, ey @y 8(Er)y ony 8By oory @), o
vy By ey )} = 0],
BEVYy oo VYl Tl Ua1) vy Wil ooy Yia)y e
e Uy eny Y1) s Yay veny Y) << —1] &

On appligne le¢ lemme IIL.3 et on range les termes clos &, ..., &a,
Ty oy W PAT o1dre de longueur déeroissante. On suppose que cela donne
Eus My Enctyr ety -y &1, Mo (¢'est toujours possible, en ajoutant, an besoin,
de nouveaux termes &g, n;). On a done supposé aussi m = n. L’expres-
gion B §'écrit done F(@y, .y @ny Yy, -y Yu). D’aprés le lemme IIL3, on
a n = W&y, v, En); comme 7, n'est pas plus long que &, Eiqy enn Epy
on voit que le terme iy, .., ¥s) ne peut contenir les variables y:,
Yiprs -y Yn €6 Fécrit done us(yy, ..., ¥;y). De méme, on'a & = ti(ny, ..., 7n);
comme & n'est pas plus long que 7,4y, ..., 7n, le terme ta, ..., #2) ne
peut contenir les variables @;.;,..,%, et §'éerit done fy(@y, ..., @), Le
résultat est alors immédiat d’aprés le lemme TIL3. e.q.f.d.

TurporEME IIL2. Soient 4, B deum systémes d’axiomes wuniversels,
AU B btant borné. Pour que £ B ait un modéle, 1 faut et il suffit que,
pour toute cwpression sans quantificateur F(Dyy ..y Bny Yuy ooy Yn) de L(A) ©
A L(B), il existe des termes (@), vy Wy y wony Bi) 5 oey TalByy ory Tn) de (6}
tels que

b V@ oo V[T (@ oery Bay 4(B1) 5 ey U@y coey B0 5 eony T8y weny @n)) = 0]
alors il ewiste un modéle de B qui satisfait la formule
Vo, Ty oo VO EYu[F (@1 evy Tny Yy ooy Yn) = 0] -

La condition ogt évidemment nécessaire. Inversement, si v 3B n’a
pas do moddle, d’aprés le théoréme ITI.1, on voit qu'il existe une ex-
pression sans quantificatenr F (@, .y @ny Y1y ..y Yn) do L(#) o £(B) et des
BOIINeS  Ly(y), veey bl@ry vy @n) A0 L(H), Upy oney UnlY1y ooy Ynoo) de L(B),
tels que '

Ao F VB oo VO[T (21, ooy By 2@ 5 oony a1y ey Tn)) = 0]
ot
BEVYy oo VYa| Py, 68h) ooy Wnllas ooy Y1) s Y1y ooy ) < —1] -
Il en résulte que

B b B2 VYy oo B VY[ (B1y Bay coey Try Yiy oey Yu) < —1]
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et done aucun modéle de B ne satisfait la formule Vo, Wy, ... Va,Hy,
[F(yy cony Ty Yoy weey Yu) =01 c.q.fid. ;

TagoreME II1.3 (de définissabilité). Soit £ un ensemble borné de
formules closes, uwiverseiles et homogénes de L, comportant le symbole de
fonction f & kb arguments, et définissant implicitement ce symbole (¢est-d-dire
80 o est un modéle de S—{f}, il y o aw plus une fagon de définir la valewr f
de f dans Mo, fi |M6|*—| A0, de fagon & satisfaire ). Alors, pour toute ex-
pression sans quantificateur homogéne B (2y, ..., 2p), comportant le symbole f
et définie positive (c'est-a-dire:

& FV2y . Ve [H (21 .ovy &) 72 0]),

et pour tout & >0, il emiste une ewpression sans quantificateur homogéne
F(@1y oy @uy Y1y ooy Yy 21y o0y Bp) N cOmportant pas le symbole f telle que,
dans tout modéle de £, on ait:

0< B2y .oy 2p)—infsup ... infsupF (@, oy @y Yoy ooy Yy By vy 2p)
T Y1 Zn  Yn

< e(N(z)+ ...+ N(2)) .
Montrons d’abord le
Lemue ITT.4. Soient & un systeme d’axiomes homogénes universels, et
G (@, ..., Tn) une expression homogéne sans quantificateur. 81
& Vo, .. Vau[G (2, _ ) = 4],
alors 2.<0 et on a
A Vo, . Ve [G(y, ..., @) = 0].
Etant donnés un modéle A de £ et un réel ¢ = 0, on désigne par oo
le modéle qui a méme ensemble de base et méme interprétation pour

les symboles de fonetion que A6, et dans lequel Vinterprétation de chaque.
symbole de relation R est oRB (R étant D'interprétation de R dans A6).

Comme + est homogéue, il est clair que, si A6 satisfait 4, alors oL satisfait

aussi .

En prenant ¢ = 0 on obtient un modéle dans lequel tous los gymboles
de relation ont la valeur constante 0; dans ce modsle @ prend la valeus 0,
ce qui montre que A<<0. '

Soient G un modale de 4 et ay, ..., a, € |40} tels que Gy ey ) <O
#’il en existe. On choisit ¢ > 0 assez gramd pour que 0GMay, ..., an) = A—1.

Alors le modele oA satisfait la formule G(ay, ..., ay) < A—1, ¢o qui
contredit I’hypothése, puisque gu k .  c.q.L.d. ‘

Le systéme d’axiomes 4 étant borné, il existe un réel M > 0 tol quo
AE Ve Ve [B(z, ..., 2p) < M(1+ Ne, -+ <o+ Nzp)] (voir la démonstra-
tion du théoréme IL1). D’aprés le lemme précédent, on a donc

&+ Ve . Vep[H (2, ..., 2p) < M (Nzy+ ...+ Nzp)] .
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Par ailleurs, puisque + +Vz ... Ve, [B(z, ..
poser que

.y &p) = 0], on peut sup-

A F Ve Ve[ B2, ., 2p) > Noyt ... 4 Nayp)

(en. remplagant B(2:, ..., 2p) par B(z, ..., 2p)+ N2yt ...+ Nzp).

Soit L’ le langage obtenu en changeant le symbole f dans £ en un
nouveau symbole de fonction f' & % arguments qui n’est pas dans €.

Par cetibe substitution 4 devient A', B(z, ..., 25) devient B'(z, ..., 2p)-
On ajoute aux langages £, £’ p nouveaux symboles de constante ¢, ..., ¢p.
Par hypothése lenkemble des formules: %, H(c, ..., 6) = L+, &,
B'(eyy oy 6p) = 1 0’2 pag de modéle. Or cet ensemble est borné: car #, A
le sont et

Ay B01y ey 0) ST EN(e)+ ..+ Nep) <1,
et done
A 6y ey ) ST EN(6) <1 (1<9<D).

Daprés le théordme LIL1 il existe une expression homogéne sans
quantificateur F(@y, ..., Bny Yoy eoes Yny Byy oy 8p) A0 langage £ L' (cest-
d-dire du langage L— {f}) et un réel r tels que

-A}, E(GI, ey Cp) = ]"’["3
F Vo, Wy . Vo, TynlT (@) ooy Bny Yoy ooy Yny Opy oory Op) == 7+1],
7y B(egy ey 0p) <1
b, VY oo Ty VY[ B (B cory By Yrg eeey Yy Cpy eey Cp) < 7]
Or, si A6 est un modele de s, oM est aussi un modele de £, pour
tout réel p = 0. On en déduit:
#y 0B (eyy ooy Cp) = 16 ‘
bV, Wy, o Vo Tynl 0F (@15 ooy Tny Yoy ooy Yny Oy ooy O0) = 7411,
Sy 01)(®gy vy 0p) 1
F 8Ly Vg oo Tn VYu[ 0T (Byy ovy Bay Yiy ooy Yny C1p oory Cp) < 7.
On poso

D (015 vury Op) == InESUD ... INESUPT (Byy ovy By Yy ovs Yy Gy oey Op)-
xyL U xn  Un
®(0y, ..., 0p) prend une valewr réelle ou oo dans chaque modéle de
L {er, -0y 6p). Daprég ce qui précéde, on a:
0B (64, ..ry Cp) 3= 71 dans tout modele de 4, oF (e, ..., 0p) = 1+,
dang tout modéle de £, o (Cy,y ..y 6p) < 1.

0P(8yy ey Cp) <7
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Pour g = 0, on en déduit r > 0. On voit de plus que, dans tout modale
de 4 on a ‘
Cr1
TE(Cyy veey 0p) = D61y ovvy Cp) = mE(cu very Cp)
Si =0, on en déduit F(e,, ..., cp) = P(C1) vy 6p) = 0 dans toub
modele de . Sir>0, on a
H(e Cp) = 1d5((' Cp) == L He ¢p)
17 ) VD 770 U1y e YD ‘:/1-}—8 1y w0y YD) o
Done

&

1+4¢

1
0 B(y, ey 0p) =2 B(6s, oy 09) < 7o B{er, e )

dans tout modele de £. Comme

A+ H (o .y 6p) < M(Noy+ ...+ Nep)

on. voit que, dans tout modéle de £, on a

1. :
0<< Bley, ..., c,,)n;(b(ol, ey Cp) < &M (Ney- ...+ Nop)

N : o1
ce qui montre que Pexpression ;F(wl, ey By Yy eoey Yy Biy ooey Bp) TPt

les conditions de ’énoneé du théordme. c.q.d.f.

IV. Modéles standards

Formules universelles généralisées. Soit ¢ une partie convexe fermée
de R"; on sait que C est l'intersection d’une famille de demi-espaces
fermés, auntrement dit, qu’il existe n--1 familles de réels: (A iexs veer
(A)ers (A%)5er telles que

O={(&1s ey bn) € R A&t o4 208,+ 4= 0 pour tout ¢ eI} .

Considérons un langage £, et Ay(%y, .., @m), ooy Au(@y, ..o, W) dos

expressions sans quantificateur de £. L’ensemble # dle formules universelles
closes

Vo Vo (MA@ oy D)+ oo + MA@y ey @)+ A= 0] (G e )

sera écrit en abrégé

V-’vl oee Vwm G[.Al(ml, ey xm) 9 weiy ‘An(wl, ey mm)]
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et sera appelé alors une formule universelle (close) généralisée. Un mo-
dele b d’une telle formule est, par définition, un modéle de #; cela revient
4 dire que, quels que soient @, ..., an € M}, lo n-uplet de réels:

LA @y woey Gm)y ey A0y, ..., am)]  est daus Te conveze C .

Soit @ uue fonction concave de RY™ dans R, : autrement dit @ est
continne et

Q('E(El"I" M)y wees $(Eprt 7711.-—-1)) 2 P&y ey Euy)+ 3B (M1; ey Npa)

quels que 8oieNt &y, ey &gy iy ey Ty € Ry (R, est Densemble des
réels = 0). On définit un convexe ¢ de R™ par la condition: & = 0 eb ...
et &, =0 ot |&| < D(&, ..., E_1). Dans ce cas la formule universelle
généralisée Va, ... Voo O[A4(2, .oy @m), cooy An(@y, ..y Tm)] sera éerite

Vy oo VO As (15 ey @) =0 A cii A Ay (@1, ooy Tm) =0 A

A A (@5 vy Tyl < qj(A1("”17 ey Bp) g veny An—{(wly sery ”m))]

ou méme, en abrégé:

Va, .. me“-An(mu very Bp)| < D(Ay(@1y ovey Tr), S Ay (@ ooy Tm))] -

Drautres abréviations du méme genre, évidentes par elles-mémes,
geront utiligées éventuellement; par exermple V... Vou[ Ay (@1, o) Tm)
= Ag(@y, ..., ¥m)] est une formule universelle généralisée qui représente
T'engemble des deux formules

VO oo Vo[ Ay (@00, ooy Bm) < Ao(Bry ooey @m)] s

Vg oo Vo[ Ag(@1y ooy ) < Ay (81, ony Bm)] -
Systdmes d’axiomes réguliers. Dans toute la suite on suppose que le
langage £ a un symbole de constante distinguné, noté 0, et un symbole
de relation & denx arguments distingué noté D. N (») est maintenant,

par définition, DPexpression D(0, ). Un systéme d’axiomes universels &
do £ est dit régulier il ost borué, #'il contient les formules suivantes:

(1) VaoVy(D(@,y)=0), Yo(D@,o)=0), VoVy[Dz,y)=D(y,a)]

ot ui tout moddle A6 de 4 a la propriété suivante: quels que soient ay, ..., ax,
Dyy eeny bp € | 6] Jo symbole de relation I & & arguments de £, le symbole
de fonction f & % argnments de £, si

Mo E D{ay, b)) = D(ty, by) = ... = D{az, b} =0,
alors
Mo E R (g, ey an) = R(by, ., bi) b Mo ED(f(ayy ey @2)y F(B15eee bi))=0.
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[

Levve IV.1. Soient £ un systéme @amiomes universels régulier de ¢,
U@y, oey X)) un terme de £, F (2, ..., ¥n) une expression sans quantificaleur
de . 81 Mo E A 6f 8 ayy ., On, by, ..ey by € [A6] sOnE tels que D(ay, b,) = ...
we=D(ay, bp) = 0, alors on a dans M:

Dy ey ), Hbyy ey ba)) =0 0t F(ay, oy ) = F(by, ..., bn) .

On montre la premiére propriété par induction sur la longueur de #:
on éerit ¢ = f(uy, ..., ux). Par hypothése d’induction, on o

D(wi(tyy eovy @n), Wilbsy oy ba)) =0 (LiKE).

Comme £ est régulier, on a donc
D[f(waf s, vy @n)y oy Un(@ay vy G)), Fata(By s e

soit D[t(ay, ..., ta), t(by, ..., bp)]= 0.
Lorsque F(x,; ..., #s) st atomique, c’est-d-dire s'écrit B (L, ..., &) ona

o ba)) =0

y bu)y ooy Urlbyy oony b%))] =0

.D(tg(a,l, cry Qn)y Bi(by, o (I<i<h)

d’aprés ce qu’on vient de montrer. Done

Bt(y, oo, Gn),s ooy et wrey Gn)) = Bty(byy vuvy Bn),y wovy talby,y oevy Bi))

puisque £ est régulier.
Le résultat général est alors immédiat, puisque F(, ..., 2,) 'derit

b .
Z}’L LRty oy )42 cqiid.

TemorEME IV.1. Soient £ un systéme @ amiomes universel régulier de £,
U@y vy Tn) un terme de L, F(@y, ..., @n) une expression sans quantificateur
de £, K, & deuw véels >0. Alors il ewiste un véel 5 >0 tel que, pour tout
modéle Mo de A& 66 ay, ..., Gn, by, ..y by € | MG tels que

N(a1)7~~-;N(an)7N(bl)5"'JN(bn)<K et D((»l,b]),...,l)(an,bn) -'E»:?]

on ait dans AMo:

D(t(a,l,...,qn),t(bl,...,bn))<a o (B (ay, .y @)= F(Dyy .., b)) < 2.

On raigonne par Pabsurde. On ajoute au langage £ les nouveaux

sympoles de constante ¢, ...,cn, dy, ..., dy o6 on considdre lo gystéme
d’axiomes- universel borné: )

£ N(e) <K, ., N <K, N@)<EK, .., N(d) < K,

Do, &) <

R

3oy Dienydn) <=,  Dtey, ...

1
r

icm®
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(p décrivant ensemble des entiers >1). Draprés le lemme IV.1 cet
ensemble n’a pas de modéle. Or, par hypothése, tout sous-ensemble fini
en & un, ce qui contredit le théoréme I1.3. On fait la méme démonstration
pour la deuxidme partie du théoréme, en remplagant la formule
Dt (eyy veny 0n)y 8@y ooy dn)) > & par

[F(ery ooy en)—=F(dy, ooy d) = 6. c.qid.

LXEMPLE DE SYSTEME D’AXIOMES REGULIBRS. Pour que s g0ib
pégnlier il suffit qu’il soit borné et contienne les formules suivantes:

Les formules (1).

Pour chague symbole de relation R & n arguments, la formule géné-
raligée:

Vo, oo Vou VY o VY[l B (1 ooy @n)— B (Y1, ooy Yn)]
< Dr(Day Yy, ooy DnYn, Noyy ooy N, Ny, ooy Nyn)]

ot @p: RYP—R, est une fonction concave telle que ®(0, ..., 0, %1, oey fus
Liy oy bn) = 0 quels que soient #y, ..., 7n, G1y ey Cn e Ry

Ponr chaque symbole de fonction f & » arguments, la formule géné-
raligbe:

Vo oo Veu Vyy oo VY[ D () oo @y fYy oo Yu)
= By (D Yy ooy Dy, Ntyy ooy Non, Ny y ooy Nig)]

ol &;: RYP—R, a les mémes propriétés.

Soit M nn modele de £; une suite (a,),.n d’éléments de |AG| est dite
bornée si on a N(an) < K pour tout n (K réel = 0). On dit qu’elle con-
verge vers a e |G| 81 D(an, ¢)—>0 gnand n->co. On dit que c’est une suite
de Cauchy si elle est bornée et si, pour tout & > 0, il existe p ¢ N tel que
D(am, an) < ¢ quels que soient m,n > p. Le moddle A est dit complet
gi toute suite de Canchy d’éléments de 6 converge.

Un moddle A6 de £ est dit standard §'il a les propriétés smivantes:

il satisfait les formules (1):

VoVy(D(@,y) = 0); Va(D(w,a)=0); ValD(@,y)=D(y,2)],

il esti complet,

g a,bel|M| ot D(a,d)=0 alors a=2d.

Ttorive IV.2. Soit # un systtme & awiomes universel régulier.
A chaque modéle Mo de s est canoniquement associé un modéle A standard
qui satisfait les mémes formules universelles closes de L que Moo

On définit sur |46| une relation binaire ~ en posant a~b
<D(a,b)=0. Comme # contient les formules (1) cette relation est
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reflexive et symétrique. D’autre part, comme 4 est régulier, si ay, 4y, b,, b,

< |6 sont tels que D(ay, by) = D(ay, by) = 0, alory D(ay, a,) == D (b, b,).
Done, avec @, = @, @y = &, b, = by == b, on voit que a~b ¢t b ~c=>q~ .

~ est donc une relation d’équivalence; si B est un symbole de re-
lation de £ & n arguments, f un symbole de fonction de £ & » arguments,
alors les fonctions B: [0]"—>R, Ji |J6[*—|46| sont compatibles avee cette
relation d’équivalence (par définition du fait que 4 est régulior). On peut
done définir le modele A6*, quotient de A6 par cette relation d’équivalence.
¥ a évidemment les propriétés suivantes:

siw, e et D(u,v)=0 dang M, alors wu = o,

¥ satisfait les mémes formules universelles closes de £ que oMoy,

si Mo est complet, A* Pest aussi.

11 ne reste done plus qu’h construire un modéle Ao, de £, complet et
satisfaisant les mémes formules universelles closes de £ que A6. Le moddle
M’ = o] aura alors les propriétés voulues.

On prend pour |A| ensemble des suites de Cauchy d’6léments de A,
Si f est un symbole de fonction de £ & & arguments, of s, ..., s € |4y,
(815 ...y 85) est la suite s définie par s(n) =f(sl(m,), ey sk(n)).

Cette suite est bien de Cauchy: eu effef, il existe un réel K = 0 tel
que N (s;(n)) < K dans M (pour 1<<i<k, nelN) puisque toute suite
de Cauchy est bornée par définition. D’aprés le théoréme IV.1, il existo
7 >0 tel que

D(f(sl(m), weey SK(m)), f(s:(n), .., sk('n))) <& dés que Ds(m), sdn)) <y

(1 <4< k). Or cela est réalisé si m, #n > p pour un certain ensier P, puisque
chacune des s; est une suite de Cauchy. D’autre part la suite s(n) est
bornée dans A, puisque # est borné, done contient la formule

Vo, ... Vau[ N (fo, ... 0) < M1+ Noy+ ... - Nag)],

on a done
Ns(n) = Nf(sy(n), ..., su(n)) < ML+ Ns,(n) + ... |- Nsu(n)) =2 ML kEK).

Si R ej(tj un gymbole de relation de £ & % argumenty, on définit
B (815 ey 86" = Hm Rsy(n), ..., su(n))#o: cette limite oxisto enr Tn suito

N~»00
E(sl(n), ey sk(n))"“’ est une suite de OCanchy de véels (méme démonstra-
tion). Pour chaque expression F(wy, wpap) de £, sans quantificateur,
on a done

P(sy, o, sp)M = U T (s,(n), ..., s(n))He.

n—oa
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Done si Vo ... Vo[ F (5, ..., 25) = 0] est une formule universelle close
vraje dang A6 elle est aussi vraie dans ;. En particulier M, satistait o.

Par ailleurs on & un isomorphisme de A, dans Aoy (& chaque @ e | M),
agsocler la suite constante égale 3 @) et on peut done considérer que
M C Ay

Done tonte formule universelle vraie dans A, est vraie dans .

Ohaque point s do |My] est limite d’une snite d’6léments de |
4 savoir la suite (s(n)), .yt en effet D(s(n), 5) = lim Dis(n), s(m)) < e

m—00

pour % agdez grand puisque la suite s est de Cauchy.
Boit alors sy une suite de Cauchy d’éléments de jMyl. On a doune
N (8a) =< K pour tout m, ou encore lim N (suim)) < K.
m-—»+o0

Dautre part su(m) converge vers s, dans M. Par suite on peut choigir
un entier mn tel que N (sa(ma)) < 2K, D(sa(my), $n) < 1/n.

On pose ay == su(mn). Comae M, k£ et que 4 est régulier, il existe
n >0 tel que D(au, sn) < 1, D(ap, $p) < 0 =|D(an, ap)—D(sa, $p)| < te.

Done, si n,p =L, on a |D{an, ap)—D (s, sp)| < e Or il existe
un entier ¢ tel que n,p = q=D(ss, 5p) < §e. Done s n,p >g¢, 1y on
a D(an, ap) < &, co qui montre que (a,), v esb une suite de Cauchy dans .
Par définition de A, clle converge done vers s e |My,|. Mais D(n, s,)
5 1yn, done D(@n, $u) =<y pour n assez grand; D(as, s) est aussi <g
pour n assez grand puisque a, tend vers s, et done D(s, sp) < & pour n
agsez grand, Cela montre que s, tend vers s et donc que J, est complet.
c.q.f.d.

TrmdorkMr IV.3. Soient +#, B deus systémes dawiomes universels,
£ dlamt convexe et & o B régulier. Si £ B n'a pas de modéle standard,
il ewiste une formule Va, ... Va[F (@, ..., 2n) = 0] de £ et des termes clos
by iyt de € tels que B FF(ly, ooy tn) < —1.

Bn effet, d’aprés le théoréme IV.2, £u B n’a pas de modéle du
tout, et i1 suffit ’appliquer le théoréme IL.2.

Tmhoriivmu IV.4 (définissabilité). Soit £ wn sysiéme &axiomes wuni-
versels de L, régulier, homogine, comporiant le symbole de fonetion f & k argu-
wments, of définissant implicitement ce symbole dans tous les modéles standards
(Oest-d-dire: si Mo st un moddle standard de L~ {f}, il y & ou plus une fagon
de définir T valewr [ de f dans Mo, Fi |M6[F—|A0], de fagon & savisfaire ).
Alors, powr loute capression soms quantificotewr homogéne H(zy, .., 2p),

- comportant le symbole [ el définie positive (¢est-d-dire:

J4 Vz, ver Vzp[E(zlj (XN} zp) = 0])

ek pour lowt & =0, il ewiste une expression sams quantificateur homogéne
T (Byy ver Ty Yiy coey Yy 1y ooy Bp) ME comportant pas le symbole f telle que,
) i
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dans tout modéle de £, on ait:

0 < B2y, ey 2p)— IDESUD . ANESUP T (%15 ooy Duo Y1y ooy Yy G2y ooey 2p)
Y
i Zn  Un < E(Nzl_].. ”-+sz) .

Comme dans la démonstration du théoréme ITL3, on peut supposer
que 4 F V2 .. Ve[ B (2, ooy 80) 7 Noy- ook Nap)- On ajoute an langage
les symboles de constante ¢, ..., ¢p et on voit de méme que l'engemble
by B(Cyy oy 0p) = 148, A B(ery ooy op) <2 1 Mo pas de modeéle standard.
Comme cet ensemble est régulier, il wa pas de moddle du tout (théo-
réme IV.2). On termine alors la démonsteation comme pour le théo-
réme ITTL.3.

V. Homomorphismes de modéles

TUn engemble 4 de couples d’expressions sans quantificateur de € sera
appelée une caractéristique d’homomorphismes (dans le langage L) si,

pour tout couple (F,F*)ed, F et F™ ont les mémes variables libres .

(B = F 2y, ooy tn), F* = FH (g ooy @n)) et §'il existe wun couple (I, F') 4
tel que F' soit Uexpression N(w). 4 sera dite contractante si le couple
(-D(wyy):D(wy'.’/))EA- oo

Mo, SO tant deuwx modeles de £, une application ¢: || = | M| sETRL
appelée tm 4 -homomorphisme si, quels que soit le eouple

(B gy cory B0)y T (@yy oony Tn)) € 4 €6 Gy ey G € [ MG

on a T (pay, ..., pun) < F*M(ay, ..., an); ¢ est dit contractant si DM (ay, pay)
< D*ay, a,) quels que solent @y, a, | A6}, I1 est clair que, si A est con-
tractante, tout 4-homomorphisme est contractant.

On fixe une fois pour toutes une énumération @, @, ..., Tp, ... des
variables de L. On désignera alors par 4 l'ensemble des couples
(B (@4y5 -y B2)y F¥ iy oy Bg,))s By ooy tn Gtant des ontiors =1 ef

(B (@yy ey @n)y T @y ooy n)) € 4

A4 sera dite homogéne si I, F* sont homogdnes quely que soib
(F, F*) e A.

TaforEME V.1. Soit & un systéme d'awiomes régulier universel. Mo un
modéle dun langage £ C L(A) ¢t A une caractéristique dhomomorphisme
dans le langage L. Pour qu’il existe un modéle standard N de £, et un

A-homomorphisme g: Mo, il fawt et il suffit que Mo satisfasse toules
les formules

(1) Vo, .. an[QlFr(ml; v'--a Bp) oot Qk-F;t(wlv vy ) 22 2]
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U Quy ey Ok €Ryy A Ry (Fyy )Y oy (Fy, FY) e 4 somt ‘el que

AtV o Vo o Ty (0 ooy Dn) o Ok F k(5 vy Ba) > 1] .

Si, de plus, 4 ¢t A sont homogénes on

peut ne considérer 1 .
mules (1) dans lesquelles A = 0. que les for

II est immédiat que ln condition est nécessaire.

]?ou}' shague a e [A6] on ajoute an langage £(#) un nouveau symbole
de congtonte a. On est ramené alors & trouver un moddle standard de
Pengemble des formules: o, F(ay, ..., an) < F*M(q, yan) (le couple

. (a a Ve
(B (@) eery @n), I (@1, ..n, #n)) décrivant 4, et a,, ..., an € o))

Cet ensemble est borné: car 'une des expressions F étant N(x),
il contient en particulier une formule de la forme N (a) < 2, pour chagque
nouvelle constante a. Cet ensemble de formules est done régulier, puis-
que & Dest.

D’aprés le théoréme IV.3, 8l n'a pas de modale standard, il existe
des éléments

(Fy(@ry oy B0)y FL(@1a ey ),y ey (Fyl@yy vony ), By ooy )
de 4,01,y 0ceR, o ay, ..., ap €| M| tels que

% F 911171(_@1}, vy 9’:1,}‘)"‘""[‘ Qka(gi’f’ ey f-‘fg) =2
avec

A= Qllf’:m’(ari%, ey @) F et E‘kF:Ab(“ff’ ey @)1

B33 evey Uy veny U7y ooy 45 Stainrt des entiers compris entre 1 et p.
Comme les symboles de constante a ne sont pas dans le langage
£(+), on a

# b V0, V[0 F\(By ooy )b @ F (@5 ey ) > 2],

On pose

Ff(mfi’ ey @) == Gy s ) F;(xq’ ey By ) = Gl(@,y r @) .

Alors (G4, @) e (L<j<k) et on &
7 b .VW;L aee wa)[Q;LG;L(mj., ey ﬂ&'p)—i— et QkG}g(«’b‘] gaees iUp) = }4] .

Or, d’aprés la définition de A, il est clair que 6 ne satisfait pas la formule
06 (a, vy Bp)F oo 0u Gh(ay, -, @p) == A (puisque le premier membre
prend la valeur A—1). :

II reste & cousidérer le cas ol 4,4 sont homogénes. Le résultab
énoncé est évidemment un corollaire du lemme I¥T.4.
4
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Comme corollaire du théoréme V.1 notons le

TatoRIME V.2 (théordme de plongement). Soient £ un systéme d'axio-
mes universel régulier, Ao un modéle standard de £ e L(#4&). Pour qu'il existe
un modéle standard N de £ qui soit une extension de Mo, i faut et il suffii
que M satisfasse toutes les conséquences de £ de la forme

V@, .. Vau[ 0y Ay (855 cony Bn) 4 ooo 4 0 dil@yy ooy Dn)
Ay By ey @) e A BU®y oy ) = A]
0l 0y s Q€ Ry Ayy ey Mty A€ Ry Ay(@yy ooy ®n) g oy ARy ooy ®n) ‘80%‘! des
expressions du type D(fzy...w;,,2;) (f symbole de fonelion de £) ol
By(@yy oy @n)y ooy By, oy &) des  emprossions du lype R(wy, ., @)
(B symbole de relation de £).
On prend pour 4 lensemble des couples d’expressions de £ de

la forme: (D(fwl e Bpy YY)y D(f2r ... Bp, ?/))7 (‘R(w]7 ceey Bp)y By, .o, wﬂ));
(—R (@1, oo, Bp), —R (@4, ..., %)) (f, B symboles de fonction et de rela-
tion de £).

- Un A-homomorphisme @: H— N est alors un isomorphisme de A
dans N: car on a

R(@ay; ey pap)" = R(ay, ..., ap)®

et
-D(f(q’“u vy Plp) ‘Pb)N < -D(f(a'l’ vy Op),y b)‘M,

quels que soient a;, ..., ap, b € |46]. Bn pavticulier, lorsque b = f(ay,
on trouve f(pa,, ..., pay) = ¢f(ay, ..., ap). c.q.f.d.

Diagramme, diagramme universel, u-extensions. Si 6 est un modele
standard de £ on appelle diagramme de A V'ensemble des formales closes
suivantes sans quauntificateur & paramétres dans JAG:

D(fay ... ap,b) < 0 pour chague symbole fonctionnel f de £,

Oy y eney Op € | M|, b= f(ay, ..., ap) dans 4G,

E(ay, ..., ap) = 4 pour chaque symbole de relation de B de £,

Grs oy Op € |G| €8 2= R(ay, ..., ap)*

Le diagramme de M est noté Dy Tl est elair que Jos modéles stan-
dards de Dy, sont exactement les extensions de 6.

On appelle diagramme universel de s et on désigne par Uy, Pensemble
des formules closes universelles de £, & paramdtres dang A6 qui sont
satisfaites dans J6. Bvidemment Uy D Dy. Les moddles de Uy, sonb
appelés u-extensions de. A,

Le mod&le A6 est dit régulier si Uy, est un systéme d’axiomes régulier.

THforEME V.3. Soient Mo un moddle régulier de £, % un sysitme
daviomes universel régulier d'un langage £(B)D L, A, I donm caractéristi-
ques d’homomorphisme dans le langage ©, T étomt contractante. Alors les
conditions 1, 2 suivantes sont équivalemes, et la condition 3 implique 1, 2:

very Gp)

icm

EA (Gsfl/” ne
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1) Il ewiste un modéle standard N de B, une u- emtenswn M de S,
un A-homomorphisme @1 Mo—>N ef un I'-homomorphisme w: N—=>AM tels
que o @ soit Videntité.

2) Quels que soiont les couples & ewpressions (B, ..., @n), Fr(ay, ... 2a))

U)Wy s Yn)) € T, ory 05,75 e Ry (I<r<h1<s<l,
1<i<n 1j<p), AeR, ty,..,ane|M| et les termes tyz,, .. <y %)
(L<<j==p) de L(B) tels que ‘

() BFVo Vo] 3 0 Fayy oy tm)— Y 0,62y, oy @), .o
1<r<k 1Ce<cl
oy bp(®yy weny wﬂ))— Z mD(m, @y wony Tn)) = ﬂ.]
1<i<n
1<i<p

alors Mo a une u-ewtension qui satisfait la formule

r]:yl)[ Z Qr

lr<l

(i) Oy Moy ey @n)— D) 0l orey Yp)—

1<e<]

- 2 745D ( an?lj) ]

1<i<n
1<i<p

3) Pour chaque formule (i) qui est comséquence de B, M satisfait la
Sormule: .

Vo, ... Vo, Ty, ... E[y,,[ > 0Ty, -y n)—

igrsk

- Z 0 GFs(Yys vors Yp) —

1<e<l

D wuD (i, y) =41
1<isn
1<i<p

Bnfin. si $,4,I sont homogénes, on pewt ne considérer, dans les
conditions 2, 3 que Ze9 formules (i) dans lesquelles A = 0. .

La dernidre affirmation de l’énoncé résolte immédiatement du
lemme TIX.4. I1 est d’autre part évident gue 3=2, puisque A6 est lui-méme
une %-extonsion de AG.

L= 2. Lo condition 1 étant supposée satisfaite, on montre que uﬂ;’
qui est wne w-extension de J6 satisfait la formule (ii). On pose
[ (A<i<np),

by = t(pay, -.v ) Pltn) €

et, comme N FH on a:

NE ‘}: 0r TPy evy Plig) — Z 0, Gy, wovy bp) — 2 7y D(pas, by) =4 .
1€r<k 1€a<i 1<%n
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Or on a

Pty ooy 90,) N < FF(ay, oy 0% (L<r<h)
puisque ¢ est un 4-homomorphisme

Gy(pbyy wony PP < @By, oy b)Y (L8

puisque y est un F—'homomorphisme. Enfin

Dy o o, po)*' < D(pa, b))

puisque p est contractante; ou encore
D(as, be)'M’ < D(pas, bi)N

puisque vy o ¢ est Videntité. Il en résulte que, dans ', on a

% -
D) 0y ey @) — D) 0yGylupby, ey pby) — Y Ty Dlag, yby) = 4
1<r<k 1<8<1 1<t ‘
1j<p

ce qui montre que A’ satisfait la formule (ii).

2=1. Ajoutons & £($) un nouvear symbole de constante ¢ pour
chaque a ¢ |A|; trouver un modéle N de B et un A-homomorphisme
@: Mo—N revient & trouver un modéle N’ de l’engemble de formules

B =B (a4, ry @) STy, eey a5 ay, oo,y ay € | M),

(B (@yy vy @)y T¥ @y ooy mq)) e d};

en effet, la valeur ¢(a) de Phomomorphisme cherché an point a e |A6| sera
donnée par Uinterprétation de a¢ dans A,

On cherche dong, en fin de compte, un modele N de &' et un J~homo-
morphisthe y: J\[”—>.M,’ Ol A s0it un modadle de Uy, tel que y(a") = a
pour chaque a e ( " étant Pinterprétation du symbole de eonstanto a
dans N). Comme y doit &tre contractant (puisque 17 Pest ]mr hvpobhéso)
cette dernidre condition revieut & exiger que D{(u, yb) 4 = < D{a, )Y

On cherche done en fait un I"-homomorphisme y: .N”-~>J(>’ ol

I'"= I {(D(a, 2), D(a, 0); ae|b]}.

D’aprés le théoréme V.1, applieable puisque U 4 est régulier, il faut

et il suffit que N’ satisfasse Pensemble 4 des formules snivanbes:

V9 Vol 3 0,620, s 0)+ Y wuDla, i) 3 2]

1<e<i 1<i<n
1SI<p
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avee (G, G3) eI, 05, 75e¢R, (1<s<], I<ign, 1<j<
tels que

U.A{, k- Vf’/l V?/I){ 2 GGGB(f’/I, ey ?/:D)"l“ Z Tz;‘D (Ch;, yj) = Z] .

le<l 1<i<n
1<i<p

Supposons alors la condition 1 du théoréme non réalisée; il s’agit
de voir que la condition 2 est non réalisée aussi. Daprés ce qui précéde
Pensemble 4" w B’ n’a pas de modéle standard; autrement dit, 4w B n’a
pag de moddle stondard, si on pose

S == U {lﬂ(ﬁn s ) '*‘: ay, ..., %)uﬂ;; Uyyeney By € |Mof,
(B (@ ey ), BNy, oony @) € 4} .-

% Gtant régulier, £ w B Pest aussi: les seuls symboles qui apparaigsent
dang /4 et non dans $ sont les a; or, dans #, il y a une formule de la forme
N(a) < p puisque I'un des couples (F, F*) e 4 est tel que F est Nw. On
peﬁ'_b alors appliquer le théoréme IV.3 et on obtient ainsi des termes
E(tyy ey ) (L j<<n) do £(B) et are|db] (L<i<<n) tels que

B+ 2 %6‘3‘(‘51(9217 wory Bn) g voey By ---72n))+

p) et leR

pET)
-1
+ Z ,” D(a’i’ t!( ) ﬂ',,,)) - Z Q,F,(fﬂ_zn .y gir)
1<ien 1<r<h ?
1 <p
e 2 Q ,‘n @ )‘M’

1&r<l
avec gr, 05, iy € Ry, LeR, (F,,Fy)ed, (G4, )" e T, la formule

Yo Vs D) 006305, s y)+ ) TDlas, 41) > 1]
=

édtant dany 4
On pose

B0y ovey B) = Hw,.,2) @L<r<kh).

On v alors (H,, Hh) € 4; comme les a sont des symboles de constante
qui wapparaissent pas dans B, on voib que.

BEVo, .. V%[ X 0,G (tJ.(/Dl? wers @n)y wory Tl --~7Wn))+

1%8‘{1
- E WJD(»’O:,W(%,---;%))“ Z or Hil(wy,

1S dEm 1<r<k
L hep
o @ ).Mz
avee 9w —LqA— 3 0 H Nty cery @)™
L rale

oy Wn) < 'V]
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Or, la formule

Ys ---Vyp[ 2 0s@s(¥y s .-

Jy)+ ) Do, 9g) > 1
1<s<l

1<isn
1<7<p

est conséquence de Uy, donc satisfaite dans toute u-extension de A.
D’autre part, dans toute extension de b, on a:

2 o Hy(ay, .oy ) =

1<r<k

E @JH(% ey a'n)'jﬂ’

lgralk

11 en résulte que, dans toute »-extension de 46 on a

Vi ...Vy,,[ 2 05 Gs(Y1y -y Y2)+ Z Te5. D (s, Yg) -
1<s<1 1<isn
1<j<p
- Z Qrﬂr(au“w
1<r<k

an) == 14 'p]

ce qui contredit la condition 2. c.q.f.d.

VI. Applications aux espaces normés

Tous les espaces vecboriels considérés sont des R-espaces vectorielsy
p étant un réel =1, on appellera p-espace de Banach un espace vectoriel B
muni d’une appllea’rlon @: B—-R,, telle que & (@) soit une norme sur B
pour laquelle B est complet.

Axiomes pour les p-espaces de Banach. On désigne par £, le langage
qui a un seul symbole de relation D & deux arguments, un symbole de
constante 0, un symbole de fonetion + & deux arguments, un symbole
de fonction 4 & uwn argument pour chaque 1eR. L’expression D(z,0)
est notée N (z).

L’ensemble snivant de formules universelles homogdnes de £, ost

appelé systéme d’axiomes pour les p-espaces de Banach et noté By (p est
un réel =1 fixé):

VoD(z,2)=0, VaVy(D(z,y):=0),
VaVyVe|D(z, 2)

VaVy(D(,y) = D(y, a)),
<ID(@, Y+ Dy, 7]

(i1 s'agit d’une formule universelle généralishe; en offet (£47-k 7P ogt.
une fonction concave de R% dans R,).

Vo Vy[D (i, dy) = |APD(2,y)] (pour chaque 1¢R),
VaVyVz[D(e+(y+2), (@+y)+2)=0], Va[D(@+0,a)=10],
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Vo|D(w4(—a), 0) = 0],
VaVy|D(A(e-+y),

VaVy[D(s+y, y+a) = 0],

Aw+-2y)=0]  (pour chaque i¢R),

Vo Vy|D(A+ p)w, Az pw)= 0] (pour chaque %, u<R),
ValD(1 -2, o) = 0],

VaVyVelD(w,y) = D(xz, y--2)].

Co systéme nxiomes est borné: en effet il y a pour conséquences

NO w0,  NQw)< [A’N(w), N@+y)
(en cffet N (@--y) = D(x+y,0)= D@, —y) <[(D(z, 0)*+D(y, 0)rp:
cotte dernidre [mmulv généralisée contient la formule D(z, —y)
<2”( (@, 0)-+ Dy, ())) puisque sur R on a (£ U < 99(E4p)); et
anussi D(a" y) == 2P(Na-- Ny) (méme démonstration).

Pour vexlfur que By est régulier, on considére un modéle A6 de By,
et on a & montrer que la relation ~ définie sur |46 par a~b < Ao
FD(a,b)=0 est une relation d’équivalence compatible avec les inter-
prétations dans 4 des symboles de €. ‘

Soient alors a,b,¢,de|f| tels que D(a,d)= D(c,d)=0; on
a & montrer que D(a,¢)=D(b,d), ce qui est clair puisque D(z,y)"?
egt tme semi-distunce sur [A6]; que D(da, 2b) = 0 pour tout A e R ce qui

est clair 'pquuo D(Aa, Ab) = |A?D(a, b); que D(a+e¢,b+d)=0, or

< 2°(Nw+-Ny)

(a—l—d b d) == D(a-+c—(b+0), b+d—(b+c))
= D(a—b, d—¢) < [D(a—b, 0)*74 D(d— ¢, 077
= [D(a, b)"*4-D(c, &P =0.
B, ost done régulier. T est alors clair que les modeéles standards

de B, sont les eypaces de Banach sur R, Pinterprétation de D(w, y) étant
llo— y|P, celle de N () étant |j; autrement dit les p-espaces de Banach.

Axiomes pour les espaces I?, On dégigne par £, le langage obtexlm en
ajoutant & £, un symbole do fonction ~ & deux arguments. Les axiomes
suivants, ajoutés b B, formont les axiomes de p-espace de Banach réticulé:

VoD@~ o,0)==0], VyVy[D@ny,ynas)=0],
VaVyVe[D(w~ (y ne), (@ny) ne)=10],
VaVyVelD((@-+2) ~ (y+2), & ~ny+e)= 0],

VaVy[D{A(® ~y), e~ dy)=0]- (pour chaque 1¢R,).
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Les modéles standards de ce systéme d’axiomes (qui n’est pag ré-
gulier) sont les p-espaces de Banach réticulés.

On note # w g le terme —[(—a) » (—y)], #t le terme 2w 0, 2~ le
terme (—a)*, et |#| le terme 2o~

Dans [7], (voir aussi [2]) il est démontré que, si un espace de Banach
réticulé B a les propriétés suivantes:

Nel|l = ll&  pour tout @el,

w4+ ylIP = 2l 4yl = [l 9l
quels que soient 2,y ¢, x,y >0, alors il oxigle un espace mesuré
(2, U, p) tel que F soit isomorphe en tant qu’espace de Banach réticuld,
& IP(Q2, U, x). On dira alors que # est un espace IP.

Il en résulte que, si on ajoute aux axiomes de p-espace de Banach
réticulé les formules suivantes:

VaVy[D(=", y*) < D(@,9)], VolN(a|)=N@)],
VaVy[N (@t +y*) = N(@)+ Ny,
Vo Vy[N (@) +N(y*) = Vet v y*)]

on obtient un systéme d’axiomes homogénes universels #, du langage £,

dont les modéles standards sont les p-espaces de Banach réticulés qui
sont des espaces IP.

Ce systéme d’axiomes est borné: en effet, il y a pour conséquence
N(2*) < N (), done N(z ny) = N(y—(y—a)*) < 22Ny +2°N (y— o).
Ce systéme d’axiomes est régulier; en effet, il a pour conséquences:
Dz ny, s ny')=Dly—(y—a)t, y'—(y'—a)*
<2°D(y, y")+2°D((y—a)*, (y'—a)*)
<2D(y,y")+2"D(y—w, y'—a')
=2"D(y, y')+2°D(y—y', x—u')

(
< 2°D(Y, y') -+ 42N (g y') - N (")) 5
d’olt

D@ Ay, o' ~y’) < 2Dy, y)+A[D(y, ')+ Do, o)) .

Ce systéine d’axiomes 4, sera appeld le systdre daxiomos upiversels
pour les espaces IP, '

Axiomes pour les espaces I” munis d’un opérateur de multiplication par
une fonction kb de L%, [|ll, < 1. On désigne par £, lo langage oblenn en
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ajoutant & £, un symbole de fonction P & un argument, et par #, le sy-
stéme d’axiomes obtenu en ajoutant i s, les formules suivantes:

VaVy|D(P(o+y), Pot+Py)= 0],

Va|D(P(Az), AP(x)) = 0] (pour chaque AcR),
VaVylD(Pw, Py) = D, y)],

VaVy[N (|Pa| ~ [yl) < N (lo| ~1y)]

4, st évidomment régulier. On obtient un modele standard 46 de #,
en prenant un ospace LP(L2, N, u), en choisissant h e L°(R, A, u), bl < 1
et on. interprétant lo symbole P comme Vopérateur de multiplication par h
dang IP(2, A, u).

Or tout moddle standard Mo de 4, est de ce type.

TEn effet, la restriction de A6 an langage £, est alors un modéle stan-
dard de o, c’ost-d-dire un espace LP(2, %A, u); de plus on peut supposer
que Q est réunion Lune famille (2,);; d’éléments de A deux & deux
disjoints tels que u(£2,) < oo (voir [2]). P est un opérateur linéaire continu
gor IP(Q, W, ) 1P << L.

Pour chaque 4 ¢, tel que u(4)< oo, posons b= P (1) (14 étant
1a fonetion caractéristique de 4); alors hy est nulle en dehors de A, puis-
que, 5i Be, B A =@, u(B)< oo, 00 2 .

NP (1a) n 18] < |1an1gf=0.

De plug hyop= haw hp=hat-hp si 4, B sont disjoints (puisque
14,5 = Lla+1p). Il en xésulte que si X e, X C 4, alors hx est la fonction
bgale & hy sur X ob b O ailleurs; autrement dit hy = hA'lx..

Désignons par h ln fonction mesurable réelle sur 0 qui est égale
A hg, sur @ (ieI). Alors, quel que soib A e tel que u(Ad)<< co, O
o hg o= hed 4. )

Supposons qu’il existe 4 €A, 0< pld)< o sar lequel on ait \h.l >1.
On. v alovs [hal = 1a sur A, done [[hallp > [Lalp; cecl contredit le fait que

Pl =zl puisgue by s P(La).

I (ﬁli :1?(%21]11(5 quo h e IP(R, A, u) b que [, < 1. On a alors Plu)
= pour toute u ¢ L?(R, A, p) do la forme 1, done aussi pour toute %
tagbe. Comme Pogpace des fonetions étagées est dense dans IP(Q, U, u),
on a P(u) == hu pour toute v eIP(Q, U, u). c.q.f.d.

Lo théordme suivant est ie légére amélioration d’an résultat de [6].

Mutiorhvs VIL. Soient B un espace de Banach, p, M .de'ul,w réel's é>_1.
Pour quil ewiste wn ospace ILP(Q, %, p) et unme application linéaire
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@ B->IP(Q,N, p) telle que ||z < |lpal] < Mile] pour tout » e B, if fout et
il suffit que B satisfasse toutes les formules

M Vo Ve[ 3 eplecta—alP— 3 el o]

1<47k<n 1<Tsn

ot ok, 0 Somt des réels =0 tels que la formule

Ya, .. an[ 2 Qig| B+ Bg— 2| — 2 oilwyP = OI
1<d, 7, ke<n 1< isn )
soit vrase dans R. .

On applique le théoréme V.1 en prenant pour 4 lo systéme
Qaxiomes 4, du langage £;; b est lo p-espace de Banach I, modgle
de £,. 4 a deux éléments qui sont les couples (N (w--y—2), MPN (x-+ y—2))
et (—Nw, —Nwz). Un 4-homomorphisme de B dans un modele de s, est
une application ¢: H—IP(Q,U, p) telle que |lpally == lall, llpo--py— ey
< Mijw+y—2|| quels que soient z,y, 2 e .

Pour ¢ =y =2= 0 on en déduit ¢0 = 0; pour ¥ = 0 on en déduit
alors [lpw—gzlp < Mljo—2l; pour e=o+y on & @(o+y) = gotyy.
Done ¢ est continae et additive, et par suite est linéaire.

Un 4-homomorphisme de B dans un modéle de 7, est done exacte-
ment une application ¢ du type indigué dans I’énoneé du théoréme.

D’aprés le théoréme V.1 pour quune telle application existe il faut
et il suffit que B satisfasse toutes les formules (i) qui sont telles que la
formule

Vaol...an[ Z 0175 N (@1 + 05— @) — 2 0i N (@) = 0]
1<igh<n 1<€52n

soit congéquence de sy, c’est-a-dire vraie dans tout espace IP. Or cela
revient & dire que la formule

Vo ---an[ D ouplmito— mnl?— Z’ otlw® = OJ
1<, b<sn lgien

est vraie dans R: car alors, quels que soient w,, ..., un e IP(Q, A, u) ob
w € £, on aura

gl o)+ us(w)—u(@)P— ' olfufw)? = 0.
1<4f,k<n 1<ign

En intégrant sur Q avec la mesure u, on obticut bien:

D el u—uwl— 3 ol > 0.

1<, f,k<n 1<isn
c.q.f.d.
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mugorimn VL2, Svient B wn espace de Banach, P une application
de B dans B, p, M deuw réels =1, Pour qu'il existe un espace IP(2, U, u),
e L2, U, p), Mo << L, e une application linbaire p: H—>IP(Q, U, u)
telle que ||| == lloal| = M ||, @ Pz = ho(x) pour tout © ¢« E, il faut et il suffit
que, dans I, les Jormules suivantes soient vraies: ‘

@) Vo Ve M D' pudeito—adi+

EAEN 2
+ur 3 giPo—afr— 3 ofledr > 0]

1, fen 1<i<n

oW 04y 01y» €F SONE des réls =0 tels que Ta formule
V... Vwﬂl 2 Qigi|e~+ @3— wlP 4 2 oilos;—a,P—

Ld, f, kesin 1<i,7<n
n
- Z e; |7 = 0)]
1<i<n

s0it vraie dams R, quel que soit le réel a, |of < 1.
On applique le théordme V.1 en prenant pour £ le systéme
daxiomes s, du langage £5; 4 2 trois éléments qui sont les couples

(¥ (@+y—2), MPN (@+y—2)), (N (Po—y), UPN(Pr— v)

ot (— Nw, — Nu). ,

Un A-homomorphisme de B dans un modele de &, est la donnée
d'une espace LP(Q, A, p), dune fonction Fe L2, W, u)y [Mle<1 eb
d'une application @: H-~IP(2, A, u) telle que

lpw-+gy — gellp < Mgty —2l,  lpolo>loll, g —eylls < M| Po—yl

quely que soient o, y,# ¢ 1. On en {éduit comme précédemn}ent que @ est
linéaire, Do plus, en prenant y == Po dans la dernidre inégalité, on trouve
¢(Pa) = hpa). o _

Daprds lo théoréme V.1 une telle application existe si eb geulement
g B sabistait tontes los Tormules (i) telles que la formule

i \ 1 ' o __
Vo, Vau| D) oullosto— el D) eillPa—all
1dfhsn . 1=iyj<n
1 U
— ¥ i = 0]
1<isn
goit conséquence do 4, e'est-h-dire soib yrale daus tout espace L”(.Q1 , Uy @)y
P Gtunt Vopératour de multiplication par une fonction quelconque
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hel®(2,U, u), |, <1. Or cela Tevient 3 dire que la formule

‘ Sy
Va, an[ 2 Qigel@s+ a— wrl” + Z 0lo— ;[P — 2_, o7 1P > 0]
1<i, T, k<n 1<, Js<n 1<i<n

est vraie dans.R, quel que soit le réel a, |of < 1.
En effet, quels que soient uy, ..., %s e L2(Q, A, p), on anra, pour
tout o ¢ 2, puisque |h{w)] < 1:

D) ourlua(e) -+ us{w)—u(w) P+

1,0, k<n

+ 2 eglh (@)t @) — s w)? — ‘_«}J ei ludw)P = 0.
1< f<n LT,

En intégrant sur @ pour la mesure g, on obtient bien:

1 7 \ ! 1 .
D eudtuw—wlp+ ' ollhu—ui— N ofluls 0.

1< 1,9, h<n 1, j<n 1< igin
c.q.f.d.

Le théoréme suivaut est un résultat de M. Kwapien:

TehortMe VI.3. Soient B wn espace de Bamach, p, M des réels >1.
Pour qu'il existe wn espace de Bamach V qui soit un quotient dun sous-
espace fermé dun espace LF, et une application linéaire yp: TW->V bijective,
telle que o]l < |lpwll < M |la|| pour tout < B, il faut et il suffit que B satisfasse
les formules suivanies

1) Vor... Vo[ 27 3 Jofp > Y oyt ot 20,02
1<i<n 1<7<g
ol les A% sont des réels tels que la formule

(i) Vor . Voo 3 ol > 3 Wyt ... 28]

== 1<

soit vraie dans R.

La condition est nécessaire: par hypothdse ¥ est quotient d’un sous- -

espace fernqé U de IP(Q,%, p), par un sous-ogpace formé de U. Soit
u—% Dapplication canonique de U sur V. On & |[u]] < [latllp
8i @, ..., 8, €V, pour tout &>0, il existe Uy ooy Uiy ¢ U Telg que

=ty ol < fludlp < llagfl+e @ <i<n). Or, si la formule (ii) est vraie
dans R, on a, pour tout w e O:

D) o) = D 1Mty 0)F oo At ()7
1gign 1<i<g
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en intégrant pour la mesure p, on trouve done:

O sz D Tt B ae = 3 et o
e~ 1<i<g 1<ji<g

Par suite

1 .l ’ .
2 ledP+ne = 3 i ay+ .t 2 a,P
leisn 1<7<g
eb comme ¢ est un véel >0 arbitraire, on a

D ladr = > eyt 2ap .
15 t=n 1Si<q

Soient alors by, ..., by e B; on pose yby=a; (1 <i<n) et on a

e DU D e = ) eyt P

1 isin 1<ign 1<i<q
= ) IMbt o ALD P
1<i<g

Donc B satisfait Ia formule (i).

Ta condition est suffisante: soit B un espace de Banach gatisfaisant
les formules (i). On montre gu’il existe une application ¢ (non supposée
linéaire) de B dang un espace IP(2,U, p) telle que

lpwlly =< Ml ,  |Apoy+ oo+ Ing@allp = 2+ v An |

quels que soient @, @y, .., Tne B, A, .., ln e R. Pour cela, on zupi:lique
le théoréme V.l en prenant pour #£ le systéme d’axiomes 4, pour les
egpaces LP et pour 4 lensemble des couples d’expressions de £o:

(N (@), M2N (@), (=N (htoyb vot-Fnn)y — N (@4 o+ I )
(Ayy ey IneR).

Lrapplieation @ cherchée n’est alors pas autre chose qu'un 4-homo-
morphisme de B dans un moddle de £ Son existence est agsurée par le
théordme V.1 dds lors que B satisfait les formules (i). (On note que, dire
que la formule (i) est vraie dans R, revient & dire que la formule

Vo ... Vou| D) P > > Wil A oo+ M)

lisn 1<i<g

est vraie dans tout espace L?, c’est-d-dire est conséquence de ).
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Soient alors U, le sous-espace de LP(2,%, u) engendré par les pu
(pour a ¢ H), et U la fermeture de U,. On définit yp: Uy—F en posant

xo[ﬂl(pa]l—-]— aer "'I"' ).n(]?(bn] = llal“l— s "I“ Zn 17
POUT Gy eeey Gn € By Ay oy dn e R. Comme on @
i@+ ...+ Anpanl|p 2 Ay @+ oo = A il

cette application est bien définie, linénirve, continue de norme = 1. Hlle
se prolonge donc en une application linéaire y: U—>H, |xl = 1.

Soient W le sous-espace fermé de U, W= {ue U; yu =0} ot
V= U/W. _

Soit u—% application canonique de U sur V. Ou définit y: V-1
en posant y (%) = y(u) pour tout u ¢ U; cette application est bien définie
puisque, si %= on a y(u)= y(v). De plus [x(@| = [lx (o)l <ol pour
tout » e U tel que » = %. Done

llx @ < int{pll; v e U, v=a} = | .

Soit alors eV, et o = x(%); on a x(pa) = a= y(u) done pa = % et done
llpall = lfu. Comme |lpall < Mlall, on a ] < M| autrement dit ||
< M|z (@) _

Oun a ainsi obtenu une application linéaire y: V'—J telle que

2 Il < Iz @ < )

pour tout élément % de V; de plus y est surjective puisque 7(pa) = o
pour tout a e B. 8i y: -V est Vapplication inverse de ¥, on voit que p
a les propriétés exigdes dans 1’énoncé du théordme. c.q.f.d.

Caractérisation des espaces I7, des sous-espaces complémentés et des
quotients d’espaces I?, pour p > 1. Soit B un modéle standard du gystéme
Q’axiomes Bp du langage L£,, c'est-d-dire un espace de Banach dang lequel
N (#) est interprété par ||#P. On rappelle que Uy ost Pensemble des for-
mules’ universelles closes du langage £y, & pacamétres dans 7 qui sont
vraies dans H. Si B est un modale de Usy, 1’ ost une «-extension do 1 et,
en particulier on a HC B

Lmmm VL. §i B est un espace réflewif et B' une w-entonsion de B il
ewiste une application linéaire surjective m: B'—1 de norme 1. qui o8t un
projecteur (la resiriction de w & B est Videntité sur H).

Désignons par £,(H) le langage £, augmenté des éléments de B comme
symboles de constantes; pour chaque forme linéaire continue T sur a,
on ajoute éuNL‘O(E) un, symbole de relation R, & un argument, ce qui donne
un langage £(H); # est un moddle de ce langage: si @ ¢ [, on donne i 1’ex-
pression Ry(a) la valeur T(a)

icm
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Soit Uy Lensermbles des formules universelles closes de £,(B) qui
sont vraies dans H. Cet ensemble est régulier car il contient Jes formules
universelles généraliséos

V| By(a)] < |’|TIIN @], VaVy[|By(@)— Rely)| < 71D (=, y)7)

(la fonction &¥7 étant concave sur R.).

On montre que ' se plonge dans un modéle standard de ﬂlE; d’apres
le théoréme V.2, il suffit de montrer que B’ satisfait toutes les consé-
quencos universelles de Uy qui g'éerivent dans le langage £y(H). Or une
telle conséquence ost vraie dans B (puisque F k Uy, done appartient
A Uy ot par suite est vraie dans B,

Il on résulte qu’on peut définir sur B’ les valeurs des symboles
Ry (T e B*) do fagon A obtenir un modsle de Uy

On définit alors m: B'—B*: si weB', m(u) est la forme lindaire
sur B* définie par m(u)(T) = Ry(u) pour chaque T e B,

On a en effeb Ry p(u) = Byu)+ Bp{u) puisque la formule
Vo[ Ry (@) = Rp(#) 4+ Rylw)] est évidemment dans Uy; de méme
Byp(u) = ARy (w) povr T ¢ B, LeR; enfin |Rp(u)| < |IT||u| puisque la
formule généralisée

Va[|Byla)| < |ITIN ()]

et vraie dans I, done est dans Uy et, par guite, est satisfaite dans H'.

Il en résulte que m(u)eH*™ et que |m(w)| < |uj pour tout u e B'.
Enfin, si % B, » est alors un symbole de constante du langage £4(H)
et Uy contient la formule Rp(w)=T(x). On a done m(u)(T)= T(u)
pour tout 1'e H*; autrement dit la restriction de = & B est linjection
canonique de B dans H*™.

Par suite, si B** = B, 'application « a bien les propriétés voulues.
¢.q.f.d.

Lo theordme snivant donne une caractérisation des espdces de Banach
isomorphes & un ous-espaco complémenté d’un espace IP (p > 1).

Prondivn VEA. Soient 1 wn espace de Banach, et deuw réels M = 1,
D > 1, Pour quil emiste wn espace LP(Q, U, u) et deusr applications linaires
@1 HIP(2, W, w)y w: TP(Q, U, p)—~H telles que |lpll < M, Il <1, pep
dtant Videnitité sur B, 4 faul et il suffit que B satisfasse les formules

(i) Vo,..Vo,Hy, ... Q[g/n[M i 2 o+ 5— o’
1<) kam

= 2 ounlly:+ yi— yallP + 2 Tti“‘”t“‘@li“”]

1<igm
1< ken 1oi<n

5 ~ Fundamenta Mathematicae LXXXI
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ol ik, Ok, Ty Somt des réels =0 tels que la formule

2 017w1%1 4 25— w5 |”

1< fk<m .
> 2 Ouglta(@yy ony Bm) A U(@1y cooy ) — (@15 ey Bm) [P+
1<, 7,k
o
+ ‘,}_/ g 0@y oo wm)|p]
1 igm
lsisn

soit wvraic dams R, pouwr certaing termes (@, ., n) (L5 i<n) du
langage £, de la théorie des espaces vectoriels réticulés (c'est-a-dire formés
avec les symboles 0, A., +, ~). ‘

‘Notons que, lorsque M =1, Dexistence de deux applications linéaires
pr BIP(Q, 9%, p), p: LA(Q, %, p)—T telles que [g <1, |9 <1, pop
étant Didentité sur B, équivaunt & dire que H est un espace IP (voir [1],
[91). Done:

L’ensemble des formules (i) pour M =1 est une caractérisation des
espaces de Banach qui sont des espaces LP.

Démonsgtration du théordme VI.4, Montrons d’abord que la
condition est nécessaire. On considére done un espace de Banach T,
deux applications lindaires g: B—>IP(Q2, A, u), v: IP(2,A, u)—H, |lp| < M,
[lp]l < 1, 9 o  étant Videntité sur H; soient ay, ..., am € I; 0n PO Us = pay
(1 < ¢ < m). La formule (ii) étant vraie dans R, on a, 81 05 == 4(ty, ..y Um)
(L<j<m), et pour tout w e Q:

D oumlulw)+us(w) —ulw)|?

1<i,f ks<m

> D ourlv(w)Fow)— o)+ D fwluw)— o) .

1<, k< 1gigm
) 1<f<n

En intégrant sur 2 pour la mesure g, on trouve:

2 Qign||ths 4 Uy — ’Ll:]cug = 2

.
oo+ o —vlB- ) wullu—oflf -
1<, 7, < m 15,1 bsn .

ligm
1<T<n

Comme |j¢| < M, on a

D ulwet u—wif

D' el o— o >
: 1<, g esm

1i,0,k<sm

icm
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On pose by = yv; (1 <j<n). Comme el <1, on a

D oulbitb,— by,

1<d,5,k<n

Z Tenllvs+v;— ol =

1<i,j,kb<n

2 wls—olP = 37 vy lpu—bp — D, wllas—byp

1<igm 1i<m
l<gi<n I<in ;'gé:nn.

Puisque pus = o pas == a;. On a done:

V)

ourl|@i—- ay— agll? > _
1t hsm | . D) oulbiby— bilp+ 2 w“mf‘ blP

i< fk<n 1<iem
I<i<n

ce qui montre que B satisfait la formule (i).

La condition est suffisante: il suffit de montrer qu’il existe un,
espace I7(2, A, u), une u-extension B’ de B et deux applications linéaires
v B>I2Q, U, p), g2 I9Q, U, )T tolles que gl < M, || <1, 70
étant identité sur H. Bn effet, on a alors |l < o]} < M ||)| pOL‘E:‘ tout
zell, done H est isomorphe 3 un sous-espace d’un IP et par snite est
réflexif puisque p > 1.

D’aprés le lemme VI.1, il existe alors un projectear m: BB, |jaf| = 1;
en posant y == mo y, on voit que p et y ont alors les propriétés vouluesj

On applique le théordme V.3 en prenant pour $ le systdme d’axio-
mes Ay pour les espaces IP; 4 a un seul élément, le couple d’expressions
(¥ (@+y—2), MPN (5+y— 2)); I'aun seul élément, le couple (¥(z+y—2)
N(w+y—2)). ’

Par hypotheése, B satisfait la formule (i) de 1’énoncé des que la for-
mule (i) est vraie dans R, et donc dds que la formule

-l '
Vo, ... Vwm[ }_1 Qugnl|ws @y — wylP—
e, f, baim

1
- 2, ot @y ., D)+ 44(Byy wevy Bn) — U@y g +ory 2)|P —
Laid,, bowin

— D 4@y, ey @) > 0]

lgigm
1<f<n

est vraie dans tout espace IP, cest-i-dire est conséquence de B. Il en
résulte que la condition 3 du théordéme V.3 est remplie. La condition 1 du
théoréme V.3 est done remplie aussi ce qui domme un moddle de B,
clest-a-dlire un espace LP(Q, U, u) et denx applications ¢: B-+I?(Q, U, u),
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y: I(Q, U, p)—F', B’ étant ane u-extension de B, @, x étant respective-
ment an 4- et un I-homomorphisme, xo¢ étant P’identité sur #. On
a done :

pour

w, v, weL2(Q, U, ).

llp @)+ ¢ () —p @I < Mle+y—-l @Y,z ki,

llg (w) + z (0)— 2 (@)l| < [u-+v—wl  pour

Donc ¢, 4 sont linéaires, [l < M, [Ixfl < 1. c.q.f.d.
Te théoréme suivant donne une caracbérisation des espaces isométri-
ques & un sous-espace complémenté d’un espace I? (p >1).
TatorkME VL5, Soient B un espace de Banach, ¢t deux réels M > 1,
p > 1. Pour qu’il ewiste un espace IP(Q,0, u) et deuw applications linéaires
¢: B->I2(Q,%, p), v: IPQ,%, p)—~B, ¢ blant une isométrie |yl < M,
v o g btant Videntité sur B, i faut o il suffit que B satisfasse les formules

Vioy oo Vo, €y ... E[yn[M" Z oulios+ 25 — @l|? — M Z edlzd?

1<1,f,k<m 1<igm
.
> D oyt ys—ydP+ D) thllwwmyjll”]
1<i,],k<n 1<iam T
1<f<n

o ik, 0F, Ougr, Ty SOt des réels =0 tels que la formule

> eplmto—mP— 3 oilay?

Vo ... Vwm[
' 1<ifk<m 1<i<m

= Z Oggaltel @1y veny Bm) 35 Byy ey Dm) — (@1 ey Bm) [P+
1<, 7, k<n
—+ 2 Wﬁ]wi"tf(wlr'wmm)lp]
15igin '
1<i<n :
soit vraie dans R pour certains termes t(®yy w., @m)y wory tn(®1, ey @m) AU
langage £, (Cest-a-dire formés avec les symboles 0, A., -, ~).
En remplacant ¢ par Me, et p par (1/ M)y on est ramend & trouver
@ B->IP(Q,U, u), p: P2, U, p)> B tels quo |yl =1, et [jpafl = Mol
pour tout @ ¢ H. La démonstration est alors In méme que pour lo théo-
réme VI.4: la seul différence est gw’on applique ici lo théoréme V.3 en
prenant pour A Vensemble formé des deux couples expressions:
(¥ (@+y—z), PN (@-4y—7)), (— (x), —MPN (x)).
‘Le théoréme suivant caractérise les espaces de Banach qui sont
igomorphes & nn quotient d*un espace I? par un souns-espace fermé (p > 1)
Takorive VI.6. Soient B un espace de Banach et deuw réels M 3= 1,
p > 1. Pour gqu’il existe un espace V, quotient &un espace IP(2, W, u) par
un sous-espace fermé, et une application lindaire y: TV, bijective telle

icm
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que [l2l| < |lx (@)l < M| pour tout z ¢ E,

il faut et il suffit que po
¢ >0, B satisfasse les formules: T que pour tou

i) Vg ...V, Ty, ... ’EIyn[(Mp-y &) Z‘ edwdP

1<istm
= Z Oyl y5— 4P+ Z W”w'—y’"”]
1< ksny Siem
n

o gty Ougke, Ty Sont des réels =0 tels que la formule

() Vo ,..Va;,,.[ D odmle

g igm
\ 1 ) 4
= )__, Ougke[bi( @5 ooy Tm) 4 83(%1y coey Tn) — (@1 ooy B[P
1<, en

—I— 2 ‘L'u]w‘;—tj(w]. conn mm)l”]
1gism
1<i<n
somt vraie dams R, powr certaing termes (@, ..., @n), vy bn(@yy ooy Bm) du
langage £, (¢est-d-dire formés avec les symboles 0, Aey =+, M)

Lo condition est nécessaire: soit 4 une application lindaire bijective
de B sur V telle que ||| < [ly (@) < Mo pour tout < B. V étant le quo-
tient do IP(Q, A, u) par un sous-espace fermé, soit u—# 1’application
canonique de IP(Q,%, u) sar V.

Bi ayy e, an eV, on peut choisir u;eIP(Q, U, p) tel que %= yai,
lxed < | < {lgad] (14 ¢/ MP)P, & btant un réel >0 fixé (1<i<<m). La
formule (ii) étant vraie dans R, on a, en posant v; = (U, wuey Um)
A<<ji<<n):

D alw@Plz Y ouplw)+oyo) —oue)P +

lagdmm 11,7, ksn

-+ E Tog|%i{ 0)— vy ) P
1<ism
1<i<n

Cpowr tout o e Q. Fo intégrant sur @ pour la mesure g, on trouve:

. o ‘
N oeduwlP = D) amlvto—vlP+ D wylu—odlP.
Ta dm 15t 0, o€n ;:;ézl

Lo premier membre est an plus égal &

\1
Lod
1ag beim

ellzod? (14 55) < (07e) S il

1gi<m


Artur


252 J. L. Krivine

puisque |y < M. Comme y: B~V est bijecti_ve, il existe b e I tel que
by = 1y (1L < j < ). On a alors [pi4v;— vl = [oi4 03— Vall” = [[bs+-by— ball?
puisque | (#)] = lal pour tout zeX. De maéme |l — V5P 2= | — vy
= llas—by|lP. Oun a finalement

(MP+e) D) edadP > D oulb+b—bilP+ D) willac—byP

N 145 tem
1<i<m 1< k<n 12 fein

ce qui montre que B satisfait la formule (i).

La condition est suffisante: on montre d’abord que, si B satisfuit
les formules (i), il existe un espace IP(2, A, u) ol deux applications
o: B—~IP(2, %, p), v TP(Q, A, p)—>1T, po g tant I’id.en’hité,‘ lgpg]| == B |jae]|
pour tout & ¢ B (p n’est pas supposde linéaire), ¢ Stant linéaire ot [y < 1.
La démoustration est la méme que pour le théoréme VI.4: la seule diffé-
rence est gqu’on applique le théoréme V.3 en prenant pour 4 Pensemble
des couples d’expressions (N(x), (MP+ &)X (x)) pour tout &> 0.

Soit alors W= {ueIP(2, %, u); wu= 0} W esh nun sous-espace
fermé de LP(2, U, u); on pose V=TI, A, u)/W, ot soit w—7F lappli-
cation canonique de IP(2,%, ) sur V. On définit yr V—H en posant
(@) = p(uw) pour tout @eV: cotte définition est correcte puisque, si
% =, onayp(u) = (v). Ona|p(@)] = llp @I < vl pour tout v « (L, A, u)
tel que v =% Done |jp(E)| < |[@], soit [[w] < 1. De plus p est surjective,
puisque, . 5i aeB, on a p(ps)=yog(a)=a. Bofin, si %<V, posons
a="yp(@); alors y(p(a))=0=1y(u), donc pa="u a0l |pall = ||, soit
M|a]| > |@|. Autrement dit, on a Mfp(@)| = |lE|]| quelque soit % e V. Done
p est bijective de V sur E, et si y et application inverse, on voit que y
a les propriétés voulues. c.q.f.d.

Ajouté pendant la correction des épreuves. J. Stern m'a fait observer que pour tout

- espace de Banach H, BE** est une u-extension de I: c’est une conséquence facile du

théordme de ,,réflexivité locale” (voir J. Lindenstrauss and H. Rosenthal, The
£? gpaces, Isragl J. Math. 7 (1969), p. 332).

Les formules (i) du théoréme VI. 4 dans lesquelles on fait p =1, M == 1 caracté-

risent les espaces de Banach isométriques & un espace It. En effet, si I satisfait ces

formules, la démonstration du théordme V1.4 donne F->I* (2, 9 ) > T aveo Ll(p“, (|
< 1, yop étant 1’identité sur B. On en déduit, en considérant ¢* es v*, que ™ ost un
sous-espace de L(Q,9(, u) sur Jequel il existe une projection de norme 1, ¢’est-A-dire
un. J; -espace (voir M.M. Day, Normed linear spaces, p. 128). II en résulte que 17 estun
espace I* (voir A. Grothendieck, Une caractérisation vectorielle métrique des espaces L*,
Canadian J. Math. 7 (1955)).

Pour p = 1, M > 1 les formules (i) du théordme VL.4 caractérisent les ospaces do
Banach dont le dual est isomorphe & un sous-espace complémenté d'un espace L* o,
(c’est-4-dire un T -espace), ou, ce qui revient au méme, dont le bidual est isomorphe ) un
sous-espace complémenté d'un espace I'. Ru effet, si F** ost complémenté dans un
espace I, il est clair que E™** satisfait les formules (i) pour un eertain M, done H los

satisfait pour' M5 (s>0 quelconque), d’aprés le théordme de ,,réflexivité locale” cité
plus haut.

{1]
(2]
{31

[4]
(5]

[e]
[7

(8]
(o]

Y
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