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Sur l'invariance topologique des ensembles Gs;.
Par
W. Sierpinski (Varsovie),

Les démonstrations connues de linvariance topologique des en-

sembles @y (produits d’infinités dénombrables d'ensembles ouverts)

sont assez compliquées !). Le but de cette Note est de donner une

démonstration simple et directe de cette propriété importante,

Pour simplifier 'éeriture nous donnerons la démonstration pour
le cas des ensembles linéaires.

Soit E un ensemble & donné, H son homéomorphe: il g'agit de
prouver que H est aussi un Gy,

Tout ensemble G, étant homéomorphe & un ensemble G5 borné
(ee qui résulte tout de smite du fait que l'ensemble de tous les
nombres réels est homéomorphe & Iensemble de tous les points
intérieurs- & un intervalle ﬁn1), nOUs pouvons supposer que 'ensem -
ble I est borné.

Soit f(x) la fonetion réalisant I'homéomorphie entre E et H,
¢ (y) — sa fonction inverse. Done f(z) est définie et continue dans
E, ot ¢(y) est définie et continue dans H.

Désignons par ¢ I'image de la fonction f(x), c'est-i-dire Pensem-
ble plan, formé de tous les points. (x,y), ol zeE et y==s(x)?)
L'ensemble H pourra donc étre regardé comme projection de l'en-

semble @ sur I'axe d’ordonnées.

1) 8. Mazurkiewicz: Bull. Aecad, Cracovie 1916, p. 490—494. M. La-

vrentieff: Fund. Math, t. VI (1924), p. 151,

%) 8i I ot H étaiont des ensembles plans, {) serait un ensemble dans l'espace

.b. 4 dimensions, formé de tous les points (x, y, 2, £), ot (x,y) 8 B et (2, t) =f (=, )

f(w,y) désignant le point de H correspondant an pomt (w,4) de E dans Vho-
méomoyrphie ontre H ot H,
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On voit sans peine que @ est un Gj. En effet, désignons par
M Yensemble de tous les points (4, y), tels que ze /it Iensemble M
est évidemment un G, (puisque K est un () et on o Q= @ M1)
(puisque f(x) est continue dans K)

Or, @ peut &tre évidemment regardé comme l'ensemble de tous
les points (z, ), ol x == ¢ (y) et ye H, et il résulte de la econtinuits
de @(y) dans H que @ = QN, o N désigno I'ensemble de
tous les points (z, ). tels que yeH. Posons ) — ) == : co sers
done un ensemble F, (Q étant fermé et ¢ é&tant un Gyl Or, de
Q=QN=(Q+RNDRNetde (& =0 résulte que /2 N =0,
Il g'en suit que la projection de @ sur l'axe d’ordonnées (¢'est-i-dtire
ensemble H) est la différence entre la projection sur cet axe de
Fensemble ¢ =@ +- R et celle de l'ensemble X. L'ensemble ¢ étant
fermé et contenu entre deux droites x==a et x =10, ol a et b
sont finis (puisque  est borné), sa projection sur I'axe 0y est formé;
or, l'ensemble K étant nn F,, il en est de méme de sa projection,
Il en résulte que H est une différence entre un emsemble fermé et
un F, c'est-d-dire que H est un G, c. q. £ d.

- Remarquons que le méme raisonnement permettrait de démon-

trer Pinvariance topologique des emsembles complémentaires aux
ensembles (4).

1) @ désigne la fermeture de @, c'est-i-dire I'ensomble ¢ - ¢,






