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Sur P'ensemble de valeurs qu'une fonction continue
prend une infinit€é non dénombrable de fois.

Par
W. Sierpifiski (Varsovie).

Dans le vol. VI de ce journal !) nous avons démontré avee
M. Mazurkiewicz que Pensemble de toutes les valeurs qu'une fon-
ction continue d'une variable réelle prend une infinité non dénombrable
e fois est une projection d'un ensemble plan mesurable (B) ).

La démonstration que nous avons donné est assez compliquée
et fait appel & la théorie des ensembles (4) de M. Souslin Le
but de cette Note est de démontrer notre théoréme directement,
sans recours aux ensembles (4). Daus notre démonstration nous fe-
rons usage d'une méthode due & M. Liusin, utilisée par ce géoms-
tre dans.la théorie des ensembles dits projectifs.

Lemme. [ éant un ensemble plan fermé, lensemble de tous les
nombres réels ¢, tels que la droite y==c rencontre I en un ensemble
parfait de points est un F ;.

Démonstration. Soit F' un ensemble plan fermé, (a,d) un
intervalle (fini) donné. Soit F,I'ensemble de tous les nombres réels ¢y
pour lesquels il existe deux nombres réels z' ot x'" = ', tels que
eSS a<a"<b, & —x'>1n (2 c)e F, (', c)e F. Lien-
semble /' étant fermé, on voit sans peine que les ensembles F, le
sont aussi, pour n=1,23,... Il en résulte que l'ensemble E de
tous les nombres réels ¢, tels qué le segment o <<a <<b, y=c
contient plus qu'un point de F, est un /), (puisque, évidemment
E=TF + Fy, 4 F, +4...). Par conséquent 'ensemble H de tous les

') Fund. Math., t, VI (1924), p. 161—169.
%) Nous y avons démontré aussi la proposition réeiproque,
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nombres réels a, tels que le segment a =<2z =), y=rc contient au
plus un point, est un G;. Or, Pensemble @ de tous les nombres
réels ¢ tels que le segment g <z << b, y =c contient au moins un
point de F' est evidemment fermé (puisque F' est fermé). 'Donc,
Tensemble 1= 3/ (a,b) de tous les nombres réels ¢, tels que le
segment a <% =), y= ¢ contient précisément un point de F, est
un G; (puisque évidemment A/ = H @) L'ensemble S= I I/ (a,d),
ol la sommation s’étend & tous les intervalles aux extrémités ra-
tionnelles, est un G,,. Or, on voit sans peine que S est I’ensemble
de tous les nombres réels ¢, tels que Pensemble de tous les points
de F. situés sur la droite y — ¢ contient an moins un point isolé.
Par conséquent N(F)=C S est I'ensemble de tous les nombres
réels ¢, tels que la droite y==—c¢ rencontre # en un ensemble dense

en soi, ou, ce qui revient au méme, parfait (puisque F' est fermé).
Done N(F) est un F, c q.f d.

Remarquons que K étant un ensemble plan fermé choisi convenablement,
N(F) peut é&tre un ensemble Fg4 linéaire quelconque. En effet, soit N un ensem-

oo )
ble linéaire F; donné. Nous pouvons done poser N=J] X F, .,
k=1 n=l

Pensemble (fermé) de tous les

ou Fk, n sont

des ens. linéaires fermés, Désignons par @, .
3

points (x, ¥) du plan, tels que <5<k _l_. } et ye K, ,, et par P, I'ensemble de
7

« oo oo o0
points (z, y), tels que x =k, et posons F'— ¥ Pk_.}_.},' o @;‘,w On voit sans
k=1  km)] a=l
peine que F est fermé et que N{F)=N-

Or, observons que si E est un ens, F;, N(E) peut étre non mesurable (B).
En effet, on pourrait démontrer que pour qu'il existe un ensemble E qui est un

Fg, tel que N (By=H, il fant et il saffit que H soit un complémentaire d'un
ensemble (A4).

Or, on pourrait prouver que pour qu’il existe un ensembls {4), E, tel que
N(E)=H, il faut et il suffit que H soit un complémentaire d'une projection d’un
ensemble complémentaire 4 un ensemble (4).

Soit maintenant £ un ensemble fermé donné, situé dans le plan
z2==0. Il s'agit de prouver que l'ensemble N (E) de tous les nom-
bres réels b, tels que la droite ¥y =25, 2=0 rencontre £ en une
infinité non dénombrable de poiats, est une projection d’un ensem-
ble mesurable (B). (L'image d’une fonction continue étant un en-
semble plan fermé, il en résultera tout de suite le théordme dont
la démonstration est le hut de cette note).
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L'ensemble I étant fermé, son complémentaire H= CE est un
F', et nous pouvons poser H==F, 4 Fy+Fy+..., 00 I, (n=1,2,.)
sont des ensembles fermes. ,

Soit U un ensemble fermé, situé dans le plan y == 0, tel que les
intersections de U par les droites paralléles i I'axe Oz donnent tous
les ensembles linéaires fermés. Pour démontrer l'existence d'un tel
ensemble il suffirait d’effectuer des modifications évidentes dans la
construction d’un ensemble analogue dans l'espace & 3 dimensions
que jai donné dans le vol. VII de ce journal, p. 200—201. Dési-
gnons par L Densemble de tous les nombres réels ¢, tels que la
droite y="0, 2=c rencontre Pensemble U en un ensemble parfait:
d’aprés notre lemme L est un [, Désignons par 3/ lensemble-
_somme de toutes les droites #==0, z=¢ (du plan 2=0), ol ceL:
Pensemble L étant un F,,, il en est évidemment de méme de.JL.

Désignons par @, lensemble de tous les points (%Y, 2) de l'es-
pace, tels que (z,y, 0)yeF, et (2,0, 2)e U: les ensembles F, et U
étant fermés, on voit tout de suite que les ensembles @, sont fter-
més (pour n=1,2,..,). Or, désignons par ¢ Pensemble de tous les
points (x, 4, 2) de Vespace. tels que (2,,0) ¢ H et (2,0,2)e U: da-
prés H=F, 4 F; ... nous avons évidemment Q = @, + D, -} ...,
dolr résulte que @ est un F,. Désignons par T la projection de Q
sur le plan z=0: comme projection d'un F,, 'ensemble 7" est un
F.. Posons R= M.CT: l'ensemble M étant un F; ot I'ensemble
CT un G, (comme complémentaire d'un F,), on voit sans peine
que R est un F,;. Or, on voit sans peine que Iensemble N (E) est
la projection IT de lensemble R sur laxe Oy.

En effet, soit be N(E). De la définition de V’ensemble N () résulte que la
droite y=b, 2 =0 rencontre I'ensemble fermé £ en une infinité non dénombra-~
‘ble de points, Un ensemble fermé non dénombrable contenant un ssus-ensemble
parfait, il en résulte qu'il existe un ensemble parfait P, situé sur la droite y==b,
2==0 et contenu dans E. Or, de la propriété de 1'ensemble U et de la définition
de I'ensemble I résulte qu'il existe un nombre réel ce L, tel que pour tout @ réel
les formules (x, 0, e U et (x,b,0)e P sont équivalentes. D)'apres PCE nous
concluons done que la formule (x,0,¢)e U entraine (x, b, 0)& B, c'est-i-dire
{x b,0je CH, Il nexiste donc aucun a réel, tel qu'on ait & la fois (x, 5,0)e H
et (x,0,¢c}e U, donc (d'aprés la déf. de Q) aucun x réel, tel que (z,b,¢)e @ I
en résulte (d'aprés la déf. de T') que (0,b,¢)eCT. Or, de ceL et de la déf. de
M résulte que (0, b,¢)e M. Nous avons donc (0,b,¢)e M.CT = R, ce qui prouve
gue b est la projection d'un point de R sur l'axe Oy, c'est-a-dire que bell

Or, soit be II. Done, b est la projection sur I'axe Oy d'un point de R, soit du
point {0, b,¢). De (0,b,¢je R etde R=M.CT M résulte que (U1, be) & M. d’ou
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résulte, d'apres In déf. de M, que cel et il s'en suit d'aprés 1a déf. de L quela
droite .= 0 z==¢ rencontre [/ en un ensemble parfait, soit . Nous avons done
(g, 0,¢c)el/ pour xeP. Si pour un &P on aurait (,0,0)£ H, on aurait, d'apiés
@.0.c)e U et daprés ln déf. de Q: (x,b,6)eQ, ce qui donneraif, daprés la déf.
de T: (0,h cieT, ce qui est impossible puisque (0, b, ¢}e L=M.CT. Done
{0,0,0)¢e CH = I pour x& P, ce qui prouve que l'intersection dv £ par la druite
y=>, z==0 contieat us sous-ensemble parfaic P, d'oll résulte que be N{L).

ia formule N{E)= JT est ainsi étublie. JJ étant unme projection d*un ensem-
ble mesurable (B) (d'un Fg), notre théoréme est démontrs.






