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Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes.
Par |

Paul U ry s ohn (Moscou). .

Introduetiou. ,
I Le probléme, la méthode, les résultats.
1. La Topologie (Analysis Situs) est, par déﬁnltlon, la bran-

che de la Géométrie qui étudie les propriétés 'des ensembles inva-
riantes par rapport & toute transfommation homéomorphe (e. & d.

_biunivoque et bicontinue). Il résulte de cette définition que les mo-

tions fondamentales des autres branches de la Géométrie, telles que
droite, plan ete,, sont sans importance pour la Topologie: elles ne
possédent pas, en effet, I'invariance en question. On devra done les
remplacer par d’autres, telles que ligne, surface etc.; il &'agit ainsi,
en premier liey, de définir ce qu'on entend par la. Plus précisément,
il s'agit de définir. p. ex., une classe d’ensembles qui soit topologi-
quement invariante, comprenne tout ce que nous sommes habitués

d'appeler -,ligne“, et ne comprenne aucun ensemble anquel il nous

serait impossible d’accorder ce nom. L'idée qui se présente la pre-
miére & l'esprit, est d’appeler ,ligne“ tout ensemble homéomorphe
b un segment; ,surface, tout ensemble homéomorphe & un carré
(fermé)1). On dira de méme, n étant quelconque, qu'un ensemble
homéomorphe & un cube n-dimensionnel est une multiplicité Jorda-
nienne n-dimensionnelle®). L'utilité de cette notion est ineonteatable:

- 1) Pour éviter toute complication qui serait inutile ici, je n'envisage que ce
qu'on pourrait appeler ,morceaun élémentaire“ d'une hgma (arc simple) ou d'une
surface (calotte simple). L '

*) Jemploie I'épithéte ,Jordanienne“ (que nous attacherons aussi aux lig'nea
et surfaces tout-a-I'heure définies, c. 4 d, aux multiphcités de dimension 1 et 2),
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| suffit de ce rappeler que les remarquables travaux de M. Brou-
wer sont entidrement basés sur elle. La classe d’ensembles ainsi

-définie est donc bonne; mais la définition méme est, par centre,
mauvaise. Et cela pour deux raisons: elle n'est pas, tout d’abord,

gbométrique, car elle affirme la possibilité d'une certaine correspon-

dance, ¢. & d. d'une fonction; puis, le cube n-dimensionnel qu’elle

atilise n'est pas un éire topologigue. On est ainsi amené & poser le

Probléme J,. Donner une définition purement géomébrique des
multiplicités Jordanienries. n-dimensionnelles.

" Le probléme J, (définition géométrique des lignes Jordaniennes)

5 été résolu par Janiszewski dans sa thésel). Ce méme auteur,

‘ainsi que plusieurs autres, ont abordé le probléme J;, mais- sans

guceds. Janiszewski voulait définir les surfaces Jordaniennes
comme il suit?). Il envisageais les ares simples d'un espace E comme
,points* d'un nouvel - espace &. Une surface (dans E) était alors
une somme d’ares simples (sans points communs deux & deux) for-
mant un arc simple dans 8. Cette élégante définition ne définit ce-
pendant pas une surface! mais bien une surface décomposée dune
mamnidre déterminée en lignes: en effet, si 'on décompose une méme
surface -de deux manidres différentes, on- obtient, d'aprés cette défi-
nition, deux étres distincts. Les autres définitions (p. ex. celle de
M. Yoneyama?) et de M. Moore 1) ne sont que des modifications
de la précédente?). Quant au probléme J, général, il n'a méme pas

été abords. . ,
1l est d'ailleurs & remarquer que V'intérét purement mathématique

pour éviter tout malentenda. Jindique d'ailleurs par ce nom que le rapport entre
les multiplicités Jordaniennes et les multiplicités Cantoriennes, anxquelles est
consacré le présent mémoire, est le méme ‘qu’entre les lignes Jordaniennes (sans
points multiples) et les lignes Cantoriennes.

1) Thése de Paris (1911), réimprimée dans le Journ. de. Polytechnique, 11 |
gérie, 16éme cahier (1912),. Les ‘renvois que je ferai se rapportent 4 la pagination
du tirage 4 part. S : |

' 3)  Uber die Begriffe ,Linie% und ,Fliche*. V Internat. Congress of Maihe-
maticions. Cambridge. 1912. o

3) Theory of continuous sets of points. Téhoku Math. Journ., vol. X111 (1918).

4) On the generation of a simple surface... Fund. Math. 1V, p. 106.

5 On pourrait peut-é&tre déduire la résolution de .J, des recherches de
M. Moore relatives 4 la définition puremept topologique des espaces homéomorphes
au plan Euclidien (Trans. Amer- Math. Soec. 1916 & 1919); il n’y a malheureu-

gement en Russie  aucun exemplaire de cer mémoires,
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de ces problémes est bien moindre que leur intérét philosophique
(qui est trés considérable): tant quon wa pas trouv‘é de laqnne dé-
finition, on emploie, et avec suceds, la mauvaise qui est logiquement
irréprochable. - »
Les circonstances varient
tionné au début:
Indiquer les ensembl

appelés lignes, surfaces etc. o |
Tei il nous manque toute définition; vo voit done que ces pro-

blomes-la (que mous appellerons respectivement probléme K, K,
ete.) sont bien autrement importants. Le probléme IC, a éte r‘ésolu
pour les ensembles plans par Cantor: on appelle ligne C‘a.n130.:rlenne
tout continu plam privé de points intérieurs. Or cette définilion ne

ldrsque Yon retourne an probléme men-

es les plus généraus qui méritent encore d'tre

- gapplique plus & espace tridimensionnel F,: l'absence des points

intérieurs n'exclut, en effet, que les volumes; et il n’existait jusqu’a
présent aucun moyen de discerner parmis les ensembles situ¢s dans
E, entre les lignes et les surfaces. M. Zoretti a d'ailleurs proposeé
la. définition suivante ): 0

,Je dirai qu’un continu & trois dimensions est une ligne, si en
chacun de ses points on peut trouver un plan au moins qui n’a pas
avec l'ensemble un continu commun. Dans le cas contraire, l'en-
semble sera une surface si en chaque point il existe des droites
n'ayant pas avec l'ensemble un continu commun, un volume dans
le cas contraire®.

Mais on voit immédiatement que toute surface convexe fermée
serait, d’aprés cette définition, une ligne. .

Les problemes K, (probleme de la définition des multiplicités
Cantoriennes) restent done entiers méme pour l'espace tridimensionnel.

2. Nous aurons done, en particulier, & résoudre le probléme X,
e. 3 d. de donner une nouvelle définition des lignes Cantoriennes,
Pancienne définition étant, nons 'avons tout-a-I'heure vu, insuffisante. .
Arrétons-nous pour un moment sur la cause de ce dernier fait; son
examen nous fournira, peut-étre, quelques indications importantes.
Cette cause est, d'ailleurs, évidente: elle consiste en ce que lg défi-
nition Cantorienne n'est pas intrinséque, ¢. & d. qu'elle utilise les re-
lations entre I'ensemble envisagé et les points qui lui sont étrangers.
Or il est évident qu'une classe d’ensembles obtenue 3 laide d'une

1) Contribution & I'étude des lignes Cantoriennes, Acta Math, 36 (1912), p. 267.,
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telle définition varie avec l'espace considéré: un méme. ensemble peut
~ appartenir & cette classe lorsqu’il est situé dans un espace, et lui
étre étranger lorsqu’il fait partie d'un autre espace.

Le terme ,un m&me ensemble“ que jemploie ici, ne produira,
je l'espére, aucun équivoque: il s'agit, bien entendu, de deux en-
sembles distincts mais topologiquement identiques. C'est tout comme
en Géométrie métrique: on parle d’ine méme figure située dans
différentes régions de l'espace pour désigner des figures distinctes
‘mais métriquement identiques, e. & d. congruentes. En Topologie on
remplacera évidemment I'identité métrique par I'identité topologique.
~ Or que doit-on entendré par 132 11 me semble que ce ne peut étre
- .que 'homéomorphie; et clest & tort que M. L. Antoine. affirme
.dans sa thése que ,lidentité des deux figures apparait comme plus
- parfaite, lorsqu’il est possible d’étendre la correspondance entre:ces
~ figures & des points qui n’en font pas partie“. Si l'on exige p. ex.
que la correspondance puisse étre étendue i tout I’espace, ce.n'est
~ pas seulement I'identité des ensembles que l'on exige: on postule
~ par la que les deux ensembles sont sifués de la méme maniére duns
~ Pespace considéré. :Et si la correspondance ne peut étre étendue,
Y cela ne veut pas dire que les ensembles différent (topologiquement)

de T'autre: ils sont identiques, mais leur situation ne l'est pas.
" Tei encore nous avons des analogues métriques bien connus: deux
¥ courbes congruentes peuvent étre mtuées de maniéres dlﬁ'érentes sur
" une ‘'méme surface. o
| Si Ion accepte ce point de vie, on est amené i 1denuﬁer tous
" les ensembles homéomorphes quels que soient les espaces auxquels
ils appartiennent. II en résulte que toute propriété topologique d’un
ensemble. c. & d. toute propriété qui caractérise l'ensemble et non
sa situation, est nécessairement une propriété intrinséque. Cela ne
veut, pas dire, d’ailleurs, que la définition correspondante goit intrin-
‘séque, ¢. & d. n'utilise que les rapports entre les points de 'ensem-
ble en: questlon il arrive, en effet, qu'une méme notion est suscep-
tible de deux définitions d.lﬁ'érentes dont l'une seulement est intrin-
~ sdque. Ainsi p. ex. M. Fréchet?) définissait un ensemble extrémal
- comme fermé et compact *) (deﬁmtlon non intrinséque), tandis qu'il
- suffit de dire qu il est compact en soi (deﬁmtlon mtrmseque)
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1) These Remd. Palermo 22 (1906). |
) Nous reviendrons bient3t sur ces notiong; il est donc mut:]e de rnppeler
iei lears définitions: : S

" Fundamenia Matheroaticae V1l K | ' ‘ 3
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.O’est"- bién- e'nﬁn»dd la définition intrinsdque qu'on choisira, car on

Ipréfér.em towjours la définition. qui révele immédiatement les principa-

les propriétés de la notion & définir. ’L’origin'é de cette pr.éférenc’e
est, d'ailleurs, plut6t esthétique que mathématique, les deux défini-
‘tions étant absolament équivalentes. Il en est tout autrement lorsqu’on
a deux notions -qui ne cofncident que dans le cas d'un espace spéeial,

"comme p ex. celles d'un ensemble compuct en soi (exirémal) et d'un

ensemble fermé et borné: ces denx notions se confondent, en effet,
dans les espaces Euclidiens, mais sont distinctes dans d'autres cas
{p- ex. dans l'espace Hilbertien), Iei; méme si I'on n’a affaire qu'anx

" ensembles Buclidiens, le choix de l définition intrinséque a un sens
 mathématique bien clair: ce nlest'que celle-ci qui définit une vraie

notion- topologique;: elle nous montre doue que rous ednsidérons les
représentants Euclidiens d’une olasse topologique b3
- Ce qui précéde soffit, il me: semble, pour justifier la condition
supplémentaire ‘suivante: foutes les définitions cherchées doivent dire
intrinséques. | e
Rappelons, en terminant, que ¢’est Janisze wski gui accepta
le premier ce point de vue?), sans indiquer, d’ailleurs, les raisons
qui Pamenérent. 3 préférer les propriétés que nous avons appelées

. 9 Ces. considérations, expliquent, il me semble, I'origine du rle s important
qu jouent les. ensembles. fermés. et bornde do Pespice Lnclidien, (Juant & lu clasge
de tous les ensembles fermés (Enclidiens), elle n'est méme pas invariante, Op ne
s'étonnera: donc' pas que l'extonsion des théorbmes bien connus an cas des ensem-
bles non: bornds fournit souvent -des irrégularités usges bizarres of 'on consentira
pent-8ire, qu'une telle extension est 4 peu prés dénude d'intéréf Plus préeisément,
ot pour éviter tout malentendu: I'stnde des propriétés topologiquos des ensembles
fermééu» non. bornés. (qui- est, en réalité. I'étude d'une classe plus  vasto: celle des

' %‘e — voir le § 19) ‘pent. fournir certains résultats intéressants (d'importance g0~

condaire), mais on ne’ pourrait dire qu'un théoréme concernant los ensembles fer-
més bornés. est incomplet 'il n'a pas 6t éténdu anx ensembles non bornds (méme
lorsqu’une telle: extension- est: possible}: autant vaudrait dire qu'un - théoréme con-
cernant les: fonctions sommables est iricomplet. si 'on ne 1's pas étendu aux fone-

tions admettant une inié-g:rale déterminée (finie ou infinie), |
L&' remarque précédente ne sapplique d'sillours quanx propriétés intrinsdques

¢t non & la situation: des ensembles: en question (1a' propridté d'étre fermé appar-

tenant 4 la situation, et non 4 I'ensemble): ‘Iétude de leur: situation’ (coupures da

plan etc.) présente; par contre, un intérét:incontestable. Copendant (ost justement

cete étude-1k que I'on a. presque complétemont négligée jusqu'ici; le seul rdsultat
qui me soit connn est celui do M. Masurkiewicz (Extension dit théoréme de
Phragmén Brouwer aux ensembles non bornés, Fund. Math, 11, p. 20).

3) Thése, p, 2. : R
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intrinséques 1). Bt c'est. peut-étre, ce manque de motifs qui causa
le peu dattention que les Géomeétres accordent & ce principe si
fécond ). - | |

8. Nous allons encore indiquer une autre condition supplémen-
taive de nature toute différente. Parmi les définitions topologiques
il y a lieu de distinguer entre les définition intégrales (concernant
les propriétés intégrales, c. & d. celles de I'ensemble tout entier) et
les définitions locales (relatives aux propriétés d'un ensemble au voi-
sinage de l'un de ses points). Or il existe outre les vraies propriétés |
intégrales, des propriétés qu’on pourrait appeler propriéids intégrales
d’origine locale: ce sont celles qu'on obtient lorsqu'on exige qu'un
ensemble posséde une certdine propriété- locale en chacun de ses
points; I1 se comprend que ces propriétés-la pemvent toujours
atre définies comme telles, c. a. & localement; mais il arrive bien
souvent qu'on les définit, par contre, intdgralement 3). On préférera,
cependant pour des raisons analogues & celles que mous avons expo-
sées au § précédent, les -définitions de la premidre sorte; nous nous
proposons donc de n'employer que les définitions locales dans tous
les cas on ces définitions-la somt possibles. | |

Le role de ce principe dans les questions que nous allons étu-
dier est trés considérable; clest ce qui ressort immédiatement de
]a remarqye évidente suivanle: la notion (non définie jusqu'a présent)
qu'on appelle dans le cas d'une multiplicité Jordanienve son nombre
de dimensions, et dont la définition générale permettrait de discer-

) Janiszewskine leur donne aucun nom

?) C'est M. D. Egoroff qui, dans un entretien personnel (en été 1921), attira
mon attention sur l'extrdme importance des définitions intrinséques. A cette époque-la
je m'intéressais surtout au probléme J,; c'est encore M. Egoroff qui me fit voir
tout I'intérét. que présente le probléme K. ‘ '
‘ "3) Voici un exemple empranté & la Theorie des fonctions. La propriéte d'ane
fonction (définie sur un segment) d'éire continue est, bien entendu, une propriété
mtégrale d'origine locale: cest ce qu'on voit d'aprés la défnition ordinaire due

'3 Cauchy. Or on peut la définir intégralement comme continuité uniforme. Re-

m»arqﬁons d’ailleurs qu'il n'existe que bien ‘pen de propriétés (d'une fonction) qui
soient de vraies propriétés intégrales Citons, comme exemple, celle d’étre ortho-
gonale" 4 une fonction donnée. '

Mentionnons encore quelques exemples topologiques. La propriété d'un continu
d’étre  irréduectible est nne vrale propriété intégrale. Par contre, celle d'étre un
arc simple ou une ligne simple. fermée, est d’origine locale, quoique toutes les dé-
finitions jusqu'a présent connues de ces mnotions soient intégrales (nous obtiendrous
des définitions locales dans la deuxiéme. partie du présent mémoire). | N

. : 34-



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

36 Paul Urysohn:

ner entre les lignes, les surfaces, les volumeB et'c.. cette “’O”i.or_‘ Y
est, on sen rend comple aisément, une notion intégrale d'origine
locale ). N \ | .

A Nous allons done nous laisser guider par les deux prineipes
cités. Nous y ajouterons encore le‘suivant: méme lorsqu’ on n étudie que
les ensembles fermés, on examinera avee profit leurs parties non fermées.

~ Commencons par un exemple. On trouve souvent (p. ex. chez
Janiszewski) des conditions telles que la suivante:

le continu K est lasomme de deux continus dontla
partiecommune seréduita un points (donné davance)

Or on voit sans peine que cette condition peut étre remplacée
par une autre, savoir . R o

le continu K peut tredécomposé, aprésla suppres-
sion du point «, en une somme de deux ensem bles
satisfaisant & la condition de Lennes-Hausdorff, c. & d.
dont aucun necontient de points-limites de Fautre.

Les deux conditions- sont équivalentes, mais la seconde est, nous
allons le voir, beancoup plus maniable.

La condition de Lennes-Hausdorff, qui est la premiére qu'on rencon-
tre dans cet ordre d'idées, avait été inventée pour définir la connexité ®)
(un ensemble étant connexe lorsqu’il ne peut é&tre décomposé en deux
ensembles satisfaisant a cette condition); on I'avait d'ailleurs employé
depuis dans hien d’autres buts. Nous allons l'utiliser de la fagon
suivante: nous dirons qu'un ensemble B sép are les sous-
-ensembles P et @ de 'ensemble C, si l'ensemble C—B
est la somme de deux ensembles, 4 ot D, satisfaisant
3 la econdition de Lennes-Hausdorff, et dont le pre-
mier contient P et le second (. Cette notion de séparation *)

1) II s'agit, bien entendu, de l'image intuitive de cotte notion, image que nous
possédons en quelque sorté, tandis que la notion elle-méme nous est encore inconnue,

%) Clest M. Paul Alexandroff qui attira'mon attention sur le role que
joue le. principe des définitions locales dans mes recherches: inconsciemment je le
respectais de tout temps. mais je ne m'en apercevais pas. ‘

% Voir Lennes, Curves in non-metrical analysis situs with an application
in the calculus of variations, Amer. Journ. of Math. 33 (1911), p. 308; Haus-
dorff, ,Grundzige der Mengenlehre®, p. 2i4. ‘ '

%) On ne la confondra pas avec la notion de coupure: nous dirons que Ve nyeam-
ble fe;rmﬁ' B découpe 1e continu C entre Pet Qlorsqu'il n'existe ancun
continu F situé sar C et étrangerh B qui ait des points communs
gvecchacun des deux ensembles P et Q. |
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que nous aurons encore i modifier de maintes fagons (en la rendant,
en particulier, locale), est comme nous le verrons dans un moment,
la vraie base de toutes les recherches qui suivent?).

b. Cette notion nous permet, en premier lieu de définir la di-
mension des ensembles, — notion qui se réduit dans le cas des
multiplicités Jordaniennes & leur nombre de dimension; puis, de
faire une étude approfondie de la structure des ensembles fermés
an point de vue de leur dimension. Cette méme notion de sépara-
tion nous permet de résoudre complétement tous les problémes K,
et de faire une étude trés compléte des lignes Cantoriennes ainsi
définies. Elle permet encore d'obtenir uue nouvelle solution du pro-
bleme J; qui n'utilise que les définitions locales; et il est bien pro-
bable qu'on pourra obtenir, toujours par la méme méthode, la réso-
lation des autres problémes J..

Jai déja énoncé (sans démonstration) les principaux résultats
quori obtient ainsi dans deux notes insérées dans les Comptes
Rendus 2. Je me propose maintenant d’en donner un exposé com-
plet Cet exposé est, malheurensement, beaucoup plus volamineux
je ne le désirais; wials je ne suis arrivé  le raccourcir sans
ifier, soit la clarté, soit la rigueur des raisonnements, soit enfin
rtie des. résultats que javais acquis. Il me reste done & es-

que

pérer que l'importance des questions traitées rendra »lev lecteur in-
" dulgent envers l'imperfection tecbnique (gui est, je ne puis le nier,

trés considérable) de ce mémoire.” . . ,

Notons, en particulier, que les résultats obtenus permettent pour
la premiére fois d'élucider quelque peu la question jusqu'a présent
si obseure de ce que cest que le nombre de dimensions?®). II me

1) Il est 4 remarquer gue la notion de connexite qui fut mon point de dé-
part, n'intervient pas (ou, du moins, peu s'en faat) dans Pexposé actuel. En par-
ticulier, tous les principanx résultats sappliquent tout aussi bien aux ensembles
fermés non continus qu*anx continus La raison en est, il me semble, celle que la

 continuité d'un ensemble n'entraine nullement la continuité de son noysw dimen-

sionnel (sa partie la plus massive au point de vue de la dimension; voir pour la
définition précise le Ch. 1V), vice versa: il suffit, pour le voir, d'examiner 1)
deux cercles reliés par tn segment, et 2) un ensemble composé d'un cercle -et
d'an segment sans points communs.

3) Tome 175. pp. 440 et 481 (1922),

) Ce mémoire était déja terminé guand j'ai pris connaissance d'un article de
M. Brouwer (Uber den natiirlichen Dimensionsbegriff. Journ, de Crelle, t. 142,
voir anssi nne correction A cet article dans le méme journal, t. 153} ot il résout cette
question par une méthode qui parait étre (au premier abord, du moins) trés voisine
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semble, en effet, que la réponse que je propose est bien conforme
aux soubaits de Henri Poincaré?).

Notons encore que c'est pour la premi¢re fois que nous allons,
en Topologie intrinséque ?), sortic du plan Fuclidien 9).

Cette derniére assertion paraitra, peut-étre, assez paradoxale: le
nombre de dimensions n’est, en effet, limité par aucune restriction
i dans la thése de Janiszewski ni dans la plupart des recherches
ultérieures. Or il est aisé & voir que les faits qu'on y étudie ne varient
pas lorsqu'on passe du plan & l'espace tridimensionnel, p. ex.; ¢. & d.
qu'on étudie des faits plans qui se généralisent sur# peine & un nombre
quelconque de dimensions. En d'autres mots, on ne visitait jusqu’a
présent l'espace que pour voir qu’on n’y trouve rien.de nouveal,
Nous allons. tout au contraire. obtenir des faits .essentiellement
nouveaux, des faits qui ne peuvent avoir lieu dans le plan.

- II. Hypothéses surlespace

»

6. Nous aurons & examiner des espaces Kuclidiens & un nom-
bre quelconque de dimensions, et méme des espaces plus généraux.
Il S'agit done, en premier liew. de bien préciser les espaces que nous
admettons. Il est d'ailleurs & remarquer quen Topologie intrinséque
la nature de l'espace est, & proprement parler, sans importance: c’est
ce qui résulte de la définition méme des propriétés intrinséques. On
pourrait done ne soumettré l'espace a aucune restriction Or nous
allons surtout porter notre attention aux ensembles compacts en soi;.
nous ne restreindrons donc en rien les ensembles étudiés si nous
supposons que l'espace est compact lui aussi Cette restriction (qui

<de 1a mienne. Jlespére revenir sur les relations entre ces méthodes. Je mentionne
encors le travail de M. Menger (Monatshefte fir Math, u, Phys. 23 (1923)),
dont le point de départ est & peu prés lp méme que celui de mes notes citées et
du présent mémoire, et qui n’est venu & ma connaissance qu'au printemps de 1924.

') Pourquoi J'espace a trois dimensions. Revue de Métaphysique et de Morale,
T. 20 (1912), p. 484: ; | |

?) J'entends par 14 l'ensemble de toutes les recherches topologiques qui n’em-
ploient que les définitions intrinséques. | :

%) Ce n'est, bien entendu, que la Topologie moderne (basée sur la notion de
point-limite} que j'ai en vue, et non I'Analysis Situs classique qui n'est, d'aprés
une remarque de MM, Dehn et Heegaard. qu'une branche de 'Analyse Com-
binatoire. Dans cette dernidre on ne s'occupait, par contre, que des espaces h>8 :
dimensions., On examinait, de méme, souvent des espaces 4 plus de deur dimensions
dans les recherches non intrinséques (fravaux de MM, Brouwer et Lehesgue)
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T’est qu'apparente dans notre cas) permettfa de simplifier les énon-
oés et les démonsirations de certains théorémes: de ceux notamment

qui concernent les suifes d’ensembles. Elle permettra aussi de rem-

placer le terme ,ensemble compact en poi4 par ,ensémble fermé“
qui nous est plus familier.

Voici les définitions que nous allons utiliser:

Déf. 1. Un ensemble B est dit un espace méirique si Lon y a dé-
fini une fonction o(z,y) satisfaisant auz conditions suivantes: |

1) elle est définie pour tout couple (2, Y) d'éléments de E (distincts

ou non); ‘
9) elle est mon-négative: o(z,y) =05 |
3) o (2, ) est symétrique: o(z, y) =0(y,7);
4) cette function s'annule lorsque z==1, et dans ce cas seulement;
B) on a, yuels que soient x, Yy €t 2,

(1) o(z, ) << o(@ ) +- 0t 2)
" Les dléments de E sont appelds ,points‘, et la fonction o(z,y)

la ,distance entre z et y“1). 4 L
~ La distance e(x, y) permet de définir de la maniére habituelle

les points-limites d'un ensemble C situé dans E, la convergence

.d’une suite ete. *).
Déf. 2. Un espace métrique E est dit compact st chaque ensemble

infini C y posséde au moins un point-limite x. :

Nous. allons toujours supposer (sauf mention coutraire expresse)
que nous avons affaire & un espace métrique compact.

Voici quelques conséquences de cette hypothése dout nous aurons

A nous servir constamment davs la suite %):
I. On peut extraire de toute suite infinie une suite

convergente.

1) Cebte détinition est due a M. Fr gehet. de méme que celle de la compac-
ticité et beaucoup d'autres: c’est en effet, M. Fréchet qui s'apercut le premier de
ce fait, si im\portant, que la théorie des ensembles n'utilise que pen de propriétés
de l'espace Enciidien, 1l en conclut, par upe abstraction hardie, que cette théorie
g'applique & des formations beaucoup plus générales. dont il indiqua plusieurs,
L'une de ses définitions les plus heureuses est justement celle des espaces métri-
ques. 11 est d’'uilleurs & remarquer gue le terme que j'emploie, est di 4 M. Haus-
dorff; je le préfére i celui de M. F réchet(classe (9)) qui me semble peu suggestif,

?) Voir, pour les détails, le § 19, ) '

%) Voir, pou'r les démonstrations et 1'explication des termes qui suivent, Haus-
dorff, ,Grundzige der Mengenlehre?. On trouvera d'ailleurs toutes les définitions

dans la troisibme section de cette introduction.
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~ IIY). T1 existe des ensembles denombrables denses
dans . : .
De méme, quel que soit Iensemble (infini) C de E cet ensem-

‘ble posséde des sous-ensembles dwnombrables.qm sont denses sur lul

TiL (Théo%me de Borel-Lebesgue)?). Soit F un ensem-

hle fermé: Wetoute famillededomainesdontlasomme

‘recouvre F complétement on peut exfralre une sulte

finie possédant la méme propriété

Ce théoréme subsiste encore pour les domaines velatifs (par rap-
port & F)3).

7. L'hypothése que nous avons adoptée, celle des espaces mé-
triques eompacts. peut préter & certaines obJectlons que nous allons
maintenant examiner. o

On pourrait tout d'abord croire que notre condition est trop
restrictive car elle exclut les espaces Euclidiens: ceux-ci ne sont

g pas, en effet, compacts. Or ce sont, bien entendu, les ensembles Bu-

clidiens qui nous intéressent le plus. |

‘Cet inconvénient est dailleurs bien moindre qu'il ne le parait au
premier abord. Toute partie bornée et fermée d’un espace Euclidien
étant - compacte en sol, on peut done ,l’enwb@ger comme formant._
& elle seule, un espace métrique compact; il en résulte que tout
ensemble Euclidien borné fait partie d'un “certain esPace admissible.
Tous nos raisonnements seront. par conséquent, app li-
cables aux ensembles Euclidiens bornés oubien (lorsqull
y en a plusieurs), hornés dans leur ‘ensemble, Cest ce que nous sup-
poserons daus .presque tous les cas ol nous aurons affaire aux eun-
sembles Euclidiens®). ' : ;

L'espace Euclidien n-dimensionnel E, est, d’ailleurs,-homéomor-‘

- phe & une sphére n-dimensionnelle (ouverte), ¢, 'a d..4 un ensemble

borné®). Nous pourrons donc appliquer nos résultats méme- anx en-

%) Voir L c. p. 274, X.
3) Ibid. p. 272, VI, ' - '
%) Cest au théoréme de Borel- Lebesgue qu’est due P'origine locale de
certaines notiorns mtégrales {voir le § 3). :
‘) On remarquera que cette condition est toujours 1empl1e pour les ensembles
compacts en soi, : '
5 1l est pazf‘oxs atile ' observer que B, est homeommphe 4 un espace mé- .-
trigue compact .diminné d'un seul point: on considére notamment 'espace hyper-

sphérique n-dimensionnel, ou bien, ce qui revient an méme, la surface d'une sphére :
(n -4~ 1)-dimensionnelle " '
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sembles Euclidiens non bornés?), & condition de ne pas oublier que
les ensembles fermés non hornés ne sont plus fermés lorsquion les
envisage comme. faisant partie d'un espace compact. Ce n'est done
pas & la classe F (classe des ensembles fermés situés dans des
espaces compacts, c¢. & d. des ensembles compacts en soi) que ces

~ensembles appartiennent, mais & la classe plus vaste des e (voir

le § 19)2).

8 On serait, peut-étre, tente de croire que nos hypothéses sont
par' contre, trop peu restrictives; qu'il serait préférable de se limi- -
ter p. ex. aux espaces Kuclidiens (c. & d. & leurs parties bornées)
et de ne pas se laisser entrainer vers des généralisations superflues
et génantes. Il n'en est rien. Tous nous raisonnements étant basés
uniquement sur la compacticité (et ses trois conséquences indiquées
au § 6), toute nouvelle restriction imposée & I'espace ne simplifierait
d'aucune maniére ni les énoneds ni les démonstrations: elle resterait
tout simplement sans emploi. Or Iintroduction d'une restrietion qui
vintervient nulle part me semble assez mal motivées).

1) Clest ce que nous ferohs, p. ex.,, au § 4 du Ch. IL %
1) C. a4 d. que chague ensemble Euchdlen fermé mon- borne est homeomorphe
a un % situé dans un espace adrmssxb]e

3) Clest la, il me semble, un fait géneral toute théorie mathématique posséde
un domaine naturel dexistence, c. & d. une classe d’individus auxquels ses résaltats
s’étendent d’enx-mémes, tandis que toute généralisation ultérieure n’est que partielle
et demande des recherches nounvelles et presque toujonrs bien compliquées. Telle
est p,"éx.. Ia classe des fonctions sommables {ou i carré summable) pour la plapart
des théories ayant affaire 4 I'intégration (séries de Fourier, fonétions orthogonales,
équations intégrales etc ); la classe des ensembles (4), das les théories déscriptives;
la classe des fonctions satisfaisant & la condition de Lipschitz, pour les équations .
différentielles. Quant a la Topologie intrinséque, ¢’est justement la classe des espaces.
métriques compacts qui constitie son domaine naturel d'existence. y

Dans tous ces cas I'hypothése Ia plus simplé et la plus naturelle qu'on puisse
faire, est, il me semble, d’adopter le domaine correspondant. On pourrait, bien entendu,
P'élargir dans les cas (d'ailleurs assez fréquents) ol la généralisation ainsi obtenue
suffit & justifier les complications qu'elle entraine; mais i'lrsérait tout-a-fait inutile-
de le restreindre. C'est ainsi p. ex. que 'emploi des séries de Fourier-Riemann
(qu'on trouve encore parfois) me semble toot-a fait inexplicable. |

Ce fut Janiszewski qui adopta le premier (dans sa thése) ce point de vue
pour les recherches topologiques. Seulement ses hypothéses étaient assez mal choi-
sies (celles qu'on trouve dans sa thése excluent, en effet, tous les espaces indé-

~nombrables); Janiszewski se corriges en partie dans le 17i¢me aahjer du Journal

de I’Eeole Polytechnique, mais le systéme de- conditions qu 'il y donme est assez



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

42 Paul Urysohn:

9. Voici une troisiéme obJectlon qui est ‘plus sér1euse que les

- deux précédentes. la notion de distance étant étrangére i la Topo-

logie, il vaudrait done mieux de ne, pas en faire usage, ¢. & d.
d'sccepter une certaine classe d'espaces topologiques!) comme base
de nos recherches. Or c'est justement ce que nous faisons en réalité car
la classe des espaces méiriques compacts coincide, comme je I'al indiqué

récemment?), avec la classe des espaces topologiques compacts ad-

mettant un systéme déterminant dénombrable 3). Nous pouvons ainsi
nous baser sur des hypothéses purement topologiqués et définir la
distance 4) qui devient alors un simple insérument et non le base

de mnos recherches. On pourrait méme se débarasser entitrement de

cette notion en suivant une méthode de démonstration purement’
topologique que jai esquissée 5); si je ne le fais pas ici, ce n'est
que pour la raison suivante: il me semble préférable de ne pas obs-
cureir l'exposé des faits nouveaux par une méthode inaccoutumée
et ne présentant, aprés tout, qu'un inlérét méthodologique; il vaut
mieux étudier les faits nouvaux par des méthodes habituelles, et

‘les méthodes nouvelles, sur des faits connus, Notons d’ailleurs que

la traduction du présent mémoire du ,langage métrique* en ,lan:

gage topolo'giqm“ ne présente aucune difficulté sérieuse.

10 Nous terminerons- cctte section par quelques considérations relatives
3 laaiome de choiz de M. Zermelo.

1l cst bien connu que l'emploi de cet axiome est superftu dans la plupart des étu-
des topologiques; dans celles notamment qui ont affaire aux classes d'eusembles (Eu-
clidiens) qu’on vecontrs le plus souvent: continus, ensembles fermés, domaines ete. 9).

compliqué et contient des conditions supertlues; ce fut peut-étre la cause qui
amens & rejeter’le cas général dans une note et & se borner aux ensembles
Euclidiens dans le texte méme; et co ne furent que ces dermers qu'on examina

;dans les recherches ultérieures,

1) Au sens de M, Hausdorff,

) Math, Ann. 92, p. 276 — 203 : voir aussi yZum Met;rmahqnsproblem“, ac-
tuellement sous presse dans le méme journal, -

3 la coincidence est, bien entendu, topolowique ¢. & d. que chaque espace
de l'une des deux classes en posséde un homéomolphe dans J'autre.

4} de la maniére indiquée dans la note citée,

5y dans an mémoire qui paraitra, prochainement dnns le Recuetl Mathématique
de la Soctdte Math, de Moscou, :

®) L'emploi de Vaxiome de Zermelo devient, par contre, indispensable lorsqu'bn
examine des classes plus vastes, p, ex. celle des enrembles connexes, celle des sémi-
continus, ete, |
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Cela résulte, dans le cas d'un espace FEuclidien, dela possibilité d’indi-

quer d'une maniére effective des procédés qui permettent:

A) de choisir un point déterminé dans chaque ensemble fermé,

B) de chotsir un point déterminé dans chaque domaine;

C) de choisir une suite de poinis qui ést dense dans l'espace considéré.

Or lorsqu'on définit l'espace de la maniére abstraite que nous avons choisie,
P'indication effective de tels proceédés devient évidemment impossible.

Si l'on ne veut pas avoir recours a l'axiome de Zermelo, on devra done pos-
tuler la possibilité des opérations A, B, C; c. & d. qu'on devra examirer seulement
les espaces pour lesquels on connait de tels procédés. Nous dirons que ces
espaces-la sont effectivement compacts,

Citons, comme exe}nple, que toute partie bornée et fermée d’un espace Eu-
clidien est un espace effectivement compact; il en est de méme pour l’espace de
dimension infinie que nous allons construire dans le Ch. V. Je ne crois pas,
d'ailleurs, qu'on puisse indiquer (effectivement) wn espace compact qui ne 8oit
pas effectivement compact.

11 est, d’ailleurs, & remarquer qu'il suffit de postuler la possibilité de l'une
quelconque des trois opérations citées: nous allons, en effet, demontrer que la pos-
gibilité de C entraine celle de B; B, celle de 4; et 4, celle de C.

Montroos tout d’abord que la propriété I (§ 6] des espaces métriques compacts
est toujours effective, ¢. & d. qu'on n'a besqin d’aicune hypothése complémentaire
pour pouvoir indiquer un procédé permettant d’extraire une suite con-
vergente déterminde de toute suite infinie,

Soit, en effet, ‘

(2) : By, Bgevren Oy

une suite infinie quelconque (elle peut contenir des points coincidents). & étant un
nombre positif arbitraire, soit a,, le premier point de (2) qni est extérieur a S(a, ,8));
Gy, lo premier point extériear & S(a,,8) -4 S(aa,,&); et ainsi de suite: gy, serale

premier point de (2) qui n’appartient pas &
S(ay, &)+ S(an, &) +... -+ S(an,_ ).
On_obtient ainsi une suite
(3) Gy, Onj. Qpgeeosy On,
nécessairement finie, car on a
o(an, an) =>¢,

ce qui montre que la suite (3) ne saurait avoir un point-limite si elle était infinie;
or toute suite infinie posséde au moins un point-limite: cela résulte de la compac-
ticité lorsque la suite contient une infinité de points distincts; et de la répétition
infinie d’un méme point, dans le cas contraire,

Nous voyons done que tous les points (2) rentrent dans la somme finie

Sa, , &) - S(an, &)+ ...+ Slan,, )

1) Voir la section suivante pour les notions qne j'emploie ici.
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I'an au moins des termes de cette somme en contient donc une infinité, Choisis-

sons le premier terme de cette sorte, et envisageons la suite des points @, qui lui

appartiennent. C'est une suite infinie. dont le diamétre ne surpasye pas 2z Nous

avons ainsi obtenu un procédé déterminé qui permet’ d'extraive de toute suite in-

finie une autre suite, égalgment infinie, et dont le diamétre est arbitrairement petit.,
Ceci fait, extrayons de (2) une suite

)
!

(2’) . ‘ a1’ az,,‘-", a”’-.o
de diamétre < 1; de celle-ci une suite

(2,’) all a’;l 7 a,ll

13 9 sy "7-.‘0

Banack

de diamétre <§s et ainei de suite. La suite

@) a®, o . ol

sy ‘ 1
aura un diamétre ne surpassant pas 7
La suite diagonale

L1t

. , X (n)
(4) | Gyy Oy, Qg yo..y al, .,
vérifie la condition

o

e(a, alif) << ot
elle ne peut donc avoir plus d'un 'pcint—limits_."Il résulte alors de la compacticité
quelle en posséde exactement un; et 1'on voit sans peine qu’elle converge vers ce
peint. Or la suite (4) est extraite de (2) par un procédé univoquement déterminé:
ce qui justifie notre énoncé, ' ‘

11. Montrons maintenant I"équivalence de A, B et C. On voit immédia-
tement que C entraine B: |

b) Ty Lygeeey Tuyan.

étant la suite définie daprées C et G un domaine guelconque,
le premier point de (5) qui est agrégé a G. ‘ :

Il est aussi facile de voir que B entraine 4. Soit, en effet, ¥ un ensem-
ble fermé arbitraire. Choisissons {d'aprés B) un point a,

. S(F,}-); |
o ~

puis extrayons de la suite (2) qu'on obtient ainsi, la suite (bien déterminde) (4).
On voit aisément que le point-limite & de cette derniére suite fait partie de F,

Reste donc & montrer que A4 entraine ¢ E étant fermé, nous ¥ choisissons
d’'aprés 4 un point déterming %,- Nous choisissons ensuite un point y, dans I'en-
semble fermé E - S(y,, ¢) (e étant un nombre positif arbitraire); puis un point Yy
dans E — [S(y,, &)+ Sly,, &)), et ainsi de suite. Nous obtenons une suite

on n's qu’d choisir

dans chacun des domaines

(6) ) yl' yp---w Yx
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qui est nécessairement finie en vertu de I'inégalité

oyny) >e

Or on voit sans peine que la soite (6) 2 une densité 2 dans E. c. & d. que toat
point' x de K est & une distance (¢ de l'un moins des points de ceite suite.

Ceci fait, choisissons de la maniére indiquée une suite
(7,) Zyy Lyyeooy Ty

qui a une densité 1 dans E, puis une suite
(7’) ‘ Lrytlr Trydy -0y Thy

coe 1 . s .
ayant densité _ dans K, et ainsi de suite . La somme

»,

w[" m21“-1 mkp"va wk,‘)""

*de toutes les suites (7,) sera évidemment dense dans E.

Nous voyuns ainsi qu’il suffit de postuler la possibilité de I'ane

des opérations 4. B et ¢ pour définir les espaces effectivement
compacts.

'Les conditions 4 1) et B sont d’ailleurs & préférer & la condition C, cette der-
niére étant en partie tautologique: elle affirme, en effet, 1'existence d'un ensemble
dénombrable dense, tandis que cette existence résulte déja de la compacticité (§ 6).

8i l'on accepte cependa.nt la condition C, on pourra remplacer la condition
de compacticité par une autre qui est moins restrictive; ¢. & d. qu'on peut définir
les espaces effectivement compacts comme il suit: ,

Un espace métrique E est dit effectivement compact si I'on
peut y indiquer une suite de points qui scit dense et compacte
dans E ‘

Nous ne suppusons done plus que l'espace est compaect, mais seulement qir’une
certaine suite y est compacte (compacte dans FE, et non en soi: cela veut dire
que toute smite partielle de cette suite posséde an moins un. point-limite qui peut,
d'ailleurs, &tre éwranger a la suite primitive). .

Jomets ici la démonstration de I'équivalence de cette derniére dehmtlon ala
précédente; on trouvera cette démonstration dans la deuxidme partie du présent
mémoire ol j'aurai 'occasion d'utiliser la derniére définition.

12. On peut supposer, dans tont ce qui suit, gu'on a affairedun
espace effectivement compact. Toutes nos démonstrations (& quelques
exceptions prés) peuvent alors étro rendues effectives, Une telle trans-
formation est, dans la plapart des cas, a peu prés évidente, je me dispenserai
done de la faire. Je n'indiquerai le moyen d'obtenir des choix effectifs que danas
les cas les plus difticiles (Ch, IV et'V de la premiére partie); je mentionnerai, par
contre, explicitement tous les cas ol la démonstration est essentiellement non-effective.

Comme nous aurons i nous servir fréquemment des propriétés [ — III (§ 6)
des ospaces compacts, il g'agit done en premier lien d'en indiquer des démonstra-

Y Je dis ,condition A4 powr ,condition de possibilité de I'opération A°.
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tions effectives, C'est ce que nous avons fait au § 10 poar la propriété I. Quant
4 la propriété II (existence d'un sous-ensemble dénombrable demse), il faut exa-
miner séparément les différentes classes d’ensembles auxquels il y a lien de I'ap-
pliquer. Le cas de I'espace entier a déja été traité au § 11, Le cas d'un en-
semble fermé n'en différe pas essentiellement car tout ensemble fermé (dans
un éspace compa,cij est compact en soi et peut donc 8tre envisagé comme formant.
4 Ini seul un espace compact; cet espace sera de plus effectivement compact s'il
en était ainsi pour Pespace primitif: c'est ce qui résulte immédiatement de la con-
dition 4. Puis, la suite (D) dense dans E nous fournit immédiatement une suite
dense dans un domaine & quelconque: c'est la suite partielle des points @, agré-
gés & G. La méme remarque s’applique aux doniaines relatifs (par rapport
& des ensembles fermés). Or tout ensemble @ apprtenant & la classe des o ot
un domaine relativement 4 I'ensemble fermé @ Nous possédons ainsi un procédé

bien déterminé qui permet de choisirunesuitedensedanstout i
¢.2d. queladémonstration de Il est effective (indépendante de I'axiome
de Zermelo)non seulementpour un Fe’ mais m&me pour toute la classe.
des o ). : ' S

Ce ne mont, d'ailleurs, que les ensembles de cette dernidre classe que nous
aurons 4 envisager dans la plupart des cas. II est & remarquer, d’autre part, que
la démonstration de la propriété II .ne peut &tre rendue effective pour. tous les
ensembles, méme lorsqu'il s'agit d'un espace Buclidien. | :

13. Passons maintenant 4 la propridté 111 {théoréme de Borel-Lehesgue),
On peut, tout d’abord, la démontrer par une méthode qui n'exige-

qu'un nombre fint de choix arbitraires. En ¢autres termes, cette démonstra-
tion est indépendante de I'axiome de Zermelo'lors‘qu’il s'agit d'un ensemble

fermé F et d'un systeme & de domaines. _
Numérotons & ces effet toutes les sphéres Sfa,, ry) dont les centres font partie
de la suite {b) (dense dans E), et dont les rayons sont rationnels; soit

(8) Sis Bppieey Siveun
la suite ainsi obtenue (elle ne dépend ni de F ni de ©). A chaque poinf y de F' nous
faisons correspondre [a premiére sphire de la suite (8) qui satisfait aux denx con-
ditions suivantes:

1) elle contient le point y, et _

2) elle est contenue dans I'un an moins des domaines du systéme &,

Envisageons toutes les sphéres ainsi obtenues:

Siv Sjanens Sivet;

on a évidemment (d’aprés la premiére condition)

© FC3s,

k==l

1) Ce qui n'dst pas la méme chose Ainsi, 1a démonstration de II est effective
pour un ensemble & appartenant i la classe A (cette démonstration n'exige qu'un
seul choix arbitraire: celui d’une décomposition de @ en une suite d’ensembles
fermés), tandie gu’elle n'est pas effective pour foute la classe ;3- (chague ensemble
de ceite classe exigeant un choix arbtraire). 7
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Or il existe un indice x tel que

(®) . FC3s;;

keal

Vhypothése contraire nous permet'trait, en effet, de choisir un point ¢, dans chacun
*des ensembles fermds

et la suite
11

ne pourrait alors (on le voit sans peine) avoir un point-limite agrégé 4 F, ce qui
est impossible, F' étant fermé. Soit donc x».le premier indice satisfaisant & la re-
lation (9). , ‘
Ceci fait, nous allons effectuer x choix arbitraires: nous allons notamment
choisir » domaines :

(10) G, Gy.... Gy
appartenant au systeme € et tels que

S, C G (e=1,2,..., x)
de tels domaines- existent d'aprés la condition 2 . Of la suite finie (10} est celle
que nous voulions obtenir:

[

»
FCZ2a,.
k=1 -

14. Le résultat que nous venons d’obtenir ne suffit pas & nos buts. II nous
faut un-procédé n'utilisant aucun choix arbitraire; ¢. & d. une démonstration qui
reste effective méme si I'on T'applique a toute la classe des ensembles fermés et
a toute la .classe des systémes de domaines Nous obtiendrons une telle démon-
stration moyennant une condition supplémentaire qui sera d’ailleurs remplie dans
la suite. Nous supposerons notamment que l'ensemble fermé F est efféctive-
ment recouvert par le systéme de domaines &, e, 4d. quenous con-
naissons une loi qui fait correspondre 4 chaque pointz de F un
domaine déterminé &, (de &) contenant ce point. C'est ce qui a lieu,
p. ex,, lorsque & est une suite (on demgnera par G, le premier domaine de cette
suite qui contient 2.

Nous allons donc indiquer un procédé général qui permettra dex-~
traire de fout systéme & ”’“{G } de domainesrecouvranteffective-
ment un ensemble fermé F arbilroire, une suite finie hen déferminde
{(c. &4 d. ne dépendant que de F et de @)dontla somme contientencore F.

Nous commencons par la définition d’une certaine suite transfinie

(11) o . zm Byyecey Zoyeo

de points de F. z, est un point de F' choisi d'aprés 4 (§ 10). Soit ensuite o un.
nombre ordinal quelconque (<€), Les points d'indices <l étant supposés définis,
et Gz  désignant le domaine de & correspondant au point 2g, examinons 1'ensem-

8
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ble fermé
F—2a,.
| g<a F | _

Si cet ensemble est vide, la suite (11) sera de type «. Dans le cas contraire nous
choisirons (4 l'aide de I'opération 4) un point déterming z, de cet cnsemble,

La suite (11) ainsi définie aura nécessairement un type < Q. En eftet, chaque
domaine G, de la suite correspondante o

Gay Guy..., G,

JARE

le point zx) qui n'appartient 4 aucun des domaines

contient au moins un po‘int'(
précédents. Il existe donc une sphére de la suite (8) (§ 13) qui appartient é..G,a

g Soit S, la premiére sphére de cette sorte. On voit
B<a ' '

aisément que al;’; a, entraine h(a,):'_—_ n{a,); il en résulte que la suite (11) est
au plus dénombrable. Désignons son type par «; puis, posons

G, — Gnlm),
o

Cette derniére convention nous permet d’énumérer la suite (11) @’

aprés la gran-
deur des entiers n(a). Nous obtenons ainsi une suite simple

Gm, G ..., G7y,. .. ry <my <o <L)

de domaines fasant partie de ©. La somme de ces domaines recouvre F; on
a en effet,

F—3gv=F_3¢

k=1 . B(y ZP,
et ce dernier ensemble est vide d'aprés la définition de la suite (11). Ainsi:
oS
FC 3G,
k=1

- Or on démontre comme ci-dessus quil existe un indice x tel que

X
i : Hie
rcion
% étant le plas petit indice de cette sorte,
GM, G, Gy
sera la suite finie qﬁe nous voulions obtenir 1),

') On pourrait affranchir cette démonstration de P

finis en s'appuyant sur .ure méthode générale indiq
(Fund. Math. 111, p. 76).

emploi des nombres trans-

uée par M. Kuratowskj
Cela me semble d’ailleurs inutile, car il résuite des der-

niéres recherches de M. Lusin (non publiées encore) qu’on peut construire la

théorie des nombres ordinaux de 1a IIme classe sans faire appel & un nouvel axiomo
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IIL Notations et nomeneclature,

15. Jadopte dans ce qui suit des notations qui ne différent pas
beaucoup de celles de la thése de Janiszewski Quant & la ter-
minologie, je préfere celle de M. Hausdorff!) qui est plus sy-
stématique et trés compléte. Je supposerai d'ailleurs que le lecteur
connait les deux ouvrages cités.

Il importe de remarquer que nous pouvons utiliser tous les
théorémes de la thése de Janiszewski.(k I'exception du Th. If
du Ch. IT, qui ne s'applique qu'aux espaces Euclidiens). on voit, en
effet sans peine que les hypothéses que nous avons faites sur Ves.
pace, suffisent pour toutes les démonstrations. Seule la démonsira-
tion du Th. I du Ch. II (existence d'un continu irréductible) doit
étre modifiée 3)

Quant au livre de M. Hausdorf f, nous pourrons y emprunter
tous les résultats du Ch. VIII et des § 1—9 du Ch. VIII (les

- deux derniers $§ de ce chapltre ne sapphquent'qu’aux espaces Hu-

clidiens & un nombre quelconque (§ 10) ou & deux (§ 11) dimen-
sions) 3)..

16. Jindique 1m pour éviter toute confusion dans la suite, tous
les termes et notations que je vais employer; & l’exception, hien
entendu, de ceux qui sont nouveaux, et que je n’introduirai que
lorsque nous en aurons besoin 4).

Les points seront toujours désignés par des minuscules romai-
nes (a, b ¢, &, ..); les ensembles dé points, par des majuscules ro-

Y} Grundziige der Mengenlehre. Lelpzzg, Veit, 1914. Ce hvre sera cité Haus—
dorff* tout court.

%) On la remplaecera p. ex, par celle qu'on trouve dans la II note de Ia thése
de Janiszewski. Il est d'aillenrs assez facile d'indiquer une démonstration
effective, n'utilisant pas les nombres transfinis et applicable 3 tous les eapaces
métriques effectivement compacts. ’

3 En effet, les résultats du Ch. VII g’appliquent 4 toms les espaces topolo-
giques, done, & fortiori, anx espaces métriques; ceux des §3 15 dn Ch, VIHI,
aux espaces satisfaisant au Il Abzdhlbarkeiisaxiom. donc, en particulier, anx es-
paces méiriques admettant des ensembles dénombrables denses {v Hausdorff,
p. 262, (4)). Les §§ 6—8 ont affaire aux espaces métrinmes. et le § 9, aus espares
métriques complels, dont les espaces métrigues compucts ne somt au'nm esr i
ticulier.

) On trouvera une liste compléte des motations i la fin de la premmidre par-
tie de ce mémoire. :

Fundamenta Mathematicae VI ‘ ‘ 4

T
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. N
?

maines ou grecques (;4 B, C,.. I’ II,...). Un ensemble arbitraire

sera presque toujours dés1gné par C; un point arbltralre par .

- 11 est d'ailleurs & remarquer que nous allons'considérer les pomts
et les ensembles de points comme des éfres gboméiriques. done comme
des individus de méme nature. Nous ne ferons, par'conséquent, au-
cune distinction entre le point 2 et I'ensemble dont 'unique élément
est le point 2: ce qm ne peut préter, dans notre cas, & aucun ma-
lentendu, ,

L'ensemble vide sera-désigné par 0; l'espace entier, par E. Nous

-&crirons B, lorsqu'il s'agit d'un espace Euclidien 4 » dimensions

(B, désignera donc le plan Euclidien; E,, une ligne droite).
Nous emploierons encore les Iettres romaines et grécques pour

~ désigner les nombres (une confusion - avee les pomts et les en-

sembles n’étant pas & craindre dans ce cas): ainsi, les entiers po-
sitifs seront ordinairement désignés par i, j, k, I, m, n, ete.} & si-
guifiera un nombre positif arbitrairement petit; de méme 4, 1, 3 ete.
Les minuscules grécques (@, B, §,...) désignerons aussi parfois des
nombres ordinaux; en particulier, w désignera touJours le premier
nombre de la deuxiéme classe et £, le premier de la- tro151éme
classe. |

Les puissances seront désignées par des minuscules allemandes
(a, m, 1,...); ¢ est, en particulier, la ‘puissance du continu. Nous dé-
signerons cependant selon l'usage, par w, la puissance d'un ensem-
ble dénombrable, et par xl celle de I'ensemble des nombres de la
deuxiéme classe |

Nous emploierons enfin les majuscules allemandes (‘{5‘, @ )

| pour désigner les classes (logiques) -d’ensembles. Ainsi, p. ex., 3 dé-

signera la classe des ensembles fermés (v. ci-dessous). |
17. Relations entre les ensémbles. 0pérat10ns Les

 égalités

A= BC’zz

| mgmﬁent que les ensembles Aet B eolfncldent et que lensemble
- C ne contient que le seul pomt .

Nous éerirons

A:)B ou BCA

pour md1qner que l’ensemble A contlent l’ensemble B (NB: ce qui
wexclut pas l’égahté) Nous (llrons ausm dans ce cas qiie 4 renferme B;

B est contenu dans A, appart}ent 4, falt partie de 4, est un

'
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sous-ensemble de 4 (un vrai sous-ensemble lorsque les deux ensem-
bles ne peuvent étre égaux).

Nous allons employer le méme -symbole

wCCA

pour indiquer que x est un point de C- (r est contenu dans C, ap-
partient & C, ete; nous dirons aussi que x est agrégé & C). L'em-
ploi d’'un symbole différent (x&C) qui est tout-b-fait indispensable
en Logique Mathématiquel). me semble, par contre. inutile en. To-

- pologie; surtout si I'on adopte le point de vue mentionné ci-dessus

(les points et les ensembles sont des &tres géométriques).

Jemploierai d'ailleurs ce symbole-1a (¢) pour dire qu'un ensem-
ble fait partie d’'une certaine classe logique (c. & d est un élément
de -cette classe); ainsi, p. ex.,

Feg

~ veut dire que ,F est un ensemble fermét.

Lorsque le point x n’app’artient pas & C, nous dirons qu'il n'en
fait pas partie, ete.; ou bien encore que x est étranger & C. Ces
locutions sont, par contre & distinguer lorsqu’il s'agit de deux en-
sembles:. ,4 ne fait pas partle de B, etc. veut dire qu'il existe

" au moins un point » de 4 qui est étranger & B; tandis que ,4 est
étranger & B“ signifie que ces deux ensembles mont aucon point

commun. Nous verrons dans un moment le moyen dexprimer ce
dernier fait par une formule.

Somme. Soient 4 et B deux ensembles queleonques (NB: ils
peuvent avoir des points communs). Leur somme

A+B

est, par définition, Pensemble des points appartenant & l'ur au moins .

des ensembles donnés. On définit de la méme fagon la somme d'une
classe quelconque d’ensembles. Lorsque cette classe est finie, sa
somme sera désignée par |

GOt O,
206

]

ou bien par

1) z & ( signifie: I'objet = est an elémépt de la classe C; 4 (B veut dire;
tout élément de la classe 4 est, en méme temps, un élément de la classe B.

4§*
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lorsqu'elle est dénombrable, on emploiera I'un des deux symboles

Ci+Ctdn.C ...

S,

=]

ou

Sl g'agit, enfin, d'une -classe indénombrable (ou de puissance in-
connue), on emploiera le signe 3 et 'l’on‘ derira sous ce signe la
condition qui défipit la classe en question. Ainsi, p. ex,, si nous
avons une correspondance biunivoque entre tous les points « de C
et los ensembles 4, d'une certaine classe {4.}, le symbole

, ZA?‘}.
. e@0 .

désignera la somme des ensembles 4, correspondant aux points de
Pensemble C. De méme, | ,

| -_2".31.
-

est la somme de tous les ensembles B, dont les indices sont des
nombres ordinaux de la deuxiéme classe. . /
Produit. Le produit (partie commune, intersection) d’une classe
d'enscmbles est Vensemble des points appartenant & fous les ensem-
bles de cette classe. Un produit sera désigné par l'un des symboles

© gml =]

C axs e I J =
. =0
La relation '
A X B=0
signiﬁe ainsi que 4 et B n’ont aucun point commun,
Différence. L'ensemble
4A—B

est, par déﬁnition, ensemble des points de 4 qui sont étrangers
& B (NB: B n'est pas nécessairement contenu dans 4). Dans le cas

ob B fait partie de A, on dit parfois que 4—3B est lo complémen-
taire de B par rapport 4 4. L’ensemble |
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E—¢C

est appelé ,complémentaire de C% tout court.

Je renvois & la thése de Janiszewski?) pour les relations en-
tre les opérations que nous venons de définir.

17. Notions dordre métrique. Le symbole

o=, y)

désignera toujours la distance entre les deux poiﬁts xz et y. Nous
emploierons un symbole analogue

¢(=, C)
pour désigner la distance entre le point z et l'ensemble ; nous

entendons par la la borne inférieure de la distance entre z et un
point variable de C: |

(12) | g‘(x, C) = bor mf o(x, y).

On déﬁmt de la méme facon la dlstance o(4, B) entre deux en-
sembles 4 et B quelconques: \

(13) Q(A, B)= bor. inf. o(z, B)= bor. inf p(4, y) =hor. inf. (2, ) ?).
: =4 WP ocd

La diaméire 8(C) d'un ensemble C est, par définition, la borne

supérieure de la distance entre deux points de cet ensemble 8):

(14) 4(C) =bor. sup. o(z, )

Notons I'inégalité suivante qui nous sera souvent utile:

(15) o(4, C)<< (4, B)+ 8(B) + o(B, O);

on lobtient sans peine en rapprochant l’méga.hté (1) (§ 6) des
définitions (13) et (14).

Jappele sphére S(x, £) de centre z et de rayon & Pensemble des
points dont la distance du point 2 est inférieure & & {égalité exclue) *):

(16) - S@eo=Jy
] ST elm ) <e

1) Ch. I, section II. ‘ '

%) 11 est & remarquer que.p(4, B) peut s'annuler sans que les ensembles 4
et B coincident: c'est ce qui a lieu, p. ex, Ior'sque AX B0 '

%) Le diamétre d’un ensemble contenant plus d'un point ne peut donc &tre nul.

4) II est & noter que I'égalité S(z, &) == S(y, ) n'entraine aucune des denx
égalités x ==y ou e=1=; c. &4 d, que dans les espaces que nous considérons, une
méme sphére peut posséder plusieurs centres et plusienrs rayons.
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J’emploie un symbole analogue
S(C, #)

pour désigner l'ensemble des points dont la dlstance de l’ensemble
C est inférieure h &

() S0 6=

- o(0s x)<g
on a d'ailleurs évidemment

(18) 86 32‘5’(3, e)‘.

Il est & remarquer qu'on peut toujours permuter les symboles
SetE e. & d. qu'on a, p. ex,

—5( 30, <)

=1
tandis que les symboles S et H ne sont pas permutables?).
19. Notions élémentaires dordre topologique. Soit
(19) | @y, 8gy...y Oy,...
une suite de points. Tout point z vérifiant la condition

1i_n3 o(z, a)=0
est dit un pomt limite de la suite (19). Lorsqu une suite (19) ne

posséde qu'un seul pointlimite z, on aurs, en vertu de la compac-
ticité de Pespace,

{20y | ]im Q(w,‘ a,,) == 0;

nous dirons alors que la suite (19) est convergente et qu'elle con-

verge vers le point x, et nous ecnrons

hma,,za: .

n=0Q

') Soient, p. ex., (dans E)
A={y=0,|2| <1}, B={z=0, |y| <1}

en ce cas :
: 5(4, 1) X S(B, 1) = 8(4 X B, 1):

le premier ensemble est, en effet, un carré, et le second, un cerle.
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ou bien. |
a,—>z ).

On peut définir d’une maniére analogue les points-limites d’un
ensemble C: ce sont les points vérifiant la condition

7(21) o(x, C-—-—a:) = 0

on voit, en effet. sans peine que cette définition est équlvalente
a la déﬁnltlon habituelle 2). S
On appelle ordinairement ensemble dérwé ¢ d'un ensemble C,

"lensemble des points-limites de C; et l'on pose

C = C+ .

~

Or l’opéraﬁoh C est l'opération topologique fondamentale$), tandis
que l'opération C’ (dérwatlon) est sans importance pour la Topolo-

gie 4); il me semble donc prefémble de deﬁnn' C directement comme
il suit: '

L3

1) C'est la condition (20) qui définit la convergence dans le cas d’un espace
métrique non compact: et il est & remarquer qu'une suite possédant un seul point-
limite n’est pas nécessairement convergenfe dans ce dernier cas.

Notons encore qu'on emploie le terme suite divergente® pour déngner deux
notions tout-a-fait différentes;

1) une suite non convergents (Fréchet), et

2) une suite ne possédant aucun point-limite (Hausdorff)

C'ent ce dernier sens que nous adoptons. 1l n'existe donc ancume suite diver-

gente dans les espaces que noug coneidérons dans ce mémeire,

2) M, Bierpifiski a donné (,,L'axiome de M. Zermelo .. Bull. Acad. Cracovie,
1918) deux noms différents (point-limite et point d’accumulation) i deux no-
tions qui ne différent qu'am point de vue de l'effectivité C'est avec les points
d'aceumulation de M. Sierpifiski que cofncident nos points-limites la condition
(21) exprime, en effet, ce fait qu'il existe dans tout voisinage du pomt « des points
de C distinets de .

) Toute opération topologique est une combinaison de celle-ci "et des opéra-
tions formelles du § 17. -

4 11 en est d'ailleurs de méme pour la Théorie des fonctions Ce fait étant
trés peu connu, je m'y arréte pour un moment, Désignons par CT'] I'ensemble des
points non ieolés de l'emsemble C' (on a done Cll=C X C') loperatwn C' est

alors une simple superposmon des opérations C et CU'l:
= (C’)[’];

ot ce n'est, en réalité, que les deax derniéres opérations qu'on emploie, tandis yue
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C est Pensenible des points vérifiant la condition

22) | oz, C) =0,
¢. & d. que | L
(23) | C= Ju,

o(3 OF=0
ou bien | |

|
(24) = ] s(c, ?_;) =I5 0
o nom &0

~ On trouvera dans la thése de Janiszewski?) les relations qui
subsistent entre Fopération C et les opérations que nous avons dé-

fintes au § 17. |

Classes spéciales d’ensembles, Un ensemble F' vérifiant la condition
F=F

est.dit un ensemble fermé?). L'ensemble vide, les ensembles com-
posés d'un nombre fini de points, Vespace E sont des ensembles
fermés. Nous désignerons la classe des ensembles fermés par {;
cette classe coincide dans notre cas avec celle des ensembles com-

‘pacts en soi Lua coincidance n’a plus lieu dans un espace non com-

pact; et c'est la classe des ensembles compacts en soi que nous dé-
signérons par ¥ dans ce dernier cas. Daus un espace Euclidien la
classe 3 est done celle des ensembles fermés et bornés; les ensem-
bles fermés non bornés n’en font plus partie (ils appartiennent & une '
classe plus vaste, p. ex. & celle des §, que nous allons définir dans
un moment). ) -

Un ensemble G dont le complémentaire £ — G est fermé, est

lenr combinaison (' n'est employée que par habijtuds, et toujours 4 tort En effet,
lemploi de CT'] au liew de C' permet d'obtenir des résultats plus précis (et souven-
définitifs): c'est ainsi qu'on peut remplacer les ensembles réductibles par les ent
sembles clairsemés dans une foule d'énoncés bien connus (la relatiori entre Cf’] ot
les ensembles clairsemés étant la méme qu'entre C’ et les ensembles réductibles)
Citons comme exemple le théordme de Cantor sar Punmicité des séries trigono-
métriques, : |

Y Ch, 1, section I,

% La notion d*un emsemble parfait est sans importance pour la Topologie.
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appelé un domainel). La classe des domaines sera désignée par ©
L’espace H et l'ensemble vide appartiennent done & la classe @2).

Scit ¥ une classe d'ensembles quelconque. Nous désignerons par -
Ay, Uy et A, los classes d'ensembles qui sont respectivement

1) des sommes (finies ou dénombrables) d’ensembles de la elasse ¥,

2) des produits (finis ou dénombrables) d’ensembles de la classe %,

3) des différences de deux ensembles de la classe 9.

Chacune de ¢es trois classes contient la elasse U

Nous aurons affaire dans ce mémoire aux classes §§,, @, %9,
Bos- Bogy Pge- On remarquera dailleurs que la classe §, coincide
avec §; @, avee ®; ©, avee §5,; puis que la classe {f, contient
les classes & et Bor Os contlent les classes ¥ et §F,, ete?)

Points intérieurs et extérieurs Frontiére. Nous dirons quun point
x est un point intérieur de l'ensemble C s1l existe un domaine &
tel qu'on ait |

xC GG

ou bien, ce qui revient au méme, si x est étranger 2 'ensemble £ —C.
Un point y qui est: intérieur & Pensemble complémentaire £ —C
(c. & d. que ¥ ne fait pas partie de ), est dit um point extérleur
4 l'ensemble .C ¢).
Un point z qui n'est ni intérieur ni extérieur & C (il est
‘done agrégé -a chacun des deux ensembles C et E—C), est dit
un point frontiere de C. L'ensemble des poinis-frontiéres d'un. en-

) On appelle souvent ces endembles la emsembles owverts en réservant lo
terme ,domaine* pour les domaines connexes {v. le § suivant). Je mentionnerai,

* par contre, explicitement tous le cas ol les domaines seront supposés connexes, *

%) Un ensemble fini est un. domaine dans le cas, et dans le cas seulement

ol tous ses pomts sont des pomts isolés de l‘espace

11 est & remarquer que le complémentaire d'un domaine Euclidien est tou-

jours fermé, mais n’appartient pas toujours & la cla.sse 3: !

% Voir Hausd orff p. 216, I; p. 225, I; p. 306. On déduit immédiatement
toutes les relations citées de celles qu'on y trouve. :

) Nous emploierons les termes intdrieur ot exiérieur dans un sens différent -
lorsqu'il s'agit d'un polygone II, (dans E,) ou d'un polyédre II, (dans E). I,

(n==2 ou 8) décompose E, en .deux domaines comnexes' le domaine intérieur G

et le domaine extérienr H. Nous dirons que z est intérienr & II, 8'il appartient
A G, et qu'il est intérieur & IT, si x(_ H. ,Intérieur & II,4 voudra donc dire, en
réalité, intérieur & G,. II est A remarquer qu'il n'existe aucun point qui soit
intérieur a II, dans le sens génédral de ce terme
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semble 0 est appelé la frontzéfre de C; nous la désxguerons par Fr(C’)
On a -

@) - B(O)= TX B0

c'est dounc toujours un ensemble fermé; Les seuls ensembles qui
v’ont aucun point commun avee leurs frontidres sont les domaines.
§1il existe aucun point éxtérieur & un ensemble C (e, & d. si

l'on a C—-E), cet ensemble est appellé dense?) (nous dlrons souvent
ndense dans E“ pour éviter toute confusion possible).
Si I'ensemble C ne posséde aucun point intérieur (c & d. sison

- complémentaire est dense), nous dirons que c'est un ensemble- fron-

tigre. Un ensemble-frontiére peut étre dense; C n'est pas alors un

ensemble frontidre.

Dans le cas ot C est, lui aussi, un ensemble-frontiére, I'ensem-

ble C sera dit non dense 3) (nous dirons aussi ,non dense dans E“),

Notions relatives®). Soit 4 un ensemble quelconque B, un sous-
ensemble de A. B sera dit un ensemble farme relativement & 4 si
l'on a | :

(26) BXA=B8B;

nous écrirons alors qie
27) Be (rel. A).

Un ensemble H contenu dans 4 dont le complémentaire (par
rapport & A4) est fermé relativement i A sera appelé un domaine
relatif (par ra.pport & 4); en mgnes

(28) | - He® (rel. 4)

Une somme (finie ou dénombrable) d’ensembles fermiés relatwe—

ment & 4 sera, par définition un F, (rel. 4). On définit de la méme
fagon les classes ®, (rel. 4), B, (rel. 4), ete.

Soit B un sous-ensemble de 4 et x, un point de A, z sera dit
un point relativement intérieur & B (par rapport & A) s'il existe un |

ensemble H vérifiant la relatlon (28) et tel qu'on ait

wCHCB‘

1) On emplone souvent le terma npartout dense*.

3 On trouve sonvent le tarme Jnulle part dense® (Nzrgendsdzcht chez M Haus-
dorff). Il est & remarquer que ,non dense* n'est pas une simple négation de
ndense®, ‘

) Hausdorff Ch, ViI, § 8 (Relahvbegnﬁe)
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La définition des points relativement extérieurs et relativement
Jrontidres est évidente. L'ensemble des points relativement frontiéres
de B (par rapport & A) est la frontidre relative de B (par rapport & 4).

‘il n'existe aucun point relativement extérieur & B (par rap-
port & A), B est dit dense-sur 4 (ou dans 4). Les notions d'un en-
semble dense sur 4 et d'un ensemble non dense sur 4 sont d’ail-
leurs d’'une importance extréme; je préfeére donc de les définir di-
rectement comme il suit: ‘

Un sous-ensemble B de A est dit dense sur 4 lorsqu’on a

BH4
'Un ensemble C quelconque sera dit dense sur 4 si T'ensemble
C X A (qui est un sous-ensemble de A) est dense dans 4, c. & d.
si I'on a :
CX 44,
M sera appelé un ensemble non demse sur A (ou dans 4) sl

n'existe aucud domaine relatif (par rapport a 4) sur lequel l’én.sem-'
ble M soit dense?). La condition

@29 A—MDH4

est nécessaire et suffisante pour que le sous-ensemble M de 4 soit

~ non dense dans 4 3).

1) Cette notion est & distinguer de celle de ,dense par rapportia 4“ de M. Haus-
dorff (p.249) qui est caractérisée par la relation 6'—3 A. Les deunx notions coincident
donc dans le eas ol C C A

?) Cette définition ne suppose pas que M C 4. Ce n'est d'ailleurs que ce
dernier cas que nous rencontrerons dans la suite.

% Démonstration. 1) Nécessité, Supposons que la condition (29) n'est pas
remplie. En ce cas ’ensemble

He=Ad—A—M
est un @ (rel. 4) non vide. Il vient |
HX(A—MCHXA4A—HM=0,
HCU=MXB+M-—HCHMX B+ A— F;
o 4 — H est un § (vel. 4), done |

AXA—H=HXAXA—-—H=HX(A—H)=C.
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20. Cennexité. Nous posons )
30) H(4, B)=A X B+ 4 X BY);
la. relation o
(31) | H(4, B)=0

sera appelée ,, la relation de Hausdorff “ ou la condltlon de- Haus-
dorff¥.

Un ensemble C est dlt connere lorsqu’ il ne peut étre décomposé
en une somme de deux ensembles non vides satisfaisant & cette con-
diton. Un point est connexe; il en est de méme de I'ensemble- vide.

Nous appellerons continu tout ensemble connexe contenant plus
d'un point qui'est eompact en soi (appartient & la classe ) 2. € dé-
signera la classe des continus; un continu arbitraire sera ordmmre»
ment désigné par K.

Un ensemble S est appelé semicontinu si tout couple z, y de ses
points appartient & un continu K, , situé sur S:

z+y(CK,,CS.

Nous dirons d'ailleurs qu'un point est aussi un semi-continu 3). Un
aemlcontmu est toujours connexe 4).

1l en résulte que : ‘
HCMXH,
¢. & d. que M est dense sur H.

2) Suftisance. Supposons que M est dense sur un domajne relatif H; on a alors

HCHMXHCH

A—MCA4—H
Or A — H étant un 3 (rel 4), il vient

AXA;ﬁCAXA~H=A_E

ce qui est incompatible avec la condition (29)

On remarquera qu'un ensemble M qui est nen dense
aucun point £s0lé de A.

N1 est &4 remarquer que lea relations AC 4, ‘ot BC B entraihent la re-
lation K(4, B) C K(4,, By).

"% Un ensemble Euclidien connexe . -qui est ferm¢ mais n
pas un ‘continuz d'aprés cette déﬁmtmn,
tinn (v. ci-dessus).

%) Cette convention est nécessmre
dessous).

‘) Hausdorff, p. 244, 1.

sur 4, ne peut contenir

on borné, n'est done
ce n'est méme pas toujours un semi-con-

pour la définition des comstituants (v. ci~
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Soit C un ensemble quelconque; x, I'un de ses points, Le plus
grand ensemble connexe L vérifiant la condition

(32) | sCLCC

sera appelé ,le composant de C relatif auw point 2%, ou bien encore
(dans le cas ou-la mention de C est superflue), ,le composant du
point z“; nous le désignerons par Comp, (C)1).

Le plus grand semicontinu L vérifiant cette méme condition (32)
sera appelé constituant et désigné par Const,(C). On a toujours

(33) Const, (€) C Comp, (C);
on remarquera d'aillears que

(34) Const, (@) = Comp, (¢)

dans le cas od @ est un domaine Euclidien 2).

Soient ¥ et B deux ensembles fermés dont le second fait partie
du premier; soient ensumite z et y deux points de ¥ — B. Nous
dirons que B découpe F (ou bien ,est une coupure de F“) eatre .
x et y si l'on a | |

Const, (F— B) = Const, (F— B);

¢. & d. ¢l n'existe avcun continu K tel qu'on ait

z-+yCKCF—B).

Il est & noter que z et y peuvent appartenir & un méme com-
posant de F—B (B étant une coupure de F entre x et y); ce der-
nier fait ne saurait, cependant, avoir lieu dans le cas ot F se Té-
duit & un espace Euclidien Z ¢).

) Pour l'existence des composants et ponr leurs propriétés voir Hausdorff,
Ch, VII, § 7.
1) Hansdorff, p. 330, II; p. 332, VIL
' 3) La seconde définition pent &tre étendue an cas ol l'on remplace z et y
par deux ensembles A et D sans points communs faisant partie de F — B; la
copdition z + y (C K est alors A remplacer par 4 x K:f: 0, DX K-_-&: 0.
1) Les deux propositions suivantes sont done equivalentes ,B déconpe K, en-
tre x et y“, ot ,x et y appartiennent a différents composants de E, — B“.

E, — B étant un domaine Euclidien, ce fait est une conséquence iramédiate
de I'égalité (34).
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Un contimu irréductible entre les points a et b!) sera désigné
par ab; a et b seront appelés points Jinals de ‘ab. Un continu irré-
ductible peut posséder plus d'un couple de points finals.
Dans le cas particulier oli ab se réduit & un arc simple ®), nous
le désignerons par ab. a est le premier, b le dernier point de aby

nous éerirons . |

2 <y

’pour indiquer que x précide ‘y. .

Une ligne simple fermée$) sera souvent désignde par le symbole
analogue “abea. | |
Les ensembles

ab — (a+b) et aboa —a |

‘ . ’ P ———
seront appelés arcs ouverts et désignés respectivement par ab et abca.

Un arc simple lindaire (c. & d. situé sur une droite 4) sera
appelé segment; un arc ouvert linéaire, intervalle4). Nous désignerons

les segments et les intervalles par les mémes symboles (ab et ab)
que les ares arbitraires; nous emploierons. d'ailleurs, des symboles
différents ({u, v} et (u, v)) dans le cas oh un segment ou un inter-
valle est défini par les coordonnées de ses extrémitéds:

[u, v] = {ugxgv},
(2, v) = {u <2 <<v}.

Nous posons, de méme,

[w, ”)={u<x<”}a |
@ (’M, 1)] ={u<x<”}:

21. Homéomorphie. Je renvois au livre de M. H ausdorff
pour les différentes définitions d’une correspondance biuniveque et -

bicontinue entre deux ensembles C et €, 5). On choisira p. ex. la-
suivante: | |

1) Janiszewski, theése, p. 20. .
%) Ibid., p. 51, :
_3) Ibid,, p. 59. - ' ‘
#) Cette terminolog’e dué 4 M. Denjoy me semble préférable & celle (»inter-
valle fermée et sintervalle ouvert<) qu'on emploie le plus souvent. ‘
%) p. 359, Définition: p. 360, 1 et IL; p. 361, 111, M, Haunsdorff y défini

on doit dome
ajouter | s conditio..s inverses & cplles qu'il donne,

Il est & remarquer que toutes Jes définitions de M, Hansdorff sont effects- .
vement éyuivalentes entre elles | ‘
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Une correspondance biunivogque entre C et C, est dite bicontinue
lorsqu'elle transforme tout ensemble fermé relativement. & I'un des deux
ensembles donnés, en un ensemble fermé relativement & Uautre.

Nous appellerons sussi une telle correspondance ,,correspondance
topologique® ou ytransformation topologique¥,

Sl existe entre C et €, une correspondance topologique, ces-

‘ensembles sont - dits homéomor pkes ou topologiquement éguwalents
"Nous écrirons alors que 4

G -”“C~c

Nous emploierons d'ailleurs ce méme symbole (35) pour indiquer
une correspondance topologlque déterminée entre C et C,. Nousr
éerirons dans ce dernier cas que |

B~ B et a;~a:1

pour indiquer que. les so'us-ensembles B ot B, de C et C; se cor-
respondent dans cette correspondance (35); de méme les points 2

et z, de C et C, ).

Une classe d’ensembles est appelée topologiquement invarionte si

tout ensembie homéomorphe & un ensemble de cefte c]asse, appar-

tient lui-méme & cette classe.
- Citons comme exemples les classes §§ et G?).

Nous dirons aussi que la propriétd qui définit une telle classe est
un énvariant topologique: ,la cornexité est un invariant topologiquet;”
ou bien encore, par extensibn' qu'un ensemble possédant cette pro
priété est un invariant topologique: pUD continu irréductible est un

‘invariant topologlque“

Supposons maintenant que & est une propriété d'un sous ensem-
ble B par rapport & 'ensemble C qui le eontlent puls que toute
transformation ‘topologique : |

C‘N.Ol'

- 1) Nous dirons aussi que B et x; sont les i ansfarmés de B et x dans la

“transformation (35).

3) Il en est de méme de la classe des sem:eontmus Par contre, la claale das .
ensembles Euclidiens fermeés et la classe des ensembles Euclidiens fermés ot con- .
nexes (qu on appelle souvent ,continus“), ne sont pas invariantes. La classe &
n'est pas nécessairement invariante dans les espaces que nous considérons (elle 1'est.
dans un espace Euclidien: v. Brouwer, Beweis der Invarianz des n-dimensiona-
len Gebiets, Math: Ann. 71 {1912), p: 305). ’
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transforme B en un ensemble B, possédant la méme propriété par
rapport au transformé C, de C. Nous dirons alors que la propriéié
@ est un covariant topologique; on bien (par extension), qu'un sous-

- ensemble B possédant eette propriété est un covariant topologique ),

Ainsi, la densité est topologiquement covariante; un composant est
un covariant topologique ?). | |

22. La premiére partie de mon mémoire que je présente sjourd’hui
4 Findulgence du public mathématique, est consacrée i la théorie
de la dimension des ensembles On trouvera dans la seconde partie
une théorie compléte des lignes Cantoriennes avec de nombreuses
applications & diverses questions.

La premitre partie est divisée en six chapitres. Le premier

‘contient. les définitions fondamentales. Le deuxiéme, une premidre

étude des nouvelles notions que jintroduis. Les résultats de ce cha-
pitre ne sont (A une exception prés) que des cas particuliers de ceux
du Ch. V; mais ils sont indispensables pour la tompréhension des
définitions que je donne & la fin da Ch IL |

Le Ch. III est consacré & la construction de quelques exemples

et & I'étude de certaines questions connexes; il peut étre omis dans

une premiére lecture. Les chapitres IV et V contiennent les prip-
cipaux résultats de mes recherches; on trouvera enfin dans le Ch. VI
la résolution de certaines questions d’importance secondaire,

J'ai rejeté dans le petit texte tous les compléments, exemples etc,
qu'on peut omettre sans inconvénient. Les différents morceanx con-
nexes de petit texte sont indépendantes les uns des autres et peu-

. vent étre lus séparément.

Je. donne toujours des démonstrations détaillées dans le grand
texte; dans le petit, je n’en donne souvent que des esquisses, et je
les omets parfois tout-a-fait.

En termipant, je me sens obligé de remercier mon ami Paul
Alexandroff qui a toujours suivi mes recherches avec le plus
grand intérét et qui m'a beaucoup aidé dans le long et pénible tra-
vail de la rédaction du présent mémoire. "

Moscon, le 20 mars 1923.

1) On dit souvent que Ia propriété A est un inveriant tep
me semble incorrect.

%) Hausdorff, p. 364. Voici d’antres covariants: un ense:mbfe relativement fermé;

un domaine relatif; un constituant; on ensemble non dense, etc,

ologique, ce qui
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Premiére partie.
- La dimension.
Ch. 1 Déﬁnitions fondamentales.

Conséquences immédiates. Les .ensembles de- di-
mension 0.

1. Soit C un ensemble quelconque, z un poiut de C. Nous di-
rons que la décomposition de C

C=A+B+D

en trois ensembles. sans poinis communs deux & deux est ume e-sépa-

ration du point x, si les trois conditions suivantes soni vérifides:

1) 4D

2) H(4, D)=01),

3) A4+ B CS(a:, £).
Nous dirons aussi que l'ensemble B (agrégé & C) e-sépare le point =
de C. |

Il est d'ailleurs & remarquer que lensemble e-séparant B ne
détermine pas univoquement l'e-séparation C=A - B4 D corres-
pondante. En effet, si 4, p. ex, n’est pas conunexe,

A=A, + 4, H(4,, 4,) =0,
la décomposition
C= 4,4 B+ (4,4 D)

(4, étant celui de deux ensembles A4, et 4, qui contient z) est
aussi une e-séparation déterminée par B.

2, Déf. 1, Si le point x de C peut éire, quel que soit &, e-séparé
par lensemble vide; ce point sera dit de dimension 0 (par rapport & C):

dlm,C-—.._--O

Déf. 2,. Si tous les points de C sont de dzmenszon 0 par rap-
port & C, C aura lui-méme la dimension 0:

dim €= 02).

Les dimensions supérieures seront définies par induction. Sup-
posons, en effet, que les points et les ensembles de dimension <<n
solent déja définis. En ce cas nous dirons que

Y V. lintroduction, § 20.
%) Les ensembles de dimension (0 ont été introduits implicitement par M_ Sier-
pifiski. Voir la fin de ce chapitre.

Fandamenta Mathematicas VII. b
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Déf 1. Un point x de C qui n'est pas de dimension << n (par

‘rapport & C) mais peut éire, quel que soit &, e-séparé par un ensem-

ble B de dimension <<n, ce point’ est de dimension n:
dim, € = n.
Dét. 2,. Un ensemble C ne contenant que des points de dimension
Sn sera dit de dimension n
 dimC==n
$il contient au moins un point x tel que dim, C = n,
On définit ainsi, de proche en proche, la dimension ‘pour tout
n naturel. 11 peut d’ailleurs arriver qu'un point z (ou un ensemble. C)

ne regoive de cette manidre aucune dimension; nous dirons alors
ce point (ou cet enserhble) est de dimension infinie:

.

dim, C = o0, ou dim ¢ = oo

On s'apergoit d’ailleurs immédiatement quon peut avoir dim C=o0
sang qu'il existe un point # de C de dimension infinie. I suffit,

- en effet, que la dimension des points de C soit finie, mais non bornée 1),

Remarque. On pourrait introduire au lien d'une dimension infinie des di-
mensions transfinies (pour tous les nombres de la deuxidme classe, et méme, peut-
étre, au deld), car la dimension est (d’aprés sa définition) un nombre ordinal.

‘Cette extension me semble d'ailleurs, au moins pour le moment, privée d'intérét,

d’autant plus qu'il resterait, & ce qu'il semble, méme dans ce cas des ensembles
ne rentrant pas dans Ja classification (les domaines de l'espace Hilbertien).

3. La dimension étant définie par induction, il est certain ¢ priori
que tout théoréme général concernant la dimension ne peut é&tre
démontré que par induction. Pour faciliter ces démonstrations nous
introduirons la définition suivante: | , | o

Déf. Lensemble vide sera dit de dimension —— 1. En ce cas les
définitions 1, et 2, ne seront que des cas particuliers des définitions
1, et 2, | | R |

Lrutilité de cette définition consiste en ce qu'elle permet de ré-
duire & quelques mots Fétude du cas initial: en effet,

3 les proposi-
tions vraies pour lensemble vide sont toujours bien év

identes

) Voir Texemple du ch. V,
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-1l ne reste done que le passage de n & n 1.

Je souligne d’ailleurs que les raisons indiquées sont les seules
qui m'ont conduit & donner cette définition, et que je ne lui attri-
bue aucun sens intrinséque.

4. Voici quelques propriétés immédiates de la dimension.
Théoréme 1. 8¢ z C C, C C, on aura

dim, C, < dim, €
dim C, < dim C'Y).

Le cas n==—1 étant évident, supposons qﬁe les deux relations
soient exactes pour toutes les dimensions < x. Il suffit de démon-

~trer alors la premiére pour dim, C ==n, car la seconde en résulte

immédiatement *). - v

Soit done dim, C=n, & un nombre positif donné. I1 existe par
déﬁmtlon une e-séparation du point z

: C=A4+ B -+ D
telle que dim B < . |
Posons '

4,=0C X 4, B,= 0, X B, -Dl:Cl.XD;

la déeomposition C,::-..Al-}-Bl-l- D, sera alors une e-séparation du
point z; en effet, 4,, B,, ) sont deux & deux sans points-communs |

4,=C XADa
H(4s, D)) C H(4, D)=0,
4+B,CA+BC S o).

Or notre - théordme étant supposé exact pour les dimensions
V n, la relation B, (C B entraine l'inégalité dim B, <{dim B <n.
Done, & étant arbitraire, -on aura par définition

dim, C. << n | e. ¢ £ d.

1) Ce théordme, de méme que ceux qui le suivent, sont valables pour toutes
les dimensions, la dimension infinie ¥ comprise; la démonstration de ce fait ne
présente aucune difficulté. Nous excluons néanmoins dés maintenant la dimension
infinie car les dimensions finies sont les seules qui seront étudi€es daus ce mé-
moire. Voir, d'ailleurs, la fin du ch, V,

'} Parceque la dimension d'un eunsemble..est le maximum de la dimension de
ses points,

. -



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

68 | Paul Urysohn:

b. Théoréme II. La dimension est un invariant topologique.

L’ensemble vide n'étant homéomorphe qu’d lui-méme, le théo-
reme est donc vrai dans le cas initial. Supposons le vrai pour tous
les points et tous les ensembles de dimensions <C#, et soit

dim, C = n,

Il suffit de démontrer (comme dans le cas précédent) que
dim, C; = n. | '

Soit & un nombre positif donné, ¢ tel que le sous-ensemble I,
de C) correspondant & :
‘ L=0CX 8(z, ¢
verifie l'inclusion

L, C S(xy, &);

soit, de plus, C=A+4 B+ D une e-séparation du point = dans
laquelle dim B <C .
Posons
A~ 4y, B~By, D~ D,.
En ce cas

Al + B, C Ll C S(wx :‘ &);

.done, la condition de Hausdorff &tant un invariant tdpol'ogique, la.

décomposition €, = 4, -} B, }- D, est Wne &;-séparation de z,. Or,
d’aprés notre supposition dim B, = dim B < n; done

dim,, O<Cn
Mais Tinégalité ne peut avoir lieu; il en -résultera‘tit, en effet,
que dim, C < #. Nous avons done - |
| dim,, C, = »  egfd

6. Nous dirons que deux emsembles C et C, sont localement.
identiques autour de leur point commun z, ¢l existe un tel voi-
sinage de ce point ol ces deux ensembles se confondent; e. &. d.
sil existe un g, tel que | o |

CX 8w, ) = C, X S(z, &) | :

Théoréme III. Si les ensembles C et Cy sont localement identi-
ques autour du point z, ce point aura méme dimension par rapport
a chacun & eux: o |

 dim, C=dim, .
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Il suffit pour démontrer ce théoréme de remarquer que tout
ensemble B e-séparant (e<( &) le point z par rapport & C le sera
aussi par rapport & C,, et inversement.

On peut exprimer ce théoréme en disant que la dimension des
points est une propriété locale des emsembles.

7. On serait tenté a croire d’aprés la définition 1, que la dé-
termination de la dimension d'un point z exige l'examen de fous
les ensembles e-séparant ce point; examen qui, bien str, présente-
rait des 'difficultés presque inattaquables. I n'en est rien, comme
le prouve le

Théoréme IV. La dimension n'est pas alterée si Uon resfremt la
classe des ensembles c-séparant aux ensembles fermés relativement & C,
‘c. & d. si Pon remplace la définition 1, par la suivante:

Déf. 1,, Un point z de C qui n’est pas de dimension
<n (par rapport & C) mais peut étre, quel que soit e,
e-séparé par, un ensemble B fermé relativement ¢ C de di-
mensgion <n, ce point est de dimension n.

La démonstration est basée sur le lemme suivant: |

8. Lemme. Tout ensemble B e-séparant le point x de C contient
un autre ensemble B, e-séparant ce méme point et guz est, de plus
fermé relativement & C.

Soit, en effet, C=A +B-+D une des ¢ séparatlons correspon-

~dantes; les trois conditions da § 1 sont done vénﬁees Examinons

un point arbitraire y de 4. La distance ¢(y, D) doit étre positive
car, dans le cas contraire,

H(4,D0)D4X DDy

ne pourrait étre vide. De méme le nombre

e—o(y)
doit étre >0; c'est une conséquence immédiate de I'inclusion
yCA+BC 8k e)
Soit d(y) le plus pem de deux nombres ég(y, ) et e—e(z, );
6(y) > 0. |
Posons

4,=Dx 28@, S(y);
vCA

Bl='-0><3_1:41;
DI=C—_'A1'
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Il est aisé & v01r que

C=d,+ B, + D,

: " , , .
est une décomposition en trois ensembles sans points communs deux

a deux; il suffit donec de démontrer que c’est une g-séparation du
point , et que, en outre,

%) B e (rel. -0),
B) B, CB.

4, est, d'aprés sa construction, un domaine relatif; de méme
C XZI est un ensemble relativement fermé. Il en résulte'que‘

B, &% (rel. C)

Pour prouver que B, C B remarquons - que

B,CC=A4+ B+ D;

or, 4, contenant 4, B, ne peut avoir aucun point commun avec A.
Reste donc % montrer que

B )(D—-O'

Supposons, par contre que Bl )( Dj~ et SOlt. A un nombre
positif . arbitraire. » |

& C B, C Axi

il existe done un point ¢ de- 4, tel que -

ot z) < h

o Ce point doit appartemr a4 une sphere

8@y, 6@),
Yy étant un certain point de 4. Donc .

é%w<ﬂw§§d%M-
2 appartient & Dj; il en résulte que
e D<ol ) et )+ olh 2).

Nous obtenonl en rapprochant les deux dernidres mégahtés

Uy)<2e%y%+20t@,
ethy) <elh2) <h
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| donc
| oz ) <ot y) 4 o(t,2) < 2h.

'y est un point de 4; nous voyons que la distance g(z, 4) est
arbitrairement petite, c. h d. que

L | S 2z (C A
Or cette inclusion entraine la relation
H(4,D)DAX DDz
ce qui est impossible. Nous avons done B, X D = 0,
| B,CB’

~ Montrons, enfin, que les trois conditions du § 1 sont satisfaites
pour les ensembles 4,, By, D;. On le voit immédiatement pour les
deux premiéres; en effet,
1) 4, D4+,
2) 4, et D, sont des domaines relatifs sans points communs;
il vérifient done la condition de Hausdorff. |
» Quant & la troméme, elle peut étre décomposée en deux autres,

A savoir
-a) B, C 8(x, &), qui déconle de linclusion B, C B S(x, e),

et b) 4, C S(x. &) qui peut étre démontrée comme il suit:
Soit ¢ un point quelconque de 4,;

£ C 8(y, d))
Nous voyons que .
ol,y) <dy) << e — ol y)a
o)) Selty)+ ey <é

quel que soit le point ¢ de 4,7 done
4, C 8(=, e),
et notre lemme est complétement démontré.

9. Revenors & la démonstration du théoréme 1V. Démgnons

pour le moment par dim la dimension définie daprés 1,. La dimi-
nution de la classe des enmsembles e-séparant atlmissibles ne peut,
bien entendu, qu augmenter Ia dimension; il s’aglt donc de démon-
trer que
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. Cette relation est certainement vraie quand dim = — 1; sup-
posons qu'il en soit de méme quand dim < n, et soit

dim, C = n.

x peut étre, quel que soit ¢ £-sépare par un ensemble B de
dimension <{n; donc aussi par un ensemble B, contenu dans B et
relativement fermé. Or B, (C B entraine (ch. I)

dim B, < dim B < n,
done, d’aprés notre supposition, |
| dim B, << dim B, < n.
I1 en résulte que 4
dim, O << # == dim, C, e. q. f. d.

10. Quand il s'agit d'ensembles C fermés, les ensembles ¢-sé-
parant B peuvent done eux aussi &tre supposés fermés,

A~-D est alors un domaine rélatif; je dis que 4 et D le sont
également £n effet on tire de |

AX DCH(4,D)=0
et
| DCC=C=4+B+D
les relatidng

DCD+B
B+ D=BE4+DCB+ D

(B+Dy ¢35,
| A=[C—(B4+D)e® (rel. C).
De méme pour D. |

Inversement, deux domaines relatifs sans points communs satis h
font toujours & la condition de Hausdorff; il en résulte que (C étant
fermé) la condition 2) du § 1 peut étre remplacée par la suivaunte:

4G (rel 0),

29 Be,
De@® (rel. ),

done

C’est sous cette forme que nous Femploierons presque loujours
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11. L'hypothése de la compacticité de l'espace n'est pas intervenue dans nos
raisonnements, En effet, ce n'est que pour des applications ultérienres que nous
I'avons introduite. Quant aux définitions et théorémes précédents, on peut les ren-
dre valables mé&me pour tous les eapaces topologiiues!) moyennant les modifica-
tions suivantes:

1, La notion d'sensemble z-séparant le point x« doit étre remplacée par la
notion d'un >ensemble séparant le point x dans Ve« (V étant un voisinage
quelconque de ce point), ce qui correspond au changement de la condition 3)

(§ 1) en
8') A+ BCV. | ‘

9. Dans toutes les définitions, les mots »peut étre, quel que soit &, e-séparé

- par,..« sont 4 remplacer par les mots suivants: »peut gtre, quel que soit le

voisinage V 'de z, séparé dans ¥V par...c

12. Revenons aux espaces métri- 9
ques, On dgémontre sans peine que
la définition de la dimension ne sera
pas alterée si I'on remplace la condi
tion 3) (§ 1) par I'nae des suivantes:

3,) 6(4-B)<<sg

8%) AC 8(x, £);

3} d4)<e

Par contre, la définition 1 qu'on &
serait peut-étre tenté d'accepter n'est
pas équivalente & la ndtre méme dans
le cas des ensembles fermés:

_ Déf. 1. »>8i l'on n'a pas
dim, C < n,

et si pour jout e>0 on peut frouver
un ensemble B de dimension < n tel
que

d[Comp. (C — B)| < &

en ce cas nous dirong que x est de
dimension n«<.
En effet, soit C 'ensemble fermé

fig, 1, antour de l'axe @, b, . Fz'g.f

!) Au sens de M. Hausdorff.
?) Les lignes fermées situées entre a,c, b, et 4,d, b, sont en infinité dénom-
"brable et tendent vers @, ¢, b, d,a,; les figures (mxcabud,) sont homothétiques

a (a,¢,b,d,) par rapport & x, le coefficient d’homothétie tendant vers O avec 7-1;
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On démdntre facilement (en s'appuyant sur les résultats du chapitre suivant) que
dim, C = 2;

_ cependant la définition 1, nous donnerait dxm, C=1, car il suffit de prendre

B = a, -} b, # étant snfﬁsamment grand. 7
'Le disaccord entre les détinitions 1,.et 1¢ ne pourrait, évidemment, qu'aug-

- menter si I'on remplacait le composant du point = par le constituant corresponda,nt 1),

nous y reviendrons 4 la fin de la premiére partie,

Les ensembles de dimengion 0.

13. Lintroduction des ensembles de dimension 0 nous permet
de faire une classification compléte des ensembles pour ainsi dire
»mal enchainés. Nous avons, en effet:

1} Les ensembles punctiformes, c. b. d. ne contenant aucun -con-
tinu (Janiszewski).

2) Les ensembles dispersés, c. h d. ne contenant aucun sous- en-
semble connexe (Hausdorff). :

3) Les ensembles séparés entre tout couple de points. |

Un ensemble O apparfient, par définition, & cette classe. #'il

existe, quels que soient les points x et y de C, une décomposmon

de C en deux ensembles X ot Y tels que

H(X, Y) = 0,
XD z, Y)uy.
4) Les ensembles de dlmensmn 09),
Tout ensemble d'une quelconqne de ces classes rentre aussi dans

toutes les précédentes; mais il ne rentre pas nécéssairement dans
les classes suivantes comme l'ont montré par des exemples MM. Sier-

pinski?) et Knratowskl 4)

1) B serait alors une‘conpuro au sens de M. Mazurkiewics. ‘

" %) M. Bierpidski a introduit implicitement (sans leur donner un nom 8pé-
cial) les ensembles de ces deux dernidres classes dans son mémoire »Sur les en-
sembles connexes et non connexes* (Fund. Math. t. 1L, p. 81); la dimension 0 lui
servit de condition nécessaire et unfﬁnanta dans un théoréme  dont nous aurons
& parler dans un moment, i

‘N L e Voir aussi ,Bar un ennemble punctiforme connexe* (Fund., Math.
] It p. 7). ‘

4} Bur les ensembles connexes. Fund. Math, t II, p. 206. Voir aussi I'exem-
ple de M. Masurkiewics (ibid. p. 201) d'un ensemble séparé entre tout couple de
pomtl et ne contenant asesn pomt de dimeumn 0. ‘
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Par contre, pour les ensembles fermés toutes les quatre classes
coineident, ¢. & d. un ensemble punctiforme fermé est de dimension 0.
Comme je n’ai pu trouver nulle part une démonstration satis- .

- faisante de ce théoréme, d’ailleur bien connu!), je le démontrerai

iel sucecinctement.
14. Théoréme. Tout enaembla Jfermé punct:jorme est de dimen-
sion 0. :

Soit F cet ensemble. Il est dispersé car #'il contenait I'ensemble
connexe C, il contiendrait aussi C, qui serait un continu.

Soit x un point quelconque de F; d’aprés les résullats de

M. Hausdorff?)
w——-ﬂpl,

P, désignant le g—composant du pomt; Y. Or P, et F— P, ont

une distance mutuelle > 0; il satisfont donc & la condltlon de

Hausdorff. |
~ Soit £ un nombre positif arbitraire. Je dis que certain P, sera

agrégé A S?:z‘, s)‘ En effet, chaque Pl' contiendrait dans le cas con-

‘traire un point y. tel que g(z, y,,)} E. Tont point limite y de la

suite
yl y’ “pe yl"‘

(Vexistence de ées points-limites étant assurée par la compacticité
de T'espace) appartiendrait & c.hacun des ensembles de la suite dé-
crmssante

PDP1D '_')P:D

done g a.ppartiendralt aussi & leur mtersectmn, qui est -composée
du seul point z. Or cela est incompatible avec les relations

@y =e ) Dy
Supposons denc que P C S(x, ). La décomposition

F=P +(F—P)
1) p ex, dans le cas des ensembles plans.

%) p. 303.
%} Hauedorff, p. 299, PQ eat fermé.
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sera alors une e-séparation du poinl 2 par l'ensemble vide; donc &

et x étant arbitraires,
dim, F =0, dim F'=0, e g f d

15. On voit aisément que les quatre classes du § 13 sont des |
invariants topologiques?). Il n'en est pas ainsi pour les classes ana-
logues liées avec la notion d'ensemble bien enchainé?), notion
qui, elle-méme, n’est pas invariante 3). Nous laisserons donc de coté
les notions correspondantes) car ce ne sont que les propriétés in.
trinséques des ensembles qui mous intéréssent.

16. M. Sierpirski a démontré 5) un théordme qui peut étre
énoncé comme il suit:

Pour qu'un ensemble punct1f0rme soit.thoméomor-
phe 4 un ensemble linéaire il faut et il sufflt quil
smt de dimension 0 6)

') L'espace étant compact par hypothése. La punctiformité ne serait plos up
invariant dans des espaces plus généraux. ’

) Janiszewski, Sur les coupures de plan faites par les continus. Prace
Mat.-Fiz, XXVI, 1918, p. 1B; voir aussi M. Fréchet. Sur les ensembles abstraits;
Annales de Véeole Normale, (8) XXXVIII, 1921, p. 363.

L'ensemble C est dit bien enchaiué »'il me peut &tre décomposé en deux'en-
sembles A et B tels que 4 X B=0,

%) L'assertion contraire de M. Fréchet (.. c. p. B75) est due & ce que la
notion d’homéomorphie qu'il emploie différe de celle qui est généralement usitée.
Selon sa terminologie deux ensembles C et C, sont homéomorphes dans le cas et
dans le cas seulement oit (d'aprés le langage ordinaire) C er é: 1o sont, 11 en
résulte que deux ensembles congruents (an sens métrique) peuvent ne point étre
homéomorphes au sens de M. Fréchet. Prenons, p. ex. une droite privée dn. pomt
(0} pour espace. Les deux ensembles

0~(im+wn ~
G=0, 2+ 3

sont congroents; cependant le second est bien énchainé tandis que le premier ne
'est pas. L'espace considéré n’est pas compact, On voit d'ailleurs aisément que la
notion d’ensemble bien enchainé ne devxent mvanante méme dans lg cas d'espa-
ces compacts.

‘) Quelques unes de ces notions ont été introduites par J aniszewski dans
s& these (Jowrn. de l'dcole Polytechnique, 1912), Notons celle d'ensemble discret
qui nous sera utile dans ls suite:

C est dit discret si C est punctiforme.

) L e, (Fund, Math, 11, p. 89).

) M, Bierpifiski suppose I'espace Euchdlen, cette restrietion nmtet‘nent ‘
pas dans sa démonstration,

ot
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Or un ensemble punctiforme linéaire est homéomorphe & une
partie de l'ensemble des points irrationels d'un segment 1); on voit
donc aisément que le théordme cité est équivalent an suivant:

Théoréme. Les ensembles de dimension 0 sont identiques aux en-
sembles homédomorphes & des parties de Uespace de Baire (,espace
A 0 dimension¥)

J'indiquerai rapidement dans les §§ suivants une démonstra-
tion simplifiée de ce théoréme. Ce théoréme fait d’ailleurs voir que
notre terminologie n’est pas en désaccord avec celle de Baire 2).

17. Lemme. 8o0it C un ensemble de dimension 0,& un nombre
positif arbitraire. C peut &tre décomposé en un nombre fini ou
ane infinité dénombrable d'ensembles C, sans points communs
deux 4 deux et tels que

C,e(rel C), C,e® (el C),

é(C) < &
Démonstration. Soit 2 un point arbitraire de C. Il existe une décomposition
C=A4.,+ D,
telle que .
4, )z,

H(-Ax) 'Dz):: Ov

AC S(m, -g)

Aucun des ensembles 4. et D, ne contenant de .points-limites de Vautre ils
sont tous les deux fermés par rapport & C; donc ils sont aussi des domaines relatifs.

Faisons varier le point z. C est couvert par la somme des domaines A.; il
existe donc une suite au plus dénombrable - .

Ay Aoy A, e

x?
qui couvre C' complétement 3). :
Comme A, est en méme temps un ‘-75- et un (§j par rapport a C ]’ensemble

C,= A,n—-jlxt

iml

*

1) Voir p. ex. M. Fréchet. Les dimensions d'un ensemble abstrait. Math.
Annalén, t 68 (1910), p. 154. Je tiens 3 noter que les types de dimension
de M. Fréchet ne sont en ancune relation simple avec la dimension que j'ai
introduite. ‘

1) Contrairement 4 celle de M. Fréchet (L. e. p. 155)

3) Hausdorff, p. 272, V.
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dura des propriétés analogues. Or on ‘voit aisément que les C, sont sans points
communs deux & deux et que leur somme eost égale & C. Enfin,

0(C)<<d(4,) <_6[s(xn, g)] gga < 8

notre lemme est donc démontré,

18. Démonstration du théoréme du‘§ 186. :

On s'apercoit immédiatement que I'espace de Baire est de dimension 0; donc
aussi toute partie de cet espace et tout ensemble homéomorphe & une telle partie.

Soit, mversement C un ensemble de dimension 0. Appliquons le lemme du
§ 17 en posant e==1., Si nous obtenons une suife finie

011 C’,ll.‘ ny

posons :
Cop1=Chpa=...=Cpyp==...=0.

En répétant ce procédé nous définissons les ensembles Cayng.
les ensembles

oy
Coum . nytaen ey Cugmyrnngmg gy e oo
proviennent de I'ensemble Cyjn,...n, quand ‘on lui applique le lemme cité en y po-
sant s:-’l? Le cas d'une suite f“mie serait traité comme ci-dessus
(Cagngenny) < 1;
k

il en résulte que la chaine des ensemblee

1) €20, DC DDy, D-- |

ne peut avoir plus d'un point commun ‘(elle peut n'en avoir aucun); d’autre part
deux chamnes différentes ne peuvent contenir le méme point z car

. Gﬂln’ lk" X C’Il'}- ﬂkl == 0
On vmt aussi que tout point 2 de C appartient é. une chalne (1); posons

T~(n, n,,...,n,,, Jy

- le dernier symbole désig'na.nt comme d'habitude, un point de l’espavee de Baire. Nous

obtenons ainsi une correspondance biunivoque entre C et une partie I' de 1'espace

de Baire. Pour montrer que cette correspondance ot bicontinue, il suffit de re-
marguer gue

C"lﬂf‘ ﬂ’kNPx [n11 nnnn ) nh] 1)’
les. deux ensembles étant des domaines relatifs {I'an par rapport & C, l‘autre par

rapport & I") de d:a.métre inférieur %ﬂ)

1) .Groupe d' ordre k&,
Y En adoptant p. ex, la déhmtmn de la dxstance de M. Hausdorff (p. 288)

91 r:;l:k

e[("ﬂ g Bk, 1y, (B, ”zs" o My 8y )J"""
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19. Terminons ce chapitre par le

Théoréme. Tout ensemble de dimension >0 a la pmssanae du
continy 1).

Il en résulte en particulier, que les ensembles dénombrables

‘sont de dlmenslon 0.

- Démonstration. Soit C un ensemble de dimension > 0. z un

point te] que dim, C>0. 1l existe donc un nombre a>0 tel qu'une

décomposition
- €= 4+ D)
| 47w,
H(A4, D).=Q,
ne peut avoir lieu si
A C S(z, a).

Désignons par F(z, €) I'ensemble des points y vérifiant l'égalité
o, y) = &

on & évidemment

b & 5.

Or soit

- F(x, &) X F(z, &) =0

‘ B, &)= E — 8(z,6) + Fx, o)l
on a | .
C=CX 88+ C X Fiay &) + € X iz ),
H[C X S(z, &), C X E(x,e)] C H[S(x,¢), E(w, 8)]=0.

L'ensemble € X F(z, &) ne peut done étre vide si e<C . Désig-
nons par #, un point quelconque de cet ensemble. L'ensemble {f}
(0<<e< ) qui est contenu dans C, a la puissance du continu; d’autre
part T'espace E a la méme pulssance 2). Il en est done de méme
de I'ensemble C, A c. q. f. d.

Ch. II. Etude préliminaire de la dimension.

Les espaces Buclidiens & 2 et 3 dimensions.

1. Les résultats du présent chapitre ne sont presque tous que
‘des cas particuliers des théormes généraux du ch. V, théorémes

1) Cette puissance est ('ailleurs non effective. Un théoréme analogue a été
démontré par M. Hausdorff (p. 248) pour les ensembles connexes (qui sont tous

de dimension > 0.
%) Tout espace métrique admeftant un sous-ensemble dénombrable dense &, en
effet, une puissance non supérieore 3 celle du continu (Hausdortf p, 320).
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qui seront éfablis par des méthodes toutes différentes. Ces théore-
mes exigent, en effet, une étude approfondie des propriétés formel-
les de la dimension; or cette étude ne pourrait étre justifiée que
par 'utilité des nouvelles notions que nous avons introduites dans
le chapitre précédent. Nous avons donc & montrer en premier lieu
que nos définitions sont en bon accord avec la notion intuitive du

- nombre de dimensions, et qu’elles satisfont & toutes les conditions

qu'il serait naturel d'imposer & priori aux définitions de la dimen-
sion. Nous étudierons done la dimension des ensembles situés dans
les espaces E, et F,'); I'étude du second cas présente d’allleurs un
interét intrinséque évident.

- Les résultats acquis nous permettrons, en outre, de définir les
lignes et les multiplicités Cantoriennes; or 'un des buts
principaux de ce mémoire est d'élucider quelque peu ces notions
jusqu'a présent si obscures.

2. Commengons par un examen raplde de lespace F, (ligne

- droite).

Les seuls ensembles connexes situds dans E, sont les intervalles
(a, b), les segments [a, b] et les semi-intervalles (a, b] et [a, b).
Done, si z appartlent 4 un segment [a, b] agrégé & C, on aura

dim, C > 0.

Je dis que dim,C=1; en -effet, z peut &tre zséparé (¢ étant
arbilraire) par un ensemble B composé de deux points au plus

(1espoin£s 'a:-—-%et w-l-g-). o
Inversement, si # n’appartient & aucun segment agrégé C, on aura
dim, C = 0.

En effet, on peut trouver dans ce cas des points situés des deux
cotés du point x, aussi voising' de celui-ci qu'on le veut, et n’ap-
partenant pas & C; soit, p. ex,

x——e<a<x<b<x+e,

') Je rappelle que les espaces Euchdlens n'étant paa compacts, nous- n’y con-
sidérons que les ensembles bornés,
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La décomposition ,
== [CX (a, b))+ [O_ (a, b)]

gera alors une &-séparation du point & par ensemble vide, c. q. £. d.

- Dong un point intérieur d'un ensemble de E, est de dimension 1;
un point frontidre qui West pas limite de points intérieurs, est de di-
menston 0 enfin un point frontiére limite de points intérieurs peut
éire de dzmenswn 1 ou 0, |

Un résultat analogue sibsiste pour les espaces Euclidiens & un

-nombre. quelconque de dimensions (les cas n==2 et 3 seront traités

dans ce chapitre; le cas général, dans le ch. V).

3. Etablissons quelques propositions, d’ailleurs incomplétes, con-
cernant tous les’ K,; ces propositions seront complétées dans le ch. V.

Théoréme. Tout ensemble situé dans E est de dimension au plus
égale & n. | ‘

Nous avons vu tout- a-l’heure que ce théoréme est vrai quand
n=1. Supposons qu’il le soit encore pour tous les nombres <=,
et soit C un ensemble de E, Envisageons un domaine G ) C et
un point z de ce domaine. Ce point peut étre e&-séparé (quel que
soit £) par la frontidre F(z,¢) de la sphére n dimensionnelle S(z, ¢)

Or cette frontidre est localemient homéomorphe & E,_;; done,
d’aprés notre supposition,

dim, F(z,e) <n — 1
quel que soit le point y de F(z, €). Il en résulte que
dim F(z, &) <<n — 1,

done, .
dim, G < n,

dim f << n,
dim C<{dim G <, e. q- f. d.

4. Le théoréme suivant présente des difficultés beaucoup plus

sérieuses? \
Théorédme., Tout ensemble de K, ne contenant aucun point inté-

rieur est de dimension au plus éga’e & w— 1.

1) Selon qu’il est ou n'est pas l'extrémité d'nn segment agrégé i l'ensemble
en question, '

Fundamenta Mathematicae VII - 9‘
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Lemme. Désignons par R, 'ensemble des points ra-
tionnels?) de E,. Je dis que dim(E,—RB)<Kn—17%).

En effet, cette proposition étant vraie pour » =1, supposons
quil en soit de méme pour tous les nombres. mférleurs & n. Soit
ensuite & un point arbitraire de K, — R,

x — (wl, wg’! 3 l’ x”)-
"Choistssons 27 nombres rationnels

Gyy Qyyeeny @5 by, byyency b,
tels que

as<xc<b£7 b, "“‘ac-—-k<

Vn

& ¢tant un nombre positif arbitraire.
Désignons par S le cube défini par les inégalités

< &< by CG=12...,n)
et soit F la frontitre de ce cube. On voit aisément que

FX(En_—-Rtﬁ)=F—R'A

est localement homéomorphe & E, , — R,_,. Done

| dim (F—R)<<n—2.
Or . ,
SF—R)O(F)=46(8)=kln <&
done, z étant un point de S,

(8—RB.)+(F—R)C S
Il en résu.lte en vertu de la décomposition |
E— R, =(S— B)+(P— ) + (B~ R)-—(S+F)]

que

dim, (E — R n-—*1, -
dim (E, — By <<n —1, c. ¢ £ d.

1} Jentends par la les points ayant toutes leurs coordonnées rationnelles.

3} On a d'ailleurs dim (E,— R,) =n — 1 (voir Ch, Vj.
3) k est un nombre rationnel indépendant de <,
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8. Soit maintenant C' un ensemble de E, sans points intérieurs:
E —C= E,.
Choisissons un ensemble dénombrable D dense dans E, — CY):

DCE —¢C
D=E —C=E.
Nous voyons que D est dense dans E,.
Comme, d'autre part, C C E, — D, nous avons .

dim C << dim (B, — D);

il suffira donc de démontrer que E, — D et E,—R, sont homéo-

morphes pour que le théoréme du § préeédent vsoit établi; nous
aurons alors, en effet, |

dim € << dim (B, — D) = dim (E, — B) <n — 1.

Or la proposition en question est une conséquence immédiate
du théoréme suivant qui, lui-méme, n'est pas privé d'intérét:

Théoréme. Tous les ensembles dénombrables denses dans E sout
1sotopes 2).

Ce théoréme a été énoncé pour la premiére fois par M. Fréchet -'-)
Sa démonstration me semble d’ailleurs insuffisante 4). J’mdlqueral

| don¢ une autre méthode de démonstration.

8. La démonstration ne variant nullement avec n %) nous sup-
poserons pour simplifier le langage que #=?. Il est plus commode
de supposer que les ensembles dénombrables denses D et R en que-
stion sont situés dansﬁdeux plans différents que nous désignerons

Y Hausdorff, p. 273, Viil

3) Deax ensembles 4 et B de E, sont itz $sofopes s'il existe une -transfor-
mation biunivoque et bicontinue de K, en soi qui transforme 4 en B.

Y Math. Annalen, 68 (1910), p. 159. ‘

4) Nous y lisons, en effei: ,On proauve d'abord qu’on peut établir entre les
deux ensembles dénombrables une correspondance dans laquelle les signes des dif-
férences des coordonnées de méme rang se conservent. Or cela n'est exact que
dans le cas ol auncune de ces différences ne s’annule, 1l est vrai gue cette inex-
actude peut &ire facilement corrigée.(par un changement de coordonnées); mais
le développement complet de la méthode de M. Fréehet {on ne peut, en effet,
regarder ses bradves indications que comme un plan de dofmonstratmn) me semble
assez pénible.

5) Le cas n=1 excepté, V

6‘
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respectivement par E, et k. Il g'agit donc de démontrer qu'il exi-
ste une correspondance |
E,~ E,.
qui transforme D en B.
La. généralité de la. démonstration ne sera pas diminuée si nous
supposons que R est un ensemble spécial, p. ex. I'ensemble des

points rationnels?), .
Rangeons les points de R et D en deux suites déterminéen:

(D - RF—"—"{"&,?‘;,-»-,":‘;--‘}; "t
(2) D=1{d/, dy,..., dy,...}
et soient m(ur, y) et m'(x’, y*) deux poinis appartenant respectivement
a E et h E,.

La fonetion \ ‘
"= p(m)

. cherchée sera définie comme la limite d’une suite de fonctions

(3) Po(m) =m, @;(m), Ps(m), ..., Pi(m),...

assujetties aux conditions suivantes (i >0):
1) @ (m) fait correspondre un réseau de triangles?) T, du plan
E, & un réseau analogue 7'; de E,. Cette correspondance est telle que
a. Les sommets de T, et de T; se correspondent
b. La fonction ¢,(m) est linéaire sur chaque triangle 6] de Ti,
e & d.
o' = ajz + bly +d,

y=dx+By+v, ,

si m(z, y) C 6.
On voit done que les dli’f'é“entes définitions de (p‘(m) se raccor-

dent le long des cotés du réseau T, et que les images de ces cotéds
sont les cotés de T'..
. 2) Tous les sommets de T. appartiennent & R, tous les sommaets
de T,, & D. |
3) On obtient T.,, en ajoutant aux sommets de T, un seul
nouveau sommet @,.,; de méme d,;, est ajout¢ aux sommets de T,

) En effet, si B est isotope & D et-a4 D, D et D, le sont entrs eux.
%) Dans le cas de n quelcongue le triangle est & remplacer par le polytope
4 n-}-1 sommets que M. Brouwer appelle ,simplex*.
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g‘_H et (5‘_;_1 sont intérieurs !) & deux triangles 6] et 6 corr38ponda,nts,i
ou hien il sont intérieurs respectivement’ 4 deux quadrilatéres
0’+ 6/t et 6/ -1 67! 2). Dans le premier cas & est remplacé dans

t+1 par trois triangles, dans le second 8] - 61, par quatre t¥ian--
gles. Tous ces triangles ont g,,, pour sommet. Les triangles corres-
pondants de 7; ont d;, pour sommet.

4) Les points Ot et d,,, sont choisis comme il snit:

a. Si i4-1 est impair, g, sera le premier point de la suite (1)
qui ne fait pas partie des sommets de T); J,,, doit satisfaire & la
condition 3); son choix sera d’ailleurs précisé dans un moment.

b. Si ¢+ 1 est pair, le role de 01 €t .0, sera interverti.

7. On voit d’aprés ces conventions que la suite (3) reste con-
stante & partir d'un moment suffisamment élowné en tout sommet
de T); done, en vertu de la condition 4), en tout point de R. La
valeur correspondante des fonctions g,(m) est un point de D; de
plus 4) nous assure que tous les points de D seront obtenus de la
sorte,

Si done la fonetion @(m), llrmte de la suite (3), existe ot trans.

- forme biunivoquement et bicontiniment E, en E,, elle transformera

aussi KB en Dj elle satisfera par suite & toute les conditions exigées.
Reste donc & montrer que les choix restés jusqua présent ar-
bitraires peuvent étre faits de la sorte que toutes ces conditions

‘soient réalisées. Nous verrons hientét quil en sera ainsi toutes les

fois que les fonctions g,(m) et leur fonetions inverses: w,(mf) satis-
ferons uniformément & la condition de Li pschitz ¢ & d. toutes
les fois qu’auront heu les inégalités o

olgi(m), @.(n)] ,
o(m, n) < &
olwm’), w(n')]
o(m'y n')

@ .

<o

Q élant une constante positive mdépendante de i, m, n, m', n’. Choi-
sissons pour le moment les fonctions @, de maniére que cette der-
niére condltmn soit vérifide. Soient M; ot M, les bornes supérleures

t) contour exclu.
7). 8 et Gi+1 sont des trmngles adjacents. La fonct;on P tan correspondre

B a G et GV & g1
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‘des deux rapports (4)1); il faut done que les suites M,, Mg,... M,...

ot M;, M,,... Mj,... soient bornées.
8. Construction de la fonctmn @, (m). Soit T, le réseau

formé par les droites

s=h y=h ofy=1

h, k, | prenant toutes les valeurs entiéres. 7 est composé de trian-
gles égaux tels que .
6] =[(h, k), (h+1, k), .(, k- 1)l~
T sera défini comme il suit: S

Soit m=m(h, k) un sommet de T, m’ .....m’(h’ ¥) un point de
E, suffissamment rapproché de @, (m)?), p. ex. le- premier point de
la suite (2) qui satisfait & la relation

o', o (m)) < &%),
Un tel point existe, l'ensemble D étant dense dans E,. ¢, (m) fera
correspondre, par définition, le triangle 6] & |
6f = [(W, ¥), (h“""‘;l': K, (W, k+ 1. |
Un caleul facile nous montre que m et n étant agrégés & un
méme triangle 6, |

o(m; n)

l’addmon d’mégahtés analogues nous montre d’ailleurs que cette re-
lation est générale, c. & d. qu'elle est vraie pour tout couple de
pomts de E,. 11 en résulte que

® - <(1-+4ep.

On trouve de méme qué |

() Mi<(1—4e)e

9. Construotion de tpm(m) Supposens @, construite. Sup- -
posons de plus que i}t est impair (le cas contraire est parfai-
tement analogue). Si ¢, est intérieur*) au triangle 6, nous pren-

1) + est supposé fixe, les point m, n, m', ', variables.
)} Je rappelle que go(nt) =m.

3) # est un nombre positif fixe (mdépendent de A et k).
%) contour exclu. ‘
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drons 4., & Pintérieur du triangle crrrespondant #'; nous serons
done dans le premier cas signalé (3) § 6). Au coutraire, si g, ap-
‘partient & un coté du réseau 7| noms aurons nécessairement le se-
cond cas, Comme ce dernier ne presente que des complications trés
peu sérieuses, nous le laisserons de coté. g, est done supposé in-
térieur 4 4. ,

. @{m) fait correspondre au réseau T, le réseau T;, ou bien ce
qui revient an méme, &4 T, le réseau T%, obtenu par Fadjonction
du )point @i(0,41) 8u résean T;. D'autre part, @.,(m) fait corres-
pondre & T\, le réseau T, , qu'on obtient de 7' en lui adjoignant
le point d,,. On voit donc que le passage de @(m) & @, (m)
équivaut au déplacement du sommet g,(gi,) en d:y1; les fonetions
linéaires ne sont alterées que dans les trois triangles adjacents au
sommet g, correspondant. Or l'altération de la condition de Lip-
schitz ne peut &tre provoquée que par ces triangles; et elle y sera
alterée aussi peu qu'on le veut & condition de prendre le dépla-

-cement

e[Pi(0u1); O44a]

- suffisamment petit. Choisissons done le point d,,, de maniére qu'on ait

MH—J'< -Mi + “;‘21
My <Midts

On voit alors de proche en proche ‘que tous les M, et les M, sa-
tisfont, en vertu de (b) et (5'), aux indgalités
M <(14depd-e<<(l—4eM+e
M, <(l1—4de)24¢;

e & d. que les inégalités (4) sont satisfaites,

Remarquons encore que ces deux inégalités peuvent 4tre rem-

placées par la suivante:

, 1 _elp(m) @) _
(®) e < <o
et passons & la démonstration des faits annoncés dans le § 1.
10. Convergence uniforme de la suite (3). Cette suite
converge en tous les points de R. Montrons quelle converge uni-
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formément dans tout domaine borné G du plan E,. Svit, en effet,

@ un domaine donné,  un nombre positif arbitraire. Choisissons

une suite finie de points rationnels

() | Tiy Tar oo s Vi

de telle maniére qu'ils forment un réseau de densité 1 dans G 9, La

29

suite (3) devient constante {§7) en tout point »; de £ & partir d'un
certain indice 7; soit I le plus grand des indices
il’ z’z,"', i..l
Je dis que i’ et ¢ étant supérieurs & I, on aura

8) o[pu(m)y @ (m)] <1,

quel que soit le point m de G. En effet, soit r;, celul des points

(7) qui est le plus rapproché de m; done o(my 1) 272? On aura

9[9’:' (m), Pe(m)] << o[ (m), Pu ("‘1,)] -+ o[@x (9'1, y Pine ("j.)] -+
+0 [¢i”(7}‘)3 Por (m)];

le second membre est nul d’aprés la définition de I; les deux au-
tres #'évaluent, en tenant compte de (6), comme il suit:

9[‘?" (m), (Pv(‘r,-‘)] <@.o(mr )

2
[‘Pw(";), P ()] <Q o7y, . m < <

t\D

Nous obtenons done l’inégalité (8) qui démontre la convergence
uniforme. Dégsignons par g(m) la fonctlon hmlte ainsl- obtenue, elle
est, bien entendu, continue,

11. Les mégahtés (6) nous donnent par un passage 3 la limite:

1 [¢ (m), @ (n)]
& Q< o(m, n)

<o

1} e. & d. on doit avoir pour tout point m de G l'inégalité

olm et rt ) <Gk
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On voit done, T étant positif, que ¢(m) fait correspondre & des

points différents de E, des points différents de K,. Montrons que
tout point de £, sera I'image d'un point de £,. Soit, en effet, m’ un
point de K,

(10) By oy @

(AR

.une suite de points appartenant & D et tendant vers m’. Or nous

savons dé]a, que @(m) transforme les pomts de R en tous les pomts
de D (§ 6); soient done

(11) rji, ‘rj;,---, fj:,...

les points de B auxquels correspondent les points de la suite (10).
Cette derniére suite est bornée car elle converge; la suite (11) est
aussi.bornée car, en vertu de (9),

o(rin ) S Q. 0(dy, d;).

Elle posséde done au moins un point-limite; soit = un de ces points.
Je dis que @(m)=m'. En effet, si r; appartient & S(m, 7). (et de
tels points existent quel que soit %), on aura

olm', p(m)] < o(m', d,) = o[d,,, p(m)]-

Le premier membre peut étre rendu aussi petit qu'on le veut & con-
dition de prendre l'indice s suffisamment grand (ce qui est éwdem
ment possible). Quant au second, (9) nous donne

oldy, p(m)] = olp(r), p(m)] <O . o(ry, m) <@

Nous voyons done que m' == ¢(m), - e q f d

Par conséquent, la fonction continue () donne une correspon-
dence hiunivoque entre E. et E,: cette correspondpnce est aussi bi-
continue, car la continuité de la fonetion inverse, 1p(m’); résulte
immédiatement de (9), qu'on peut écrire

oly(m), y(n)]
Q\<‘ olm, ) <0

Ainsi le théordme du § 5 est complétement démontré; de méine,
le théoréme “du § 4.
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Le plan Euclidien.

12. Scnt C un ensemble plan quelconque. -
Théoreme 4,. Tout point intérieur de C sera de dimension 2
(par rapport & C); lout point non intériewr et mon limite de points
intérieurs, de dimensions O ou 1; enfin pour les points frontiéres li-
mites de points intérieurs tous les trois cas (0, 1, 2)-sont possibles,
- Démonstration. Soit, en premier liew, z un point intérieur
de C. La dimension étant une propriété locale, nous pouvons sup.
poser que C est un cercle de centre z et de rayon 1, p. ex.:

C= 8(z, 1).

Nous savons déja (§ 3) que dim, C<2. Or si T'on avait dim, C<1,
z pourrait étre c-séparé?) par un ensemble fermé (Th. IV du Ch. I)

de dimension 0, ¢. & d. par un ensemble fermé punctiforme F. On
aurait done

8@, 1)= A+ F+4 D,
H(4, D)=0,
A C S(a, e).
Mais o(4, C— S(z, 1))=> 1 — £>0; par suite
H{4,D +(0— S(x, )} = 0.
Comme, d’autre part,
Es--A+F+{D+ C—8(a, 1)),

nous aurions dome un ensemble formé punctiforme F découpant le

plan en contradiction avec lé théoréme de Phragmén. Par con-
séquent dim, C= 2, ¢. q f. d

On obtient lmmédlatement le second point de notre théoréme en
appliquant au théoréme du § 4 la remarque que la dimension est
une propriété locale. Il suffit dailleurs d'examiner un ensemble fermsé |
punctiforme et un segment pour se convaincre que les deux cas
(0 et 1) peuvent avoir lieu eflectivement.

13. Montrons maintenant par des exemples que les pomts fron-

tiéres limites de points intérieurs peuvent étre de dimension 2, 1 et 0.

1)¢<1.
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Lemme?). La somme d’'un nombre fini ou d'une infinité dénom-
brable d’ensembles fermés punctiformes est elle-méme ‘punctiforme.
~ Soient f},... . les ensembles en question; et supposons que
leur somme ()-—2F} contlenne un continu .. Chacun des ensembles

'k X F;.est non dense sur k, car d’aprés un ‘théoréme bien connu
de Janiszewski?) un continu % contient un sous-continu dans

tout voisinage de chacun de ses points. Done la somme
3k X Fi=k X 2F, = XQ=Fk

est de premiére categone par rapport & % ce qui est impossible, %
étant fermé?). Ainsi @ ne peut contenir aucun continu ¢ q.f d
Envisageons maintenant un demicercle C, p. ex. lo demicercle

2411, y =05

et soit a le centre du cercle correspondant, c¢. & d. le point (0, 0)
Je dis que dim, C=2.

Démonstration. Supposons, par contre, que dlm C=11
existe en ce cas un ensemble fermé punctiforme F tel que

C=A44F+D,
~ 4Da
H(4,D)=10

A+ FC S(a, })

Désignons par C, le demicercle
24y, y<O

symétrique par rapport i l'axe des w; et soit F, l'ensemble fermé
punctiforme symétrique de F par rapport & ce méme axe. F 4 F,
est donc punctiforme el ne contient pas le point a. Cet ensemble
ne peut non plus contenir toute la circonférence du cercle C-4C,;
soit done d un point de cette circonférence qui est étranger & F-}-F,
On peut (d’aprés le théoréme de Phragmeén) joindre a et d par
une ligne polygonale I' ne rencontrant pas F - F,. Désignons par
a,,a, ... les sommets de cette ligne, en comptant d’ailleurs parmis

1) Ce lemme est connu,
%) Thése, p. 28.
") Hausdorff, p. 328,
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les sommets tous ses points d'intersection avec l'axe des 2 (¢l y a
des segments communs & I' et & I'axe des z, nous ne regarderons,
bien entendu, que leurs extremités comme sommets de I'). Soit,
enfin, @, le premier point de rencontre de I" avec la clrconférence
de C+ C;. Désignons par b hibepa (i=0, 1,..., k—1; ao—a) le seg-
ment agrégé & C qui est, selon le cas, 1dent1que A @0, ou symé-
trique & ce dernier segment par rapport & l'axe des . Nous obte-
nons ainsi une ligne polygonale (non nécessairement simple) qui
est agrégée & C et joint le point a =ay, =b, & un point b, de la
circonférence du cercle C - 'C,; ligne que nous pouvons désigner
par

N._I’A:-"'bobl b bk'

Or le segment a‘a,_,,l étant étranger A F—-l-F,, le segment bibiry b1 ne

peut rencontrer l'ensemble F; par suite

PoCA-'I—.D, ‘
Po=1_10‘><A+FoXD,

ce qui est impossible, I’y étant connexe. En effet les deux ensembles
I'i X4 Da=1b,
1.1 0 >< D _-) bﬂ

ne sont pas vides et satisfont 4 la condition de Hausdorff.
La contradiction & laquelle nous sommes arrivés nous montre
que contrairement & notre hypothése, | |

dim, O =2, g fd

14. Un cercle étant évidemment -homéomorphe a-un demicercle,
nous voyons done que fous les poinis d'un cercle (les points de la
circonférence y compris) sont de dimension 2.

16. Dans le cas des continus les pomts de dimension 0 ne peu-
vent plus se présenter. Done, o

un point intérieur @un continu C est de dimen-
sion 2; un point-frontidre non limite de pomts inté-
rieurs, de dimension 1. : '

Nous obtenons, comme conséquence immédiate, qu'un continu plan,
est ou n’est pas une ligne Gamomnne suivant qu'il est ou n 'est pas
de dimensgion 1.
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La définition suivante semble donc bien naturelle

Déf. Un continu de dimension 171) sera dit une ligne Cantorienne.

Janiszewski a énoncé?) les conditions suivantes auxquelles
doit satisfaire toute définition admissible d’'une ligne Cantorienne:

1)un continuhoméomorphehuneligne Cantorienne
plane doit étre lui-méme une ligne Cantorienne;

2) un continu somme dun nombre fini de lignes
Cantoriennes est une ligne Cantorienne;

3) uneligne Cantoriennene découpeaucunespheére
tridimensionnelle. ' |

On voit immédiatement (Th. II du Ch. I) que notre définition
satisfait & la premitre de ces conditions. Notis verrons bientdt qu'il
en est de méme des deux autresd); elle ne peut donc étre regardée
comme artificielle. |

Remarquons d’ailleurs dés maintenant que la notion d’une mul-
tiplicité Cantori enne 4 » dimensions ne peut étre définie
d'une maniére aussi simple En effet, un cercle augmenté d’un seg-
ment est un continu de dimension 2; or il est évident que oe n’est

pas une surface, mais bien la réunion d'une surface et d'une ligne.

Nous y reviendrons dans un moment.

L'espace tridimensionnel.

16. Nous nous proposons de montrer qu'un théoréme parfaite-
ment analogue au théoréme 4, (§ 12) subsiste dans le cas de Des-
pace F; (,théoréme A4;“). Le premier point étant établi, la démon-
stration des deux autres ne présente aucune difficulté, car elle ne
differe en rien de celle relative au cas n=2. Nous la laisserons
done de coté, d’autant plus que nous y reviendrons dans le cas de
n queleconque (Ch. V)~ Par contre, la démonstration directe du pre-
mier point présente des difficultés assez sérieuses. Je la reproduis,
néanmoins dans ce chapitre; il est de plus & remarquer que la dé-
monstration indirecte (et valable pour tous les #) que nous obtien-
drons dans le ch. V, fournit un résultat moins complet en ce qui
concerne la structure des frontiéres de domaines.

1) Situé dans un espace quelconque. ‘ -

1) {Jber die Begriffe ,Linie* und ,Fliche®. Proc. of the Fifth Internat.
Congr. of Math., Cambridge., v. 11, section 1L, p. 126.

3) Voir le ch. 1V pour la deuxiéme, et la fin du présent chapitre pour la
troisidme. Nous remplacerons méme dans 2) les mots Jnombre fini* par ,nombre

fini ou infinité dénombrable".
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17. 1l g'agit donc de démontrer que tout point intérieur
dun ensemble situé dans F; est de dimension 3. Il
suffit, bien entendu, d’examinerle cas d’une sphére tridimensionnelle 1),
¢. ' d. de montrer que ' |

~ dim, [S(x, 1)]=3.

Soit |

S(z,1)=A-4 B+ D

~une eséparation (¢<1) telle que (§ 10 du ch. I)

Ae®(rel S(z, 1));
e. & d. S(z, 1) étant un domaine, tel que
Ade®.

' L
Il faut démontrer que dim B>2. Or la frontiére du domaine 4
est contenue dans B. En effet,

A C S(a, e); (e <1)
done ' | o .
AC S(x, C S(x, 1) =4+ B+ D.

Comme, d’autre part, | |

| AX DC H(4, D) =0,

on a | > |

ACA4 B Frid)=A— ACB.

Nous voyons donc qu’il suffit de démontrer la proposition suivante:
B,.-La ]"rontzére d'un domaine trzdzmenszon'nel borné est de di-

mension 2.

18. Or il n'est aucunement nécessaire d’examiner toutes les
frontidres de la classe. indiquée. Notous, en effet, les deux sous-classes

_sulvantes:

1) les frontiéres doubles; I'ensemble (fermé) F rentre dans cette

classe s'il est la frontiére commune de deux domaines (nonm néces-

sairement connexes) G et H. Si nous supposons comme toujours,
que F est born&, un des deux domaines, G p. ex est aussi borné;
ils peuvent, d'ailleurs, étre bornés tous les deux?). Il est & remar-

1) Il est dans ce cas préférable de n'y pas adjoindre sa frontidre,
1) (est le cas, p ex,, pour les frontidres communes de trois domaines, Voir
Brouwer. Zur Anslysis Situs. Math. Annalen, t. 68 (1910), p. 427.
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quer que la connexité de I'un des deux domaines n’entraine pas
la continuité de F'Y).

2) Par contre, la frontitre commune de denx domaines conne-
xes %) est un continu?). Nous réservons & ces frontiéres communes
le nom de frontiéres réguliéres. Notons d'ailleurs qu'une frontiére

double continue n’est pas toujouts réguliére #).

Lemme. La frontitre dun domaine BEuclidien ) borné contient
toujours une frontiére réguliére.
Soit G un domaine borné de E, F sa frontiére. Désignons par

G, un composant quelconque de G
Gs®9);

et soit F, la frontitre de G,. F, est contenu dans F'7); cest, d’ail-
leurs, un ensemble borné, car c'est la frontidre du domaine borné G,.
1l en résulte que le domaine E, — F, n'est pas borné Or G, est
un composant de E, — Fy 8). Ce dernier ‘domaine n'est donc pas
connexe; soit @, l'un de ses composants distinets de G,. Cest un

1) Exemple: F = F(z, 1)+ Flz, 2), ¢=S5(, 2)— S 1), H=S8(x 1)+
+ [E; — S(=, 2)]. . '

Les domaines ayant des frontiéres doubles ont été introduits par M. Lebes-
gue (,Sur les correspondances entre les points de deux eapaces’, Fund. Math.
t. 1L, p. 274: ,tout point frontidre est limite de points extérieurs®) ot étudiés par
M, Kuratowski (,Sur I'opération A...*, Fund. Math. t. IIL:  l'ensemble des
points intérieurs de G cofncide avec G*). _

%) Nous supposons, ici aussi, que cette frontiére est bornée.

3) Théoréme de Phragmén-Brouwer. La démonstration habituelle (voir, .
p. ex, Hausdorff, p. 34b) s'étend immédiatement an cas d'un E, quelconque
{n>>1). Notons, & propos, quil est utile d'introduire les deux classes de frontiéres
ci-dessus dans le cas des espaces Euclidiens & un nombre quelconque (>1) de di-
mensions et dans ce cas senlement. Ainsi, p ex. une frontidre réguliére sar la sur-
face d'un tors n'est plus nécessairement un continu (elle peut étre composée de
deux circonférences disjointes). - N ‘ e

1) Exemple. Soit @ == (0.0, 0), y=(1, 0, 0); posons: F'=F(z, 2)-+ F(y 1),
G = S(r, 2)— S(y, 1), K= 8@, 1)+ [E, - S{z,2)]. F et G sont connexes, K
ne 'est pas. o

5 & un nombre quelconque-de dimensions.

®y Hausdorff, p, 330, IL

1) Ibid, p. 332, VL

% Ibid., p. 330, 1L
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domaine ?) connexe dont la frontidre F fait partie de F, 2). Je dis que
F, est une frontiére réguliére. Envisageons, en effet, les composants
du domaine E,—F,. G, est un tel composant ¥). Or G, est un ensem-
ble connexa étranger & F C F,, donc agrégé 4 E,— F, et sans
points communs avee G,. II fait done partie d’un composant G, de
E,—F,, distinct de @,. Ainsi

G DG
@Dﬁo= G0+F03F6:3 Fna
FT(G:)“’F G: “'GQD F, — G§=F17

car G, étant agrégé & E,— F, n'a aucun point commun avec F,.

Comme, d’autre part,

FT(G',) C Fl;

nous obtenons done que F, est la frontidre commune des domaines
connexes G, et G,. Notre lemme est donc démontré car

FCFCF

19, Le lemme que nous venons d'établir nous permet de nous
restreindre dans la démonstration de B, (§ 17) au cas de frontie-
res régulidres; c. & d. il suffit de montrer que toute frontiére

.régulidre de E, est de dimension 2. La méthode que nous
allons svivre nous permettra, d'ailleurs, d’aboutir & un résultat

beaucoup plus préeis; résultat qui nous servira de base pour la
définition des surfaces Cantoriennes,

" Nous commencerons par un lemme concernant la topologie des
polyédres L’énoncé de ce lemme (qui est trés restrictif et de forme
méirique) a été choisi de fagon & le rerndre Immédlatement utili-
sable & notre but.

20. L'intégrale de Gauss *) Soient L et A deux lignes

simples fermées rectifiables de E;; nous supposons, d’ailleurs, qu’elles

n'ont aucun point commun. Désignons par z, ¥, ¢ les coordonnées
d'un point de L, par &, 4, {, d'un point de A. L'intégrale

1) Hausdorff, p, 330, IL.
%) Ibid., 832, VL

% Ibid p. 330, III.

Y)  Verschlingungsintegral®.
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§—z dx df

n y dy dn|
I(L, A)__.__/L/ £—2z dz df
(€ -2+ (n—y*+ E—2)T"

est égale 4 un nombre entier Y et Teste invariable quand I'une des
deux courbes se déforme d'une mamére continue sans traverser la
seconde 32).

Nous-aurons & nous servir de quelques cas partxcuhers de ces
faits généranx. Commencons par établir une borne supérieure de
la valeur absolue de l'intégrale I(L, A). Soit s la longueur de la

'hgne L, ¢ celle de A; et soit

d=o(L, A) |
A [(E— )+ (n—y)* -I- (€ — =),

E—ax
(o= o A

car ces dernidres expressions représentent les cosinus-directeurs de
la droite qui joint les points (z,y, 2) et (§ 7, §). Il en résulte que

1 .
I, A)|<~4 dsff]dydfmdqu]—}-etc.
@) (4)
Or [d:z:l ds, etc., d&<do, ete.; done

GSC _ 80 .
1.md2<2d2'

(12) EERPL(ZPRIEN

21. Cas particuliers.
1) Soient. L et A deux polygones tels que ¢(L, A) surpasse le
diumétre de T'un de ces polygone,s, p. ex. soit

a(4) << o(L, 4)8).

1) erchlmgunyszahl“

%) Je ne connais aucune démonstration de ces faits qui soit valable dans des
conditions - aussi générales que celles de notre énoncé, Nous n'aurons, d'aillenrs,
& nous servir que de lignes élémentlires (polygones, circonférences) et de défor-
mations aimples (contractions homothétiques etc.); Jes exposds de nature classique

" nous suffiront donc compléterent. Voir, p. ex., Boddicker. Erweiternngen der
Gauss'schen Theorie der Verschlingungen, Stuttgart 1876.

3 1'égalité est mussi admissible 3 condition que I, et A solent sans points

‘communs,

Fundamenia Mathematicae VII. 7
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En ce @s
I(L, A) =0.

Démonstration. Soit ¢ un poit de A, ¢ un nombre positif
< 1. Choisissons a pour centre, ¢ pour rayon dhomothétie, et dé-
signons par A, le polygone correspondant homothénque de A. Or

d(A)=1.0(4) < 8(4) <9(L A)<0(L a);
done, a étapt un point de A,
A, X L=0.

t déeroissant de 1 & 'L‘(0<T<1) la ligne A,1) se -déforme done
de la maniére exigée au § précédent. Par conséquent

o IL, 4) =11, 4)
quel que soit z (<C1)." |
Or la longueur de A, est égale & zo;
oy 4,) 2 oLy @) — d(4,) = o(L, 4) — '“5(-4)
> (1—7)o(L, 4) = (1 —7)d.
éippli'quons la formule (12) aux lignes L et A,; nous obtenons

8.50.
— )y’

Le dernier membre tend vers O avec 7, donc
! I(L, 4)=0, . q. f. a
: 2) Soit A le eontour d'un carré K, L un polygone sans points

 ‘communs avec K. Nous anrons encore

| I(L, 4) =0, ,!“v“'w

Méme. démonstration. o | ‘ ‘

3) Bi, par contre, L traverse une seule fois le carré K, on aura
IL,A)y=+1

Démonstration. Eﬁ'ectuons un changement de coordon-
nées %) de mamére que la nouvelle origine cotncide avec le pomt

“ A! = A
%) I(L, A) est évidemment invariante par rapport & un tel cha.ngement _
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KXL, et que le plan Ozy coincide avec le plan du carré K. Nous
pouvons (sans changer la valeur de Vintégrale 1) déformer Len
un polygone P composé dn segment

“""(""’ ,T'I"l)"

de Paxe 0z et d’une ligne polygonale T' joignapt les extrémités
de S; T n’a aucun point commun avec K; nous supposerons de
plus que | |
| e(0, T)=1.

Ci-aprés le contour A du carré K peut étre déformé (toujours
sans altération de la valeur de 1) en une circonférence C, de cen-
tre O et de rayon » située dans le plan Ory; r est un nombre in-
férieur & |

0(0, 4),

‘d'ailleurs arbitrairement petit. Ainsi

I(L, A) =I(P,C)=1I(8, C)+ I(T, C)Y).
. Or soit ¢ la longueur de T; comme
oL, C)ze(l,0) —r=1-—r,
la formule (12) nous donnera le résultat suivant:

2nr t
II(T Ol <g—pp

Hm I(T, C) -"-'—f‘O.
-0
Done o |
(L, A) = lm: I(S, C.).
Or soient 0,0,z les coordonnées d'un point de S, §=rcsg,
5 = rsug, 0, les coordonnées d'un point de C,. Alors '

E—zx dxz dE reos @ 0 —sinpdyp]|:
n—y dy dn |= rsing O reospde _=——r‘*‘dzd(p;
—z dz df —2z dz 0O

1) Ces deux derniéres mtégrales ne -sont pas de vraies  intégrales de Gauss
(8’et T n'étant pas des lignes fermées). I] est d'ailleurs évident que la formule |

(13) subsiste pour les intégrales de cette dermére éspéce.
. 7
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done
A .
r'*’d(pdz ) U rtde
16,0)= f f e 2 T
| o
=3 2 [Vrf—}-z’]q Vidre +r"
KL, )=lmI($, G)=+1  eq'fd

22. Notons enfin une propnété relatlve 3 Vaddition des 1ntégra-
les de Gauss. Soient

A, =uabeca
et =

deux polygones ayan"d un segment (ou ume ligne -polygonale) ab
commun; il n'ont, d’ailleyrs, aneun autre point commun. Supposons,
de plus, qu’on ait établi sur ces polygones des sens de parcours
cohérents, c..b d. dels qu'ils soient opposds sur la pa.rtle commune
des deux polygones. En ce cas-

I, )+ I(Ly 4s) = I(L A)

A étant le polygone beadd composé de toutes les parties de A, et
A; qui n'appartiennent qu'a 1'un des deux polygones. Le sens de
parcours sur A est d'ailleurs le méme que celui de A, et de A,
(sur les parties appartenant respectivement & ces polygones); c. & d.
il est incohérent avec les deux sens de parcours précédents.

Cette proposition s’étend unmedlatement 4 un nombre queleon-
que de polygones.

23. Soit II un polyédre formé de carrés situés dans des plans
parallels aux plans de coordonnées. Nous dirons que chaque carré %)
forme & lui seul une face de IT; donc la ligne de jonetion de deux
carrés adjacents (méme situés ‘dans un méme. plan) devra toujours
étre considérée comme une aréte de II. L'espace E£; est divisé par
IT en deux domaines connexes: le domame intériour G et le do-
mame exténeur G,.

1) Le double signe provient de l'indétermination du sens de parcours sur les
lignes considérées.

| 1) Nous supposons, d’ailleurs,‘que tous ces carrés sont congruents,
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Lemme. Soient Py, Fy,... P,des polygones sans points

‘communs deux & deux. Chaque P, est composé daré

tes de IT et satisfait a la relatiop

| s(P)<a,

@ étant un nombre positif indépendent de i. L’'ensem-
ble fermé EP d1v1se II en deux domalnes (rel. II) non

iml
nécessairement connexes H et H,. Soit ensu:te

A =hah ah :
un polygone tel que | »
1) h C H, by C Hy,
ces deux points n'appartenant, dallleurs, B aucune
aréte de II;
2) hah C6;
hlaehCG;; )
- A traverse done IT en deux points et deux pointssen-
lement
———e Qs __
7 S
( ‘ a
beemy , y !
- {"% / 69_
h s
-} ’1 ) H
W A— I
[ g}
WK < Lo
.9
E”I‘ | ]
o Pig. 8.

Si-toutes ces hypdthéses sont vérifides, on aura

Q(A 2‘?) <a
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24. Démonstration. On se rend aisément compte des faits
suivants: | | o |

1) H est composé d'un certain nombre de faces de II. Soient
K,, K,,..., K,
ces faces (carrés), o

L L., L, _)

leurs contours. Le point'h appartient & I'un de ces carrés, p. ex.
a K;. h est, par hypothése, intérieur & K, c. & d. qu'il ne fait pas
partie de L,. La ligne A traverse donc K; et ne traverse aucun
autre Ki(j==2,3,...,8). " o |

2) Boit F' la frontiére (rel. II) de HY);

&

FC 2;0..

Or chaque P, est tout entier agrégé & F ou bien lui est entidre.
ment étrangé. Supposons, p. ex., que |

FmZP,. 1< x<k)

De plus, quel que soit i(<#), I'no et I'un seulement des deux bords®)
de P, fait partie de Hj I'autre appartient & H,.

Remarque. Le fait suivant nous sera trés utile dans la suite:
A partir de ce moment la supposition

P, XP,=0

ne sera plus employée dans la démonstration. Il en résulte que
dans le cas od FP, est & priori définie comme la fron-
titre d'un domaine (rel I7) fermé H, dans cecas lathése
du lemme (§ 23) restera vraie méme lorsque la condi-
tion P, XP,=0 r'est pas vérifide. C. & d. que les polygones
P, peuvent avoir dans le cas cité des sommets commvns; il est
clair, en effet, que la définition indiquée des P, ne leur permettra
pas d’avoir des arétes communes.

1) Cette frontiére ne cotncide nullement avec la frontiére (rel. IT) de H. En
sffef, si F; est un polygone dont les deux bords appartiennent & H, il fera par-
tie de la frontidre de H; mais il sera intérieur & H ot n'appartiendra donc pas
i F, 1l est & remarquer que ce dernier cas peut’ se présenter méme ai H est
connexe (le genre de H étant, p. ex,, égal a 2).

T) Le sens précis de cette locution est évident.
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2b. Le polyédre IT étant une surface bilatérale, on peut établir

sur ‘tout I, (1<Cj<Cs) des sens de parcours cohérents ). Ktabli-

s80N8 ensuite sur les P, (1 << i< x) des sens de parcours incohérents
aux précédents; cela veut dire que les sens de parcours sur un L,
et sur un P; coincident sur tout segment commun A ces deux poly-
gones, En ce cas (§ 22):

;Zu%m=jﬁm¢).

j=1 iml

Or (§ 21, 3) et 2)

+

IL, )= +1,
I(L, 4) =05 | (i=23,...,8)
donc | A
.ZW&m¢m
L iml ‘
Il en résulte qu'il existe un indice i tel que
I(P,,A)540.

Or 6(Pi)< a; done g (P, A) < a, car dans le cas contraire on
aurait | :

d (P) < e (P, 4),
relation qui entraine (§ 21, 1))
| I(P,A)=0.
Ainsi ¢ (P, 4) < @,
e Q(A,Z'R.)<a,_z) e q f d

f==]

26. Revenons aux frontiéres régulieres (dans Ey). Je dis que
toute frontiére régulidre reste connexe quand on en supprime les
points d’'un ensemble fermé punctiforme arbitraire; c. & d. qu'au-
cuncouplede points dune frontidre réguliére (dans )

1) Mtbias. Werke t. IL p. 519, | ,
1) 1l est clair, d’ailleurs, que ce lemme reste vrai quelle que soit la natare

du polyddre {1, et que la partie essentielle (topologique) de sa thése cousiste en
ce que I (P;, A);':O, c. 4 d. en ce.que /A est entrelacée (verschlungen) dans I'un

des polygones F;.
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ne peut étre séparé par un ensemble fermé puneti-
forme.

Supposons, par contre, qu'il- existe une frontiére réguliére @, et
un ensemble fermé punctiforme B, (agrégé & @,) tels que

| | @, — By = A, + Dy,
(13)  H(4,, D) =0.

Les ensemhles A, et D, doivent &tre, bien entendu; non v1des,
soit, p. ex., @, un point de 4,, d, un point de D,. |
,Montrons tout d'abord que si cette hypotheése était réaliée. pour
une fronti¢re régilidre @, quelconque, elle le serait encore pour une
frontiére réguliere @ de forme spéciale; forme qui sera précisée dans
un moment. Il suffira dane de démontrer limpossibilité de notre
hypothése dans le cas de ces frontitres spéciales.
- Introduisons pour simplifier l'exposé la notion d'éléments dyadi-
ques. | \
Un point, une droite, un plan (dd,ﬂS Ey) seront d1ts dyadiques,
s'il sont définis respecnvement par trois, deux ou une équatlon de
la forme

]

| &= | | (T, =u=,y,2)
les @, étant des nombres dyadiques, c. & d. des nombres de la
forme% (¢— entier non négatif, p— entier quelconque).

Un segment sera dit dyadique ¢'il est situé sur une droite dya.
dique et limit¢ par des points dyadlques Un carré est dyadique s'il
est limitd par des segments dyadiques; on voit aisément qu’il est
situé dans un plan dyadique. Enfin un cube sera dyadique si ses
faces sont des carrés dyadiques; sés ardtes et ses sémmets seront
aussi dyadiques.

Il est évident que tout point de F, est intérieur & un cube dya-
dique arbitrairement petit; de méme, tout point d'un plan dyach—
que II est intérieur (par rapport & I7) 4 un carré dyadlque aussi
petit que I'on veut.

27. O, est, par hypothése, la frontitre commune dan moins
deux domaines connexes G, et H,. @, étant borné, 1’un de ces do-
maines le sera aussi; supposons que- ce. soit Gy. \ ’

Il est aisé & voir que 4, et D, sont des domaines (rel @) 1);

)Comparozla§10ducl; I
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donc B, -+ D, et A, B, sont des ensembles fermés. 1l en résulie que
¢ (a0 By + Do) > 0,
¢ (doa A, By) > 03

soit § le plus petit de ces deux nombres. Or on peut choisir deux

6

cubes dyadiques de diamétres < 5 auxquels les points a, et d, sont

respectivement intérieurs. Désignons par 8§, et S, ces cubes (fron-

tiéres exclues), et soient F, et F, leurs frontiéres. Il .en résulte que

ayC S-; dy C Sa3

(14). S,=S.+F, S.=84F,.
De_plus le choix de § entraine les relations suivantes:
o X 8=0;
(18) - SaX Dy C Ao, SiX B C Do

Examinons le domaine
G.l - Go A (§a + _S_d)-

Il ‘nest pas nécessairement connexe. Mais il contient en tout cas
au moins ub comPosant'Gl) tel que sa frontidére Pades

‘points communs avee chacun des deux ensembles F,

ot F,.

En effet, a, et d, étant des points-frontidres du domaine G, et
appartenant respectivement aux domaines S, et S;, il existe des|
points @, et d, tels que |

a’lCS;:X Gy, dy C 8: X Gs.

Or G, est connexe; on peut donc joindre a, et d; par une
ligne polygonale a,d, entiérement agrégée & G, 3). Le premier point.
de cette ligne est intérieur & S,; le dernier, extérieur & S,. a; d; X,
¢ F, n'est donc ‘pas vide?); soit ¢, le dernier point de cet en-
semble quwon rencontre en parcourant a,d, . Il en résulte que l%

partie: ayd, de a,d, est étrangére & 'S.; elle est done ré.grégée a

—a

Gy — 8.

HGe®. _
1) Hausdorff, p. 332, VII. : ‘
% 1bid, p. 247, VIL Cet ensemble est fermé.
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Un raisonnement analogue nous monlre qu'il existe sur a, d, un
premier point d, agrégé & F,; de plus la ligne polygonale ou-

verte a,d, ((Ca,d;) est étrangdre & S,: elle fait donc partie de

(G—8)— S, =6&.

Ainsi Pensemble connexe a,d, appartient & G, ; il-est donc en-
tidrement agrégé 4 un composant de @,. Soit G ce composant, D sa
frontiere. Le point a, est un point limite de a,dy C @; donca,C G.
Or a, est étranger & G, D) G; il en résulte que

ayC G—G=0;

On voit de méme que -
X F,Dd, =0, e. q f d

28. 11 est aisé & voir que les points de F, suffisamment
raipprochésdupointa,appartiennent tousaP;deméme
les points de F, voisins de d,.

En effet a,, p. ex, est un point intérieur de G., il existe
donc une sphére S(a,, d) agrégé & G,. Nous supposons, d'ailleurs,
que & & été choisi de maniére que les deux conditions suivantes -
soient vérifies: ‘ -

1) d< (8, 8); il en résulte (a, étant agrégé a S.) que
8, X S (ay,8)=0; | |

2) J est inférieur 4 la distance entre g, et l’enaemble des faces
de F, auxquelles a, n'appartient pas. |

I saglt de démontrer que

F. X S(ayy 6) C O
Or il est évident que chaque pomt de cet ensemble est un point-
frontiére du domaine |
G, = S(“zad)“'h
Ce domaine est selon le cas:
1° une demisphére (si 4, n appartlent 4 aucune aréte de F);
2° une sphére diminuée d'un quadrant (quand a, appartient, i

~une aréte mais n'est pas un sommet de F,);

'3° une sphére diminuée d’'un octant (81 ay €st un sommet de F)). ?).

1) Ces faits résultent imme'diatament de la condition 2).
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C'est en tous cas un Jomaine conpexe. Or il fait partie de
S (ay, 6) C G, et est étranger ‘a-VS_,, (par définition) et & S, (d’apres
la condition 11). Il en résulte que G, est agrégé & G, done & un
composant de &,. Or ce composant ne peut étre autre que G. car
a, est un point frontitre de G, tandis que tous les points de Gy
suffisamment rapprochés de a, appartiennent & G,.
Par conséquent
‘ F';;Xb,(ahd)cﬁlja
done, F, étant dtrangé a G, ' ‘
F.X 80,0 CG—G=0, - c. q. f. d.
On eun déduit (§ 26) que @ X F. contient un carré dyadique K.
choisissons sur K, un point & ayant deux coordonnées non dya-
diques (la troisidme est nécessairement dyadique). -
De meéme, @ X F, contient un carré dyadique K,; soit @ un
point de K, n'ayant qu'une coordonnée. dyadique.
29. Ainsi, @ contient deux carrés dyadiques. Ce sont les fron-
tidres régulitres de cette forme spéciale que nons avions en vue au
§ 26. Il ¢'agit donc de démontrer en premier lieu que ® est une

frontidre réguliére.
Montrons tout d'abord que

| &C 0, + F.4+F.
En effet, G est un composant de G,; done _
O CFr (@) =0 — 6 CG— G =+ G)— G =
— (@ — 6) (6 — G) C Do+ (S + B)=
= (Do + F. + F) 4 (S.+ 8.)

Or les domaines ;9., et S, sont-étrangers & G; ) G, done aussi
b @ (frontitre de G); par conséquent

(16) ¢ @, -+ F,+F.

‘Envisageons ensuite le domaine H,. Il est étranger & G C G,
done aussi & @. Or il est connexe; il fait donc partie d'un com-
posant H de E, — @ distinct de &. Je dis que

HC Hy -+ 8.4+ S...

En effet HO) H,; or S., p. ex., est aussi un domaine connexe
étranger & G et & @; il fait donc aussi partie d'un composant de
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E, - @. Or ce composant ne peut étre distinct de H car S, a des
points communs avee H, (C H; tels sont notamment tousles points
de H, qui sont suffisamment rapprochés du point a, (ce point appar-
tient & S, et & la frontitre @, de H,). Un raisonnement analogue
nous montre que H ) S,. ' :

Les relations démontrées nous donnent mmédlatement

EDE,+5 45D 0,4+ F+FD 0
done, H étant étranger & O,
Fr(H)DO®.

D'autre part H est un composant de Ey;—®; il en résulte que'

Fr(H)CO.

Aingi @ est la frontitre commune des domaines connexes G et H;
de plus, @ C G, est borné, @ est donc. une frontlére réguhére
c. g f. d :

30. Notons encore une propnété des carrés dyadlques K, et K,
qui nous sera utile dans la suite. '

Soit a* un point quelconque inférieur & K, (ou. & K,). Je dis
que tous les points suffisamment rapprochés de a* qui ne
sont pas eux-mémes situés sur K,, ces points appartiennent
nécessairement & I'un des domaines G ou H:

En effet, a* C K. C S(a,, d); il existe donc une sphére S{a*, 4*)

qui est agrégée & S(ay, d). Supposons ¢* inférieur & la, distance
de a* au contour de K,,.En ce cas :

(‘a*jd*) X F- CKa"
Il en résulte que ‘

S(a% 0 — K, = S(a% ) —Fos
= S(a* d%) X Se—[S(a®, d*) —S'];

or :
S(a* )X 8.CS.C H (8 29), |
8(a* 6*)—8’ CS(a,,d)-—-—~SCG(§ 28), ¢ q. f. d.Y)

) Il en résulte, en partxcuher, qu'ancun point de K, (em suppos&nt que le
contour de K. ne fait pas partie de Ki) n’est un point-limite de l’ensemble D— Ky
. & d. que D—K, est fermé. De. méme O— K, est formé. On peut expnmer ce
fait en disant que les carrés K, et Ka sont Jibres (voir la définition d'un are hbra
dans la seconde partie de ce mémolre) |
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On voit, d'ailleurs, que les points adjacents A Pun des deux ctés
de K, appartiennent tous & G, tandis que ceux qui sont situéa prés
de Vautre font. partie de H. | | -

Soit, en particulier, S (a, d,) la sphére S(a* 6*) relative au

‘point a. Choisissons deux cubes dyadiques (frontiéres exclues) ¢, et

QL tels que | ,
(17a) aC QC0.CeQCQ:C S(a40d)

Soient de méme Q, et Q% des cubes analogues relatifs au point d.
Il est évident que . o
(18 a) o Q: CK.+ G+ H,
(18d) QCEK,+G+H?Y

31. Montrons mamtenant que la frontiére réguliére spéciale @
que nous avons obtenue doit posséder des propriétés analogues & cel-

les de @, (voir § 26); nous verrons notamment que les points a
et d peuvent 8tre séparés par un ensemble punecti-

forme fermé.

En effet, posons |
B=38, X9,

A=(4y+Fa) X @,
D= (D, F) X .

Les ensembles 4, B, D sont deux & deux sans points communs;
cola résulte immédiatement de la définition des ensembles A, By,

D, (§ 26) et des relations (14) et (1) du § 21. De plus

A+B+D='¢X(A0+B°+D5+F.+F‘)==

B X (B, + F.+ F)=0((16),§29).
sCEK.COXFECA4

) dCECOXF.CD.

‘ H(A,D)_CH(A. +F.- Do"+‘F¢)= |

. — H(4,, Dy)+ H (Fuy Do) + H(4s, F) + H(F., F).

Le premier ensemble de la derniére ligne est vide ((13), § 26);
il en est de méme des trois amtres %). o

»

Or (§ 28)

Enfin,

1) On voit aisément que 6}‘ P4 @E: 0.

%) On a, d'aprés la définition de F., et Fa (§27). 0 (Fa, Ij.)>0. eld,, Fd >0

F, et Fy4 sont des ensembles fermég sans partie eommune.
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Il en résulte que :
H{4,D)=0

lensemble B sépare donc les points a et d. Or B est punctiforme 1)
el fermé. Notre assertion est donc démontrée. »

Ainsi, si Phypothése du § 26 était vraie, il existerait
aussiune frontiére réguliére @ contenant deux carrés
libres K, et K,, et telle que deux points a et d appar-
tenant respectivement 4 ces carrés pourraient étre

‘séparés par un ensemble fermé punectiforme B.

Reste done & démontrer qu'une telle circonstance ne peut avoir.
lien. Nous nous occuperons done de cette dénionstration; toutes les
notations des §§ 26 —31 y seront conservées. |

32. Le polygone A’ Menons par « la droite 4, perpendicu-
laire an plan du carré K,; et soient aj et a, ses points d’intersec-
tion avee Ia frontiére du cube @) (§ 30). L'un de ces points (a!) est
agrégé & G, lautre (a) & H. Désignons de méme par a, et a,
(e, C Gy 8, C H) les points d’mtersectmn de A avec la frontlére
de ¢,. On a \

Q<O a<a,<a.
On définit de Ja méme manitre les points
d<d, <2d <2d, < d}. |
Les points a; et d, étant agrégés & G, il peuvent étre réunis
par une ligne polygonale ale,dl = A, située dans G. On peut d’ail-
leurs supposer que A, n’a aucun point intérieur & I'un des cubes Q)
et ¢i. En effet, tout morceau de A, intérieur & Q. (ou & @) peut
étre remplacé par une ligne polygonale située sur la partie de la
frontiére de ¢ qui est agrégée & G'?). On n'a ensuite quh sup-

primer les lacets peut-étre obtenus pour donner & A la forme
voulue.

by

Soit de méme" A, =d. e, al une polygonale agrégée a-H et qui

n’a amcun point commun avee Q,,—{-— ¢:. Nous obtenons a1nsi
un polygone

aa,a;,s,d‘d dd d‘e,,a},a,;a-=A

vayant que deux points communs (@ et d) avee @; l'une

%) D’'aprés B C 8.
%) Cette partie forme ciny faces d'un parallélépipéde.
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de ses moitiés est agrégée & G, l'antre, & H:
~_ —~
, ae,d C G, de,aC H.
De plus
AX Q= 61?“;4
AX QG=did.)
Remarquons encore que chacun des points a,, d,, etc. n'a qu'une
‘seule coordonnée dyadique (celle qui est définie par la face de ¢,

ou de Q« sur laquelle le point correspondant est situé).
33, Par définition

AX O=a+4d;

. a C Qd, d C Qd;
il en résulte que les ensembles fermés A et & —(0Q, + Q,) sont sans
points communs.

or

Fig. 3.

Par conséquent
(19) =4, (8 — (0.4 0>,

L'ensemble fermé punctiforme B peut donc étre
décomposé en un nombre fini densembles fermés

: ‘Bl".Bﬁﬁ"'i ‘Bl
suns points communs deux & deux et tels que

5(3‘)<£. 2) (i=1.2,..., )

—— — R
"} alal et dl d} sont des. intervalles. ,
ition hien connue peut &tre ohtenne comme

il sait, B est de dimension 0 (Ch 1, § 14); done d’aprés le lemme do § 17 du
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‘Soit 4 un nombre . positif inférieur & 22’— et & toutes les distan-
ces ¢ (B, B,): ) - : |
| '6<g‘§6<0(30 B,) (kL k=125
Envisageons les ensembles fermés. |

(44 B) .-.S'(B,.g-) =4 S(B,—g)
B+ D)—5(8,5)=D - 5(53)

Tls n'ont aueun point commun. Done

| S

~ Choisissons enfin in nombre gntier positif q vérifiant les deux
conditions suivantes: . :

1 e 1 3
Dea<pa<ig’

2) soient g{; (j=1,2,...,48; p, est un entier, g; un entier non

négatif; toutes ces fractions sont supposées irréductibles) les coor-

données des sommets des cubes dyadiques O, et Q.; g doit étre
supérieur a tous ces g;. |
34. Soit T le résean de cubes défini par les plans dyadiques

wx%, y-%%s Z=%§;
{p., Py, Py prennent toutes les valeurs entiéres).
Les cubes de T seront supposés ferm és. Chacun de ces cubes
est de diamétre égal & - |
E

Ch, 1, B penti dtre décomposé en un nombre fini ou une infinité dénombrable d'en-
pomhlel B, ésni points communs deux i deux et tels que B, e % (rel B), B, e ®

(rel B), 4 (B) < {— Or,' B étant fermé, les B, le sont aussi; d'autre part, le thé-

oréeme de Heine-Borel nous montre que les B, ne peuvent 2tre gu'en mombre
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de plus chacun d'eux est (d’aprés la condition 2) du § précédent)

ou bien entidrement contenu dans {, ou bien entidrement étranger
& Q.; méme propriété par rapport au eube Q,.

Soient T* et T#% deux cubes de T ayant au moins
une aréte L* commune et tels que

T*¥X A0, T¥xXD30.
Je dis qu'en ce cas
L*CS(B, g-)

En effet, soit a* un point de 4 X I, d* C DX TE.
On a | - |
o(a*, d*)<<O(T2)+46(T3) <&

il en résulte, d’aprds (20), § 33, que les deux inclusions

d
a*C 4—-8 (B,g);
: (.. @8
#CD—8(B3)
ne peuvent avoir lieu en méme temps. Or a*C 4, d* C_D; done
I'un au moins des denx poinﬁs a* et d* est agrégé i S (B, —g);sup-
posons que ce 8oit le premier (les deux cas sont symétriques):

| d
e(a*, B) < 5
Or tout point [* de L* fait partie du cube T'z; par conséquent,
e <=L <2

< ' d 6 0
e(% BY<<el o) +o(@ BI< g +5=35

*C s (3 g)  eqfd

36. Les préliminaires des §§ 32—34 terminés, nous abordons
la construetion principale. | |

Fundamenta Mathematicds ViL 8
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Envisageons l’enéemble des cubes de T situés dans
G — (Qat Q)

Ces eubes forment un ou plusieurs solides. Deux solides seront,
par définition, considérés comme différents, g'ils n’ont que des som-

mets ou des arétes communes, c. & d. sils n'ont aucune face com-
mune I). .

Je dis que tout cube de T qui a des points communs
avee la ligne polygonale ouverte (§ 32). |

1 1
: -Ay =0, ¢,d,d,

‘fait partie de I'un de ces solides.

En effet (§ 32),
a, 6,8, G —(Qa+ Q%)

tandis que les intervalles a,a et @ d, appartiennent respectivement

A Q! — Q, et Qi— Q. dome, tout point A* de A, est agrégé A
: G - @a_}- ad)' | o

Soit T un cube de T contenant A* T'} n’est donc pas entié-

’ —_ | — .
rement contenu dans @, on dans @,; il est par conséquent (§ 34)
entidrement étranger & @, et & ¢,. Ainsi si T'f n’était pas (con-
trairement % notre hypothése) contenu dans

G-—(Q,+ Qa), )

il aurait des points sommuns avec @ ou avec H. Dans le second
cas il aurait éncoré®) des points communs avee @. Soit @* un de ces
points; p* est donc agrégé & |
@._ (Qs+ Qd)' ‘ ,
Or 2* C A,(C 4; il en résulte ((19), § 33) que
e (2% ¢*) =y > 8(T7),
ce qui est impossible. Notre assertion est done démontrée,

On en déduit immédiatement que les cubes ayant des points
communs avec A, appartiennent & un méme solide RE; tous les points

~de A, sont de plus intérieurs i ce solide.

") Nous ferons relativement aux faces, arftes et sommets de ces solides des
conventions analogues i celles du § 23 (relatives an polyédre /1),
- 2| Hausdorff, p, 247, VII. - _
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Les composants de E;— R (qui sont en nombre fini) ont des
frontiéres polyédrales. La somme de ces polyédres constitue la fron-
tidre de R; on remarquera d'ailleurs que deux polysdres différents
peuvent avoir des sommets et des arétes communs.

Or la ligne polygonale ouverte
An == A —_— Aa - dgdﬂef axz ap

est entidrement contenue dans

Q¢+H+ Qa;
done

R X A C[6— (Qat Q0] X[H+ (Qa+ €} =05

A, fait partie de E,—R, donc dun composant de ce domaine. Soit

# ce composant, IT sa frontidre. II est un polyédre; on voit d'ail-
leurs aisément qu'il est de la forme indiquée au § 23.

Désignons encore par G le seeond domaine déterminé par Ir :
& est évidemment composé des points intérieurs de B et des com-

posants de E;,—R distinets de H. En particulier,
- A4,C G

Or A, H; done a, et a, qui sont leg extrémités communes de
A, et A,, appartiennent tous les deux & IT. Aucun de ces deux
points ne peut &tre situé sur une’ aréte de II. En effet, les arétes

de IT sont dyadiques, tandis que @, et a wont chacun gqu'une seule

coordonnée dyadique (§ 32).
Nous voyons ainsi que la disposition de A par rapport & II est

]a méme qu'au § 23. .
86. Soit F* une face arbitraire de IT. Examinons les deux cubes

de T adjacents & F*, L'un deux, G}, est agrégé & G, Y'antre, H¥
» H. G} est, de plus, contenu dans R; en effet, F* est une face
du polyédre IT qui fait partie de la frontidre de E. Il en résulte
que H* ne peut étre entiérement agrégé i -

G — (Q.+ @)
En effet, il en était ainsi Hf serait agrégé i B, eomme il suit
immédiatement de la définition de R (§ 3D); en ce cas F* ne pour-

rait étre situde sur la frontiére de R.

Ainsi trois cas sont possibles a priori: |
- 8*
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1) Hf est agrégé (voir § 34) 2 Q. ou & Q.; nous- dirons alors
que F* est une face (Q,) ou une face (Qs);

2) H¥ a des points communs avec O —(Q.+ Qa)s

3) H¥ a des points communs avec H— (¢ + Qu)- |

Or la face F* de H* est agrégée & R(C G5 H} ne pourra done
atteindre H qu'en ayant des points communs avee P. Nous voyons
ainsi (en tenant compte des propriétés des eubes de T par rapport
3 Q, et & Q,, propriétés indiquées au § 34) que le troisiéme cas
se réduit au second. Nous subdiviserons ce cas-la en trois autres:

2a) H*¥ X @ C 4. Nous dirons alors, que F* est une face (4).

2d) H* X D CD. En ce cas F*e(D).

2b) Les cas restants (HF X B3=0, ou bien HF X 450 et '
H? X D=0 simultanément). Nous dirons que F*¢(B)

. On voit, en particulier, que les faces qui contiennent les pointa
a, et d, sont respectivement des faces (¢.) et (¢.). |

Soient Ff et F¥ deux faces adjacentes,

Ff S(Qa)'

En ce cas F¥ ne peut étre qu'une face (Q.) ou (A).
Démonstration. Soient HX et HY les cubes . correspondants;

H: C Q.. Or ((17a), § 30) | |
Q.C5(ag %)
tandis que (§ 30) - (
8(ad)CK.+G+HCA+ G+ H,

Q(a:B"I‘D))&o-

Soit «* un point de l'aréte F* X F¥, v* un point arbitraire de .
HE; w* C HF X HE 1L vient |

*CHCQ.C S( a,i-a,, ),

done

. 1.
(21) e(au") <39y

0l S (E) = SEN <@ <5 %

0(a ) <e(@,w)+o(u, %) <3 % <5 (s, B+D)
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Donc aucun point de HF ne peut étre agrégé & B ou & D,
F¥# ne fait pas partie des clusses (B) et (D). Reste done & montrer
que Fy n'est pas une face (@), ¢ ad. que H} n'est pas contenu

dans Q.. Or-on a d’aprés (21):

(222) ¢ (a1 <3 ¢ (@B + D)<z ¢l d;
linelusion H} (C Q. entrainerait de méme

229)  e@w<ie@d

Or les inégalités (22a) et {22d) sont évidemment incompatibles.
Done F¥ n’est pas une face (Q.), e. q. f. d.

On démontre de la méme maniére qu'une face adjacente & une
face (@) ne peut faire partie que des classes (Q.) et (D).

37. Envisageons la somme U de toutes les faces (@) et (4).
L'ensemble U est par rapport & II un domaine fermé; la frontiere
P de U est composée d'un ou plusieurs polygones Py, Fy,..., Bi.
Ces polygones sont formés par des arétes de I7; ils peuvent avoir
des sommets communs.

Les ensembles . -
A=U—~Pet D=0I—T
sont des domaines (rel. II). On a

s,C 4 4,CD.
Désignons encore par ¢ le plus grand des nombres
8(Py), 8(Po)y--s 0 (R .

Nous sommes' alors (b part une légére modification de notations)
dans le cas du lemme (§ 23) modifié (modification indiquée au
§ 24, vemarque). Il en résulte qu'on doit avoir

(23). | o(P, )< e

Voyons si cette condition est vérifice, Soit L* une aréte quel-
conque agrégé A P, et soient F et Fy les faces de II adjacentes
3 ceite aréte. D’aprés la définition de P l'une et Pune seulement
de ces deux faces est agrégée & U; supposons que ce soit Fy'.
F* est donc une face (Q,) ou (4). Or le premier cas ne peut se

produire, car une face (@,) et une faco de Pune des classes (B),
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(D), (Q.) ne peuvent étre adjacentes (§ 36), On voit de méme que
F¥ p'est pas une face (¢,). Ainsi, Fy & (4), F§ appartient & l'une
des deux classes (B) ou (D). Deux cas sont a distinguer:

1) F¥e(D). Soient (comme au § précédent) HY et Hf les cubes

de T situés dans H et adjacents aux faces considérdes. D'apres la
définition des classes (4) et (D), on a |

Hi X 440, HEX DO

Les cubes H} et HF ont donc,les inémes propriétés que les.
cubes T* et T¥ du § 34; il en résulte que

@4 - L*CS(B,g—).

2) Ffe(B). Hi peut encore avoir des points communs avec D;
nous sommes alors dans le cas précédent. S'il n'en est pas ainsi
on aura nécessairement (§ 34, cas 2b) HF X B==0. L* étant agré-
gée & HF on a donc quel que soit le point [* de L*, |

3 6
ot By < 8 (HY) =2 < &

(§ 33, 1) et § 34). Par conséquent
| " 5
I*C S‘(B, i
I'inclusion (24) est done toujours vérifiée. L* étant une aréte arbi-v
traire de P, on en déduit que

| 51
26 o =
(96) PCs|(B,5) ‘

Or B= 5; B,, tous les ¢ (B;, B,) étant supérieurs i & (§ 33).

Ainsi

L

PCy S(B,, ‘-;.)

im]l -

De plus (i = k),

: 5 y 5.
: 9(3(3‘:5), S(B,‘,é—))>g(B‘,_B,,)——2.§>0;

on voit done que tout composant de P est entidrement contenu dans
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un certain S (B;, §) Il en ‘est de méme & fortiori de tout polygohé

P;; on a done

sEy<s(s(Bo3)| <o) +2.5>F o<z

(§ 33). Il en résulte que | | | | |
| & = max [8 (P), 8 (B, 6 (B <3 7.
Soit, d'autre part, p* un point arbitraire de . On a, d'aprés (25),

w, d ¥y
* L
e(p yB)<2 <4-

Or BC®—(Q.+ 92 Y; il en résulte que
| e (BA)= e((@—(Q. 4 @), M=
(§ 33, (19)). Ainsi L
o (p*, A)==>0(B, 4) —o(p* B)<y—
quel que soit le point p* de P; done
B A>3 r>e

| o

¥

i

La condition (28) nest donc pas vérifide.

88. Nous voyons ainsi que I'hypothése du § 31 est en contra-
diction avec le lemme du § 23; elle est done fausse, do méme que
I'hypothése primitive du § 2d. La proposition énoncée au début du
§ 26 est donc complétement démontrée: |

(BY). Une frontiére régulidre (dans Ey) reste comneze quand on
en supprime les points d'un ensemble fermé punctiforme arbitraire.

On en déduit immédiatement que tout point z d'une fron-
tiére régulitdre F est de dimension 2

" En effet, F étant un ensemble de E; privé de points intérieurs,

.on a

dim, F < 2%).
Or dim, F< 2 entrainerait la possibilité d’e-séparer le point @

1) En offet, @, X @C(I{“-}-‘ G+ H)XP=EKC4 0&.XPCD

(voir § 80, (17) et (18), puis § 31).
1) Voir le théoréme du § 4 -
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par un ensemble fermé B de dimension 0, c. & d. par un ensem-
ble fermé punctiforme; ce qui-est en contradiction avec la propo-
sition démontrée ci-dessus, On a done

dim, F=2, e. q. f. d.
On en déduit aisément la démonstration du théoréme B, (§ 17).

En eftet. soit F, la frontiére d'un domaine tridimensjonnel borné,
F, ne possédant aucun point intérieur, on a dim F, <2 7). D'av-

tre part F, contient (d'aprés le lemme du § 18) une frontiére ré-

guliére F; done dim F, = dim F = 2. Ainsi

Théoréme B,. La frontiére d'un domaine tridimensionnel borné
est de dimension 2. |

On obtient done d’aprés les considérations des § 16 et 17 le

Théoréme A,. Soit C un ensemble de Ey. Tout point intérieur
de C est de dimension 8 (par rapport & C); tout point fromtidre non
limite de poinis intériedrs, de dimension 0, 1 ou 2; enfin un point
frontitre limile de poinls intérieurs peut étre d'une dimension quel-
congue < 3.

39. 11 a été déja indiqué ®) que le théordme 4; n’est qu'un cas
particulier d'un théuréme général 4, concernant l'espace £, ; thé-
oréme qui sera établi dans le ch. V par une méthode beaucoup
plus simple que celle qui a été suivie ici. Aussi pourrait-on se de-
mander si les raisons indiquées au § 1 suffisent pour justifier 'em-
ploi de la longue et pénible démonstration des §§ 17—38. Or il
est & remarquer que ce n'est que par cette voie qu'on peut obtenir
la proposition (By') du § précédent; proposition dont l'importance
sera mise en pleine lumiére par les'considérations des §§ suivants.
Ed eflet, l]a méthode du ch. V ne nous donne aucun moyen d’abor-
der la démonstration de la proposition en question; il en est de
wéme, & fortiori, de la proposition analogue (B.) relative & E,. -
Ce n'est que par une généralisation convenahle de la méthode du
présent chapitre que Pon peut espérer de démontrer cette derniére
proposition 3), | .

Je tiens, d'ailleurs, & noter la vraie cause de la complexité de
la démonstration ci-dessus. Novs y sommes amenés i considérer

1) Voir le théoréme du § 4.
%) § 1 de ce chapitre,
3) On trouvera dans le c¢h. V quelques indiquations sur la marche & suivre.
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I'ensemble fermé punctiforme (dans E;) le plus général. Un tel en-
gemble peut &tre décomposé en parties fermées, sans points communs
deux & deux, -et de diamétres arbitrairement petits. Chacune de

‘ces parties peut étre entourée par un polyédre de maniére que les

polyédres relatifs & deux parties différentes ne se coupent pas. Or
il n'est pas toujours possible de choisirlespolyédres

‘en question de fagon qu'ils soient tous de genre 0.

Il peut méme arriver que le genre d'un polyédre qut
sépare une partie de l'ensemble donné?!) tende néces-
spirement vers infini quand son diamétre tend vers
zZéTO.

'40. Montrons par un exemple que les faits tout-a-I'heure mentionnés peuvent
avoir lien en réalité.

Lopération F* Soit S un solide limité par un polyédre. La projection
de S sur ox est un segment z, z, %), Soit z, un nombre satisfaisant aux deux
conditions: '

1)

Ty

T x 1
= _;— 1 — < 13 (o6, — )3

9) le plan #=x, ne contient ancun sommet de § 3)

L'intersection de S avee le plan II = {w=12,} sera donc constituée par un
certain nombre de domaines plens fermés @,, @,,.., @& sans points communs
deux 4 deux. Si l'on déplace légérement le plan II, ces. domaines ne’ seront mo-

1

difids que trés peu; soit donc & un nombre positif inférienr a ‘2‘("’1"”%3 et tel que

les conditions suivantes soient vérifides:

k *®
1) SX {z=n,—e} == ¢, SX{‘”=%+8}=‘}-’; Qs

=1
2) () contient un carré K, QF D K}*‘; K; et KF (i=1, 2, o k)
ont méme projection sur le plan oyz. _
' Boit G la partie de E, située entre les deux plans {z==x,—e&} et {x=
== 2,-}-8}; 5— G ept une somme de plusieurs solides ¢) dont chacun est limité par
un polyédre. Chaque carré K .ou K fait partie de 'un de ces polyédres. Ajou-

* 1) Nous entendons par la que ce polyédre n'a aucun peint commun avec
T'ensemble donné et qu'il y & des poimis de cet ensemble dans chacun des deux
domaines définis par le polyédre.

Yz < z,. .

_ % On n’a gu'ad se servir des nombres rationnels pour gviter les choix arbitra-
ires (voir le chapitre suivant). | |
%) 11 y en a deux au moins,



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

122 Paul Urysohn:

tons & S—G 2km anses Ry etR+ (=1, 2 o Ry i=1 2,..., m) situdes
dans GXS; Ry est attaché a K7 Rj", K+ de plus R est enlacée avec
R‘J‘i).' Posons

FL(8) =
koom . .
=(5-6)+3 Y B+ BY).
// F=( S) & su moins. deux compesants et est
. agrégé & S |
Soient maintenant S,, 8yy. ..y Sqdes solides

de la forme indiquée sans points communs deux

1

4 deux; posons ‘ _
- B Ys)|=3F®)
p=1 p=1

Les 0pératlohs Fv et 'z seront définies

E’une maniére analogae.
Définition de l'ensemble @. Soit P

. uwh cube; posons (m=0,1,2,...).

P8m+] = an+1 (P'Sm)7
P, gmiy — F gn+1 (P 8m+1)7
Pypis = i (Pymia)s

D= ﬁP,,,.
ym )

L'ensemble & est parfait et punctiforme; il posséde la propriété requise.
J'omets la démonstraiion; on tronvara un exemple analogue dans la theso de
M. L. Antoine3),

41. La proposition (By) et les développements qui s’y ratta-
chent nous suggérent un moyen de discerner les surfaces Can-
toriennes parmis les continus de dimension 2-

Déf 3,. Un continu K de dimension 2 sera dit une surface Can-
torienne §'il reste connexe aprés la suppression des points d'un ensem-
ble punctiforme fermé arbitraire. |

v—-—-—mm——-—-————“u—.w—-——————-——-——\

~
-

Fig. 4.

1) Toutes ces anses sent d'ailleurs limitdes par des polyédres, elles n'ont deux
4 deux sucun point commun.

%) ,Sur homéomorphie de deux figures et de leurs voisinages“, Thése‘ de.
Strasbourg, Paris, 1921. Je regrette de n'avoir recu cette thése que lorsque le
présent mémoire Stait A pen prés terminé, L'exemple de M. Antoine différe d'ail-
leurs du mien. Le genre des polye&rep gn quemon ne tend pas (dans son cas)
vers Vinfini, mais reste constamment égal 1.
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On voit donc que (§ 38):

Théoréme B;. Toute frontiere régulitre (dans Ej) est une sur-
face Cantorienne. '

Voiei quelques propriétés immédiates des surfaces Cantoriennes.

1) Chaque point d'une surface Cantorienne K est de dimension 2
(par rapport ¢ K). '

La démonstration est identique & celle du § 38 (relative au cas
particulier des frontitres régulidres). |

La réciproque de cette proposition n’est pas vraie; il suffit, en
effet, de considérer un continu K composé de deux cercles tangents.

“Tous les points de K sont de dimension 2 (§ 14); cependant, a dé-

signant le point de contact des deux cercles, K—a n’est pas connexe.

2) Une surface Caniorienne reste comnexe aprés la suppression
d'un ensemble punctiforme quelconque (non nécessairement fermé).

Supposons, par contre, qu'il existe un ensemble punctiforme
B(C K tel que

K—B=A4+4D, H(4,D)=0;
et soit @ un point de 4, d C D. L'ensemble B sépare les points
a et d. Or en reprenant les raisonnements du § 8 du Ch. I, on
aboutit & la conclusion suivante: | -

Tout ensemble B séparant deux points dunensem-
ble C!) contient un ensemble B, séparant ces mémes
points et qui est, de plus, fermé par rapport & C.

Done, si notre supposition était vraie, il existerait un ensemble
B, possédant les propriétés suivantes: '

¢) B, est agrégé & B; il est done punctiforme;

B) B, & F (vel K); K étant fermé, B, est fermé;

y) B, sépare les points a et @ de K; c. & d. que K— B, n'est
pas connexe. | | |

Or lensemble de ces trois propriétés est en contradiction avec
la définition 3,. Notre supposition nest done pas. réalisée, c. g. f. d.

‘La proposition démontrée peut étre énoncée comme- il suit: le
complémentaire d'un ensemble punctiforme par rap-
port & une surface Cantorienne est connexe. Une pro:
position analogue relative au plan Euclidien a été démontyée pat
M. Sierpinski?)

1) Le sens précis de cette locution et dvident {voir le § 1 do ¢h. I).

%) ,Bur un ensemble punctiforme connexe*, Fund. Math, t. 1, p. 9, B, étant
homéomorphe 4 une frontiére réguliére (surface d'une sphére) diminuée d'un point.
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42. Nous sommes amenés A poser, par extension, la définition
suivante qui ne pourra, d’ailleurs, &tre légitimée qu'ultérieurement:

Déf. 3,. Un continu de dimension n sera. dit une mauldtiplicité Can-
torienne (de dimension n) il reste conneze aprés la suppression d'un
ensemble fermé de dimension n—2 quelcongue. ‘ |

' On voit d'ailleurs immédiatement?) que le mot ,fermé“ peut
étre supprimé sans que la notion ainsi définie soit altérée; on voit
aussi que tous les points d’'une multiplicité Cantorienne de -dimen-
sion n sont de dimension x. | ) |

La notion que nous venons d'introduire est, dans beaucoup de
questions, trop restrictive; il en est de méme de la notion (un peu
plus large) d'un continu K dont tous les points sont de di-
mension n (par rapport & K).

Par contre, les notions suivantes nous seront trés utiles dans la
suite: .
Soit € un ensemble de dimension u; C,, 'ensemble des
points de C qui sont de dimension # (par rapport & C). Nous
dirons que C est dimensionnellement homogéne si' ensemble C,
est dense sur C, ¢. 4d. C,=C. |

Déf. 4. Un continu dimensionnellement homogéne sera dit une mul-
tiplicité Cantorienne généralisée %). o

On voit aisément que cette dernidre notion est plus large que
la précédente, c. & d. qu'une multiplicité Cantorienne généralisée de
dimension # peut contenir des points de dimension <#»; ainsi le
continn de la figure 4 (§ 14) est une surface Cantorienne généra-
lisée, et il contient un point (et un geul) de dimension 1.II y a plus:
les points de dimension <<# d'une multiplicité Cantorienne
généralisée (de dimension #) peuvent former un ensemble
dense sur cette multiplicité ‘

Nous construirons un exemple de la sorte en condensant la sin-
gularité présentée par le continu tout-i-I’heure mentionné.

43. Nous construirons notamment dans E; une surface Can-
torienne généralisée S possédant un ensemble dense (sur S)

de points de dimension | (par rapport & S).

on voit done que la proposition de M, Sierpinski se déduit immédiatement
d’nn cas parlicnlier de la nétre. ‘

~ 1) par un raisonnement identique 4 celni du § précédent.
| % Cest ces continus-li que j'ai appélés multiplicités Cantoriennes
dans ma note préliminaire (C. R. t. 175, p. 440).
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"Les éléments de la construction sont des cercles fermées
horizontaux (e & d. situés dans des plans parallels au plan ory)
et verticaux (situés dans des plans parallels & oy2).

Nous dirons quun cercle vertical A est tangent a
cercle horizontal L au point b si M X L=~5 et best
un point intérieur de L (il appartient done & la circonférencs
de M). Un cercle horizontal tangent & un cercle vertical en ur
point donné sera défini d'une fagon ‘analogue. Un tel cercle est uni-
voquement déterminé par son rayon et le point b de contact. Re-
marquons d'ailleurs que la relation exprimée iei par le nfot ,tan-
gent® n’est pas symétrique: |

Soit K un cercle horizontal de diamétre <], b un point de sa
circonférence. II existe évidemment un polyédre P tel que

bC P K—bCI(P)Y,
§°(P)=d(I(P)<1?).

Soit ensuite
“byby . b
un ensemble démombrable dense sur K: mous supposons, d'ailleurs,
que tous les b, sont intérieurs & K. Nous définissons de proche en
proche une suite infinie de cercles verticaux K, et de ,polyddres P, ?):

K, est tangent & K au point by, oK) < ;1;:

il est de plus assez petit pour qﬁ’On ait K, C I(P).
P, est tel que o
K, —buCIPR), 5bCh, E—bCEHR):

s(P)=8(1(P)<35 PCIP):

1) Nous désignerons par I(F] le domaine intérienr du polyédre P: par E: (P
son domaine extérieur.

3 Pour rendre I'exemple effectif, on n'a qu's faire usage de la méthode des
points rationnels (polyédres i sommets rationnels, etc.). Voir pour les détails le
chapitre suivant, ]

3) Nous attribuons ici au mot »polyédre« un sens plus large que de coutume,
nous admettons notamment gque les »polyédresc en question peuvent avoir des
faces non seulement planes, mais avssi sphériques; leurs arétes sont donc des seg-

ments et des arcs de cercles.
Sans cette convention les conditions impuosées 3 Py

et aux auatres By 4. .1,

ci-dessous) seraient incompatibles, Nous guillemeterons le mot >polyddrec pour in-.

diquer la convention citée.
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(on a done aussi I(P))(C 1(P)) § . _
Si K, K,,..., K., et P, P,,..., P,_, sont déja définis, on choi-
sira K, et ensulte P, de fagon que les conditions suivantes soient

réalizées: .

i1
il est de plus assez petit pour étre agrégé & tous les ensembles

I(P, E(P), E(R)..., E(P.)
P, doit satisfaire & des conditions analogues
SR gy RCIB X ER) X oo X B(P)

et, de plus, aux suivantes:

K, —b5CI(P), bCP, K—bCE(P)

K, est tangent 4 K au point b; 6(K) <<

Il est évident qu'on ne sera jamais arrété daus cette construction.
1l résulte de la condition de contact que

K‘:K—{-ZD:K,

fe=]

est un ensemble cunnexe, I’mégahté 0 (K) <

nous assure, de
S ’

plus, que ‘Cest un continn. On a

KT,
K:CK+ Zz(pa

Je=]
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44. Nous répétons par rapport a chaque couple (K, P) la con-

‘struction que nous avons appliquée au couple (K, P). On obtient

ainsi des cercles horizontaux K‘1 ;| et des ,polyédres“ P‘i‘, I): puis

des” continus K1‘1= K‘t—}—;% K{1 : tels que
| -

K, CE,+ Y T(P)CT (R);
=1
on ohtient enfin un continu

Ki=K+ YKi= K-;-Z'K,.;.fj‘gu =

=] i=1 i damq

x4 3 3.,

fgm=]l gl
qui satisfait aux inclusions

B CK+ k4 Y JTRICE+ jT(P,) CI®).

=1 ipwl el i=1
On applique ensuite le méme proeédé aux couples (K, 4, P o)
et ainsi de suile. |
Voici la loi générale de construction. Les cercles et spolyédres*
a1, 2,..., m—1 indices ayant éte déja construits, on choisit sur

chaque K, ,.. une suite de points intérieurs & ee cercle
‘l ‘l . ‘m 1

‘ b‘j‘i""m—]’"" b‘l""_i’“_]z,._‘;

suite qui est dans son ensemble dense sur K, . . ..

On construit ensuite les cercles et ,polyédres® & m indices;
supposons qu'on ait déjh construit tous ceux qui ont leur dernier
indice inférieur & i . En ce cas K.t o Pysyoni, doivent étre dé-
finis de telle facon que les eonditions suivantes soieunt réalisées:

1) K,,..;, ©st un cercle (horizontal si m est pair; vertical dans

‘Te cas contraire) tangent au cercle K, . ., , au point by 4.3

1 _
R

1) Nous préciserons dans un moment les conditions que doivent vérifier ces

ensembles.
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fpa—]

CI Py ) X JIECuqis )

{nal
1) P,.., doit satisfaire & des conditions analogues aux deux
derniéres et, de plus, aux suivantes: |
-Ki;...im-_bi; CI( fp s‘)’
| b‘l e ‘lﬂ C 'P& n,-im),
Ky, — b CE(B. ). |
On définit ainsi de proche en proche les cercles et les ,polye-
dres® 4 un nombre queleonque d’indices.
On remarquera d'ailleurs aisément que deux ,polyédres“ distinets
4 un méme nombre d'indices sont extérieurs I'un & l'autre; ¢. 4 d.

que

( UR XL ‘)X I( Jidg e J'm)_'o‘
(Pyyoty F Biysns)
40. Nous définissons enfin deux guites de continus

K, K, Ks,..., K~,..
et

o=I(p, Iy, II%,..., IT*,...")
par les relations de récurrence |

K®™— K= +2‘K"‘| vt ?

figees,d =l

W et 31im,
On voit immédiatement que
KCKIC K. CCE=C...
, Kn C IIm

1 K, K, K3, et IT ont déja été déﬁma précédemment, .
3 Ll démonstration de ce que ces ensembles sont des continus ne présenta

aucune dxfﬁcu]té on n’a qu'k se servir des inégalités 6 (K, i) <
etc. ot de la condition de eontact, ot +‘~+m
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un calcul facile nous montre d'ailleurs que
| OOnHymn:Hy...OHlo)...
- Done ,
(27) K~CHa™C o (h = 0)
Notons encore que l'ensemble

Y/ et [2' (B, W&-%"]

Yoooot, =1

est encore un continu ), et que l'on a

(28) | 7 . Irm = H}:i: varfpn +I( iR J,,,)?

(29) | XI(RM:J)“‘:;»:"

Ceci fait, posons
Ko = ZK",

8= Ko,
R=8S—K-~.

Je dis que S jouit de toutes les propriétés annon-
cées au début du § 43. Plus précisément, on a :

‘1. Sestun continu borné; K® et Rsont denses sur S;

IL #C R entraine dim,S=1; ~

- III. zC K? entraine dim, S=2. -

46. Démonstration. I Les K™ étant des continus, K© est évi-
demment connexe %); S = K° est don¢ un continu, Or on g, les K™
formant une suite d’ensembles croissants,

Ko --Z'K'" ==2K"‘+"

‘ mey Ry
-done, d’aprés (27),
. - KeC I,

1} Voir la,note précédente,
%) Hausdorff, p. 245, IIL.

Fuandameunta Mathematicas VIL
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m étant quelconque. En particulier

c'est done  un continu borné.
La densité de K© sur S résulte de la définition méme de S.

D'autre part, la définition des K™ nous montre immédiatement que
K~ est non dense sur K™t1; done, & fortiori, sur S. Il en résulte
que K@ est de premiére catégorie, B =S —K,, de seconde caté-
gorie par rapport & S. Par conséquent B est dense sur 1.,

IL Soit z un point quelconque de R; & un nombre positif ar-

bitraire. ‘Soit ensuite m un entier supérieur & .

‘On a, daprés (30) et (26),

SCKk—+ YT, ....)
. T1yreegigyml .
Or x ne peut étre agrégé & K~'(C Kv; il fait donc partie d'un
certain I{P,,.., )*). De plus =4, ., , ce dernier point étant en-:
core agrégé & K™~ Posons |

A = S X T(Zjhﬁ"'jm) - bj-‘j""»"’”"

D=3S X 1],:3.'.-},, - bﬁfr--j-;
je dis que |
S= 'A + bﬁfl’--iu + D

est une £-séparation du point z de S.
En effet, on a d'aprés (28), |

A-Fb’d’“j-_{_D: Sx T(P.ﬁm.im) + SX H}:"‘fm == SX I = S;

I'égalité (29) nous assure, de plué, que 4, b,.., et D sont sans
points communs deux & deux. Or | |

‘1) linelusion x(C A est évidente;

2) b, e - ‘ \
[ba-‘.-J,,'. + D] = [S X 11175.«-1.] e
done

4"'—= [8 — (by,...;.+ D)] ¢ ® (rel 8);

1) Hausdorff, p. 328. | , .
% et d'an seul {’aprés I dernidre-formule du § 44).
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on voit de méme que

De® (rel 8);

3) on a

A+by.,, =8 XI(F,. ;) CIF,.,);
done, z étant un point de A et le diamdtre de I (P, ;) étant

1
<E< €,

A—4b,..; C S (@, £).

Nous voyons ainsi que le point = peut étre, quel que soite,
e-séparé par un seul point by, ; par conséquent

1
< = -
hF o Fitm

dim, S=1,  egq fd

IIT. Tout point de R est, par conséquent, un point frontiére du
continu S. Or Vensemble des points-frontiéres d'un ensemble S ne
peut étre dense sur cet ensemble que lorsque S est-privé de points
intérieurs. Il en résulte que dim S<C2.

Envisageons maintenant un point queleonque z de K. Ce point
fait partie d'un certain cercle K, ..., , et I'on a (§ 14)

dimz K“ wosip = 2.

Ainsl _
2 =dim, K., <dim, §<<25

dim, §=2, c. q. f.d.

Liénoncé du § 45 est donc complétement justifi.

'47. Notons que duns Vexemple ci-dessus I'ensemble des points
de dimension supérieure est de premidre catégorie; l'ensemble des
points de dimension inférieure, de seconde catégorie. Nous verrons
(ch. IV) que ce fait n'est pas accidentel.

On peut construire dans f, un exemple analogue d'une multi-
plicité Cantorienne généralisée » de dimension 3 possédant un en-
semble dense de points de dimension <3.

On peut prendre comme éléments de la construetion des sphé~
res fermées tridimensionnelles; en ce cas tous les points de dimen--

gion < 3 seront de dimension 1. On peut aussi faire usage de cy-
g
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~ lindres équilatéraux t) (en remplagant les pomts de contact par des

segments de contact); en ce pas. il ny aura que des points de

dimension 2 et 3.

On peut enfin obtenir en combinant les deux méthodes préeé-
dentes une multiplicité généralisée » telle que les ensembles de
points de dimension 1, 2 et 3 (par rapport 3 v) soient tous les
frois denses sur #, .

48. Revenons 4 l'étude des ensembles situés dans K.

Théoréme, Soit G un domaine comnexe ?) (dans E,); O, un en-
semble fermé de dimension < 13). En ce cas G— D est aussi connexe.

Considérons tout d’abord le cas particulier ol G est une sphére
tridimensionnelle S (z, ¢). Supposons que Je domaine |

G, = S(x,6) — @

ne soit pas connexe; et soient alors @ et G deux composants
de &y. On a

G—CS(m, &= (2,8 + F (2,8 = Gy - [ X §(z6] + F (2, €);
 Fr(G)=G,— G, C[® X S(z )] + F (=)

' -done»?)

F”(G1) CI[® X 8z, E)] + F(z, ¢),
Fr(8)C(D X 8@ o]+ Fls,8).
Soit » un point de F(x,¢) étranoer 4 @; un tel point existe
d’aprés les inégalités
dim [F (2, 8)] = 2 > 1> dim @ > dim [@ X F(z, &)].
@ étant fermé, le nombre -
0= ¢ (h, D)

est done positif. Je dis que h appartlent tout au plus 3 Iun des
deux ensembles Fyr (Gl) ot Fr (¢y). En eﬁ'et, Sll n'en était pas

- %) Nons désignons par ce ferme les enuembles semblables 4 celm ql‘n est dé-
fini {(dans E,) par les inégalités: :

x4yt 1 |z|

* Nous supposons, comme d'habxtude, que G est borné Le théoréme s'étend
d’ailleurs aisément 4 tous les domaines connexes,

%) @ v’est pas nécessairement contenu dans @,

4 Hausdorff p. 332, VL
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ainsi, la sphére S(, o) contiendrait un point g, de @, un point g,

- de G,; elle contiendrait aussi le segment g, g, qui serait done étran-

ger & @. Or ce segment est agrégé b S(z, ¢) (car ses extrémités le

sont); il devrait done faire partie de Gy et méme (étant connexe),

d'un composant de Go; ce qui est en contradiction avec la défini-
tion des points g, et g,. Supposons done p. ex. que

WX Fr (G) =0.

G, étant borné, Fr (G,) contient une frontiére réguliére F (§ 18).
Cette frontitére F ne peut avoir ancun point commun avec Pensemble

P X S (z,¢&).
En effet, soit z un point de cet ensemble. & X S(z,£) et
(@ X 8(=, 8)] + F(z,)

sont localement identiques au voisinage du point 2 L'inclusion
2z (C F entrainerait donc les inégalités

dim, F < dim, [Fr (6,)] < &im, {8 X 5z, 6]+ Fle, ) =
=dim, [ X S(z, &)] < dim, & L dim £D<1

qm sout en contradiction avec Iégalité (§ 38)
dim, F = 2.
‘Nous voyons done que '
| F(C F(z, o).
Or A est étranger & Fr(Gy) D F, il en résulte que
FC F(z,€) — h.
Soit M I'ensemble complémentaire & F(z,&) — k;
M= §(z,&)+h+ E(=e).

(Yest un ensemble connexe; en effet, quels que soient les points
m, et my de M, il existe une ligne polygonale m, hm, entiérementl
agrégée a M?1). Or

M:Es,
MCE—FCM

1) Hausdorff, p. 244, L
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E,—F est donc connexe ), ce qui est en contradi(fti.on avee
Phypothése que F est une frontidre régulitre, La supposition faite
au début de ce § est donc fausse; S(z, 8 — @ est connexe,
e. q f. d. .

49. Revenons maintenant au cas général Supposons -encore
que G— @ ne soit pas connexe: |

G—@ ::Gl + Gz:
G, =0, G, &0, H{Gh, Gy) = 0.

Ona . |
(31) G1+G2=G~¢.
~ Or @ ne posséde aucun point intérieur; @ X G est donc non
dense sur G. Il en résulte que G—(OX G)=G— D est dense
dans G %) e. & d. que - | -
(32) G—0=0G.

L’égalité (32) est d'ailleurs indépendente de I'hypothése relative

4 la connexité de G — P 3). |
On obtient en rapprochant (31) et (32):

EGEXOFEHBXH=GFXG=0

L’ensemble connexe G est done décomposé en une somme de
deux ensembles fermés par rapport & lui et non vides. Ces der-
niers doivent donc avoir des points communs; soit # un tel point:

C2C G X GO X (G X &) =G X G X6

x fait partie du domaine @; il existe donc une sphére S(z,¢) qui
est agrégée & ce méme domaine. Envisageons I'ensemble S (z, &) — @,

S(z,6) — BC G- D,

d'aprés le résultat acquis au § précédent cet ensemble est connexe.
11 est donc entidrement contenu dans l'un des deux ensembles G,
ou (,, p. ex. dans le premier: |

S(z,e) — B G,

) Hausdorff, p. 246, IV. :
%) Hausdorff, p. 827, VIIL _
% Cetfe remarque sera utilisée dans le corollsire II du § suivant.
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Il en résulte que

S(z,8) X Gy =[S (z,8) — D] X Gy +[S (z,6) X B X &4]C
C G X G+ [P X(G—D)]=0;

ce qui est en contradiction avec la condition
:BC—G}
Nous voyons done que I'hypothése de ce § est elle aussi inexacte;
le théordme du § précédent est ainsi complétement démontré.

50, Corollaire I. Nous obtenons comme cas particulier la
proposition suivante:

‘une ligne Cantorienne ne découpe aucun domaine
de E;; en partlculler, aucune sphére tridimensioxn-
nelle?).

Corollaire II. Soit G un domaine connexe de E, ei ce cas
G est une multiplicité Cantorienne de dimension -3,

En eﬁ'et, dim G= 3 (§ 38). Il suffit donc de montrer que & — &

" est connexe tous les fois que

Or G — @ est connexe: d'autre part %)
G—0C G—0C G=0G—0.

Il en résulte que G — @ est connexe 3), e. q. f. d.

Le probléme suivant se rattache naturellement au théoréme
démontré tout-i-l'heure: ‘

Probléme o Peut-il arriver qu'un ensemble fermé de dzmenszon
2. me-découpe aucun domaine tridimensionnel?

Il parait que ce probléme est extrémement- ardu; la réponse
affirmative me semble d’ailleurs trés. peu probable. |

51. Nous terminerons ce chapitre par le

Théoréme B;. - Toute frontzére -double de E, est un ensemble di-
mensionnellement homogéne (de dimension 2).

Soit F la frontidre commune des domaines G ét H; et soit F,
'ensemble de& pomts de F:qui sont de dimension 2 par rapport

1) Voir 1a condition 3) du § 15.
"~ %) Voir 'égalité (32) et la mote qui &'y rattache
) Haulaorff, p 246, IV. :
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3 F. dim F=2 (théoréme B, § 38); il w'agit done de démontrer

Soit # un point arbitraire de F; e, un nombre positif quelcon~
que. z étant un point-frontiére des domaines G et H, la sphére-

N (x, 5) contient néceséairement un point ¢ de G et un po‘int:h de

H. Or G et H sont étrangers & F; il en résulte que
g-}—hCS(:c,;i)-——FCE,-—F.

2
de E; — F et contient des points (g et h) agrégés a différents com-
posants de Ey — F 1)

Or soit

L’ensemble S (x, f—)—-—ﬁ' ne peut Atre connexe -car il fait partie

F.=FX S{n3);

_ F, est un ensemble fermé agrégé & S (xz,¢); et Pon a évidemment

S(w,—;-)u-F-—zS(m,%)—F,.
S (m,-g-)-——-F, n’étant pas connexe, il en résulte que
dim F,> 1.
Soit done # un pofnt F, tel que
dim, F, > 2;
on a
2 dim, F, << dim, F<< 2;
| 2 F,.
Or :C F,C 8(z,¢€); e étant arbitraire, il en résulte que 2C F.-
quel que soit le point 2 de F, , e. q. f d.

Corollaire. Tout continu (dans E,) qui est la frontidre com=
mune de deuz domaines (non nécessairement’ connexes), est une surface
Oantprimm généralisée, - |

62. On rapprochera les théorémes B, (§ 88), By et By (§ 41).

Il est, d'ailleurs, & remarquer que les thises des théordmes B; et
By ne peuvent étre renforcées: |

%) Tout composant de G ou de H est un composant de E; — F.
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1) Une frontiére dans Ey, méme continue, n'est par
toujours dimensionnellement homogéne.

Soit p. ex. I' un droite passant par le point z. La frontidre du
domaine

S (,1)—T

est composée de la surface F (z, 1) et du segment
I'x S(=z,1).

2) Une frontiére double, méme continue, n'est pas
nécessairement une surface Cantorienne; elle peut
méme posséder des points de dlmensmn 1Y),

Exemple Soit

Ty = (03 O, O), z, = ("2—'—_*:{',0, O); ‘ (ﬁ:"—"‘-l, 2,...)

F=a, + Pl 1)+ fF(z-;—.r)

am]
F est un continu: c’est la frontitre commune des domaines G
et H (G est connexe et borné):

G == 8 (x, 1) — xo"l"ZS(m-a;.ﬂ)]

nel

A=l

{E.-Q-S(xo,l)l + 35 e k)

On a cependant
| dim, F= 1.

1) et des points de dimension 0 dans le cas ol elle n'est pas continue, On .
en obtient un exemple en posant (voir les notations du texte):

. o0 1

(2 suivre)






