-continue d'un segment de droite), la eonditio

-quels la droite =23 coupe l'are &
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D&ns ce mml Jﬂ t!'B les progp @-.-waa; smyvantes
81 C est un are sunple dms le phm (m

pour que C soit remtmﬁ%la est que l.es ‘

solent intéﬁ'ﬂhleﬁ, ol N;(R}C) J&: one |

Je prouve ;M;m‘} que l«g OREE
que }a fﬂﬂﬂhmm mey--f(m}i

donnons comms réponse & Ia qm%lﬁmlm
&gﬂ E}nnj«oy. ‘

sar FWMQ mm&m mt. @ewmm M& (@sﬁn;rny, &r% talizai
916, t. 33, p. 192). Denc, en particalier, toute ﬁmﬁml varistion
m& Mihmﬂﬁhmhhmm&a»““ fion mulle sur tout emsem-

pa "" &c mesure wﬁt, wﬁ pm m une au sens de Denjoy. La
avied e dane o6 cas intégrable au sens ‘de Liabes-
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Pour une définition convenable de I'aire d'une portion S de sur-
face (une image biunivoque et continue du carré), en désignant par
le symbole N, (3% S) le nombre de points en lesquels la droite
x =38, y="t, paralldle & Faxe 0z coupe S, et en définissant d'une
fagon analogue les fonetions N,(s, £ 5) et N,(s1-S), jénonce le
théoréme suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour que la portion de
surface S ait une aire finie est que les fonctions N, (s,¢, S),
N..(s,%, 8 et N, (s, ¢ S) soient intégrables au sens de L_ebesgu e.

Pénonce ensuite encore quelques théorémes analogues aux pré-
cédents, concernant les transformation continues définies "par les
fonctions

z=f (% v) (0<u<1)
y=o9mr) \0Kr<<1

Je n'ai pas rencontré ces théorémes dans la littérature qui
m'étalt a&egm’hl&

§ 1. Les fonctions & variation bornée.

Soit f(z) une fonction quelconque, définie dans (g, ). Nous in-
troduirons les motations suivantes:

1) A tout ensemble E faisons correspondre l'ensemble EY’, ou,

s simplement, K : nous désignerons ainsi 'ensemble de toutes les
Wlem*s que prend La fonetion y = f(x) dans les points de I'ensem-
ble E, ol elle est définie.

A tout essemble E nous feroms eorrespondre Vensemble E,
on, phms simplement, E.: nous désignerons ainsi l'ensemble de tous

les points x en lesquels f(r) prend uve valeur contenue dans K.
?) f{z) &ant une fonetion donnée, nous désignerons par le sym-
e N(4,/), ou bridtvement par N(t) le nombre de racines z de
l’m t=f(z), 81 est fini, et le nombre -} oo, sinon.
- 3) E é4tant un ws&mbla mesurable (L}, nous désignerons par
Q_E%Bﬁ mesure iebes gL '
Théoréme 1, Si f(m) est une fonction continue, sa fonction cor-
-'Mwwv N(£) est de classe <<2 de Baim

ga&, lzm fnmm«m 3!6@ est l’mtégrala (LJ de sa dérivée, * ¢.-a-dirs une

‘ & théorie &b M. DE&I‘I] oy. Or elie sapphque a{xx images dea
domaines & un nombre mpéﬁmr de dimensions,
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Dém. Soit f{x} une fonction continue, définie dans
{a, ). Divisons cet intervalle en 27 pm-mas
nombre natur&l do qualeonqna}. Désign

as| T

o+ GE—1) %}ﬁ

pour k==2;3,..., 2%

Posons amtnnt L ()= 1 si f(x) prend la valeur { dans
Vintervalle 0, ot L, (t)==0 sinon. Il est clair que L,{f) est une
fonetion de Baire de classe < 1 (wme aymnt au plus deax points
de discontinuité). Posons

| N, ) =L+ L@+ ... + Ly ()
— ee sera done aussi une fonetion de elasse <C 1. Remarquons gue
Ni{f) est le nombre de tfous ces intervalles 8, dans lesqumels 7{z)
prend la valeur # (au moins une fois). -
11 est évident que
o N, (t’)<N(t) pour m < u;
il en résulte Pexiste bimi

@

Les fonetions N, (#) é‘mnt de classe <C1 ulte que
est une fonetion de elasse << 2. Or, nous prouverons que N(f) =N (1
En effet, soit ¢ un nombre réel donné, m — un nombre naturel
N(t) 11 résuite i‘%ﬂ@ &6 h &éﬁﬁiﬁﬂﬂ dWlf'i emw N(@ qm;ﬂ exiu—
sto m nombres 7, < 2y <. < 7. do (&) tels que /(z;) = ()=




e Ty
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Or, nous avons évidemment N,(¥) <CN(#) pour tout p natnrelr
et t réel, ot résulte, d’aprés (2), que N < N@®).
Les inégalités N(#) > N(#) et N(f) < N(f) donnent

S N()=N0)

ce qui prouve que N(f) est ume fonction de classe <2, ¢. q. f. d.

Théoréme 2. La condition néoessaire ef suffisante pour qu'une
fonction continue f(x) soit & variation bornée est que N(t) soit inté- .
grable au sens de Lebesque. Si f(x) est & variation bornée, la varia-

tion de f(x) est égale & f; () dt.

00

Dém. En conservant les notations de la dém. du th. 1, on voit

SENs peine que . |
[ L) dt = M, — m,,

—00

ol M, et m, désigne resp. le maximum et le minimum de f(z)
dans Yintervalle 4,. Il en résulte la formulae

4) . f;’(t)dt__sz,(i)dt..Z(M —m).

k=1

Or, si f(z) est une fonetion & variation bornée et si V est sa
riation totale, nous avoms pour tout p naturel linégalité

L 4
St —m)<
. dm]
done, d'aprés (4): ~
' ‘ o0
/ﬁ@ﬁgv

lte, d'aprds 1), 2), 3) et 4) que la fonction N(f) est in-
e Lebesgue entre — oo et - co et que

- .N () dt = hm f N, (t) dit = lim 2‘ (M, — m,) = V

-

intenant que N(#) est une fonction intégrable au
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sens de Lebesgue emtre — co et -}-oe_ Il en résalte, d'aprds
2), 8) et 4}, pour tout p nalurel, I'inégalité

drwn}

Or, cela prouve que f(x) est une fonction & variation borné
Corollaire 1, Si la fonclion continue j(x) est a sz#am bw-r
née, Vensemble de toules les valewrs i pour lesquelles Véquation =)
admet une infinité de solutions em x, est de mesure nulle.
Dém. Cela résulte immédiatement du théordme 2 et de la re-
marque que N(f) est une fonetion intégrable au seas de Lebesgn
Théoréme 3. La condition nécessaire et sufjisante pour qu’we
Jonclion continve & variation bornée soil absolumenl continue est qu
la formule | E|=0 eniraine pour tout ensemble Elajemidegﬁ,g 0.
Dém. La condition est nécessair& Cela résulte immé
diatement de la définition de la continuité absolue. Sm, en effet,
(%) une fonction absolument wnﬁmme et E un ensemble
lans (a, &), tel que tijO Onr voit sans peine gumil existe ;
tout & > 0 une suite finie ou infinie d'intervalles { iéta;
pas les uns sur les autres, tels que

a) e ECZ2s
b o - Eaigs

x:’f%%m,»«a we, ﬂ ex; ,
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1) 4, est une somme d'un nombre fini d’intervalles {d; }r-» 1 2,,‘ 2
n'empiétant pas les uns sur les autres.

2) La somme ZM‘) est ﬁnie.
fom
3) 1l existe un nombre & > 0, tel quen désignant par w] l'oscil-
lation de f(z) dans Vintervalle d7, on a l’mégahté

2&), pour i = 1,'2, 3,..

Il est clair maintenant que 8i N, (f) désigne le nombre de tous
ceux intervalles J contenus dans 4,, dans lesquels f(=) prend la

valt alms
(@) - NH<N@E
® fN,(t}dt—Em,

r=]
ésignons par A Pensemble de tous ces points # en lesquels
hm sup N,(¢)3=0. “

Décomposons l’ensemble 4 en deux ensembles disjoints 4, et
45, ol A, désigne I'ensemble de tous tes points de 4, ot N(f)=—oo.
La fonetion N (f) étant intégrable (puisque f(z) est & variation hor-
née), il est clair que |

@ |4, =0. |

Soit maintenant #, un point de A,. D’apres (y i existe une
suite mﬁme de nombres k., (n =1,2,..), tels que

N, (t) =1
{N, (t) est. un nombre naturel pour tout i réel). :,

[l en résulte, d’aprés la définition de la fonetion N,(#), qu'il
pxiste une suite infinje &amm' %, (m=1, 2,..), satisfaisant

1) - % Cd, =12
2 FEy=t, ~  (r=12.)
Or, de N{t,) == + oo résulte que dans la suite 2, (1=1,2,..) il
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parsmta apparhent A une mﬁmté d’ws&mbleé ’A;' (m = 1, 2““ En
posant E — lim sup 4,, noas voyons gue

(e) zoe E.

Or: f(%)-—-t” ‘done anE Nous avons ainsi dém

A, E,. Or, d'aprds 2), | E| =0, ce qui euntraine, d’apzrés Phypo-
thése |E,|<C0. 11 résulte done de A=4, 4 4,, et de (J) que
{A1="0. Il en résulte, daprés la définition de l'ensemble 4, qu'on
a presque partout N,(f)=0, ce qui donne, d'aprés {a), N(¥)

espaces de pluswm w-::‘ gion:
Suppasuns que deux fonetions coutinues

wwf{u,w}

S y=een

'mm&. Immd i50

»

| mnteamu dam E,, désignons

fomtmm (1} é’xtmt wnﬁmues.,, h mwt ensemble E mesurable
wsemb ":e::";v __e L} wte-
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finie ou infinie K'(i=1, 2,...}) de- carrés n'empiétant pas les ums

JIKL <M

i
dsulte tout de suite d& cette définition que E3, E’,...,E"
mite . ;:‘s:‘a‘«ias fermés n’empiétant pas les uns sur
tions (1) tant & variation bornée, il est avssi

nombrable {ou v ). Désignons cet ensemble par D.
intes wtusn syswme auxiliaire ' v/, dont les axes
i

WX KXOS % ®, tel quaucune de droites «’ = oir

NG

i 5y i . : 2 ) R
&' — e R = 3‘;, dyee-j BAPDArICNNS PAS A& | ‘.aa;‘;m D,'




ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

mé»a *}.




ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

234 S. Banach:

On voit sans peine que si la iransformation (1) est absolument
continne, la fonction F(K) définie plus haut est aussi absolument
continme. Dans le Mémoire cité j'ai démontré que la variation totale
de F(K) est alors égale & l'intégrale de sa dérivée. Nous pouvons
done émoncer le suivant

Théoréme 2. Si la itransformation (1) est absolument comtinue,
le variation totale est égale & Uintégrale du Jacobien généralisé.

Désignons maintepant par le symbole N(s, £} le nombre des so-
Iutions du systéme d’équations

§ == f(ﬁa '”}
J=@(v).

Or, en pdam pareillement comme dans le § 1, on. peut dé-
montref les théorémes suivants:

Théoréme 3. La condition nécessaire et suffisante pour que la
transformation {1) soit & variation bornée est que la fomction N (s, 1)
soit intégrable au sens de Lebesgue. Si la transformation (1) est
& vartation bormée, la variation totale est égale & Uintégrale de la
fonction N(s &)

Théoréme 4. La condition nécessaire et su}‘"ﬁsame pour que la
transforme tion continue (1) & pariation bornée soit absolument continue
est gue pour fout ensemble E, tel .que |E| =0, subsiste la formule

| Byl = 0.

§ 3. Les lignes et les surfaces.

Soit I un ensemble plan donné quelconque. Désignons par le
symbole N, (4 1) le nombre de points en lesquels la droite z=¢
rencontre 'ensemble /. Pareillemént nous définissons le symbole N, (¢, 1)

Soit maintenant ! un are simple défini par les fonctions continues

o=/
y =19 (u)
satisfaisant 4 la condition que les égﬂhtés f(u ) “"f(u”) et 9’(“')”"
== @ (") entrainent toujours o’ =— 4.

| .n sait que la eondition nécessaire et suffisante pour que ! soit
rectifiable est que les fonctions (1) soient & variation' bornée. Or,
@ala éqm aut & la condition que les fonetions N (4,f) et N(i, @)

nt intégrables au sens de Lebesgue (8 1, théoréme 2). Or, comme
oR vt sans peine:

(1) I<<uxl
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N{t,7) = N.(t1) et N{t,g)=N, (4 1):

nous pouvons dom énoneer le théoe saivant:
smple plcm l sozt rwtz_ﬁable est qw
soient intégrables au sens de Lebesgue

11 est pareillement pour les pom;rms de surface. Considérons :
portion de surface dans l'espace & 3 dimensions (une image biumi
voque et continue d’'un carré), définie par les fometions continues

@) ngﬁﬁ o<usl
& y=o %o
‘ : _ , L g |
2= (u,7) =TS
satisfaisant & la econdition que les égalités f (W, ) = f(um- ﬁm%
@ (u’ v') = @(%" v"), ¢, )= (un o) entrainent soalit
w=u" et v =1".
Définissons une fonction d’ensemble F, (E)
est un ensemble mesurabl y

F(E)y=VTE,[*+E.]* +1 &,

(E, correspond ici, comme dans le §2, & la transformaton
par les fonetions z==f{u, o),y =9 (,v); E.—& lle qui est dé-
finie par les fonetions z==f{w, o), z = ¢ {m, ¥), E;,-ma, selle qui
est définie par les fonctions y-—w(u,a}g z_—awiw,m% |
Si F, (E) est & variation bornée, noms : e par Paire
dune portion de wrfwee S la variation fotale de
eillement comme la varmm;

comme il sait. Si E

};ﬂ. t)‘”!- chiom F {E)

la _f_m-—s, y=—1¢ mm S afs on oduisant d nne iacon
wnw%;:e 1ess nmtutmms N (&,tg Sy est N, (8,4, S}g Bous [@M'
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finie est que les fonctions N, (s,1,8), N, (3,4, S) et No.(s, 2 S) soient
intégrables au sens de Lebesgque.

Corollaire 1. Si la portion de surfuce S a une aire finie, l'en-
semble de droites paralltles & Uaxe z et rencontrant S en une infinité
de points est de mesure nulle.

' Remarque. Si l'on sappose que les corespondances
2=/ ==/ y=9 sont absolument continues, l'aive de S s’ex-
y=9¢, z=9, z=9
prime comme lintégrale de la racine de deuxidme degré de la
somme des carrés de Jacobiens généralisés (puisque F) (E) est alors
absolument eonmnue)

Ces conséquences peuvent étre apphquées a2 la portion de sur-
face S, de erminde par la fonction continue

. | <<l
Les équations de S peuvent éire exprimées paramétriquement:
| z =1 (%)
4) =%
Yy=v

. En désignant par . V (:z:)’ la variation de f (=, y) pour m.ﬁxe et
Vi(y) la variation de f (= y) pour y fixe, on voit sans peine
que 81 S a une aire finie, il est

‘/'V; (m)d:czf., N, (s,%, 8) ds dt
- j Y (hdy = f 7 N..(s,1, 8) ds dt,

érieures et quelques résultats nouveaux dans
re dees donne M. J. Szauder dans sa Theése qui
dans le vol. VIH de ce journal.






