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Sur le prolongement des fonctionnelles semi-con-
tinues et sur l'aire des surfaces courbes.

par

Maurice Fréchet
(Université de Strasbourg).

Les définitions de 1’aire et de la longuear.

Dans sa These, M. Lebesgne a adopté la définition suivante
de Yaire d’une surface courbe: c’est la plus petite des limites vers
lesquelles tendent les sires des surfaces polyédrales qui eonvergent
vers la surface. donnée. » |
~ Si I'on essaie de retracer le chemin qui Pa conduit & cette dé-
finition, les indieations qu'il donne A ce sujet semblent pouvoir se

immer ainsi: le but est de domner une définition plus génénale
lles ot Fon suppose essentiellement l'existence et la corntinu-
ité des plans tangents et une définition qni soit aussi analogue. que
Sﬁihliﬂ hla d\?-'on de la longueur d’une courbe. Etant donnée
‘objection bwn connue de Schwarza I'ancienne méthode d’appro-
thmn l’au'e d'une surface courbe par l'aire d’une surface po-
lyédrale inscrite 1), M. Lebesgue est amené a formuler ‘une dé

ordinair qm les faxt intervenir. Il s'ex-
ve 54)‘ 291 l’on veuit qulil y ait quelque analogle

| que cette objechon s'applique méme 8i I'on ne

: ufmmy@m mhza eﬁu que les seules snrf&ees polyédrales (Ann Soc. Math. Polonaise,

t. TIL 1924, p. 229).
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entre le sens vulgaire et ia sens m B
il ne fant essayer de déf

que La smt& morm&p@ninm dae }‘ SNOUrs
t...... Soit une courbe C, considére
formées des longuenrs des hgnes ygwnm
vers C. La plus grande des limites semble est infini
est de mema de la plus paﬁte 8 C n'est pm reetifiable
&ppe]lemns lmmguefﬂr d‘e eourbe Cla plns
lesquelles tendent les longmeurs des lignes :
formément vers C¥.
Un peu plus loin M. Lebasgua
45t Yon econsidére la longuear com
peut dire que la fonetion est partout
core semi-continue inférieuremen
Enﬁn page 76, M. Lebeagne défim;
la plus pame te des aires des surfaces

| :l’est pmt é;tm’ paxs sans imbéret
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marguables — et ol il eroit pouvoir préférer & la définition par
la pius petme limite des surfaces polyédrales voisines une définition
asée comme celle de Peano sur la notion ,d’aire minima d'une

| m fée“ Et une de ses raisons est que l'on ne saurait uti-

lement -définir l'aire d'une surface dans un cas plus général gue
celui ol son expression habituelle sous la forme d'intégrale a un sens,

A notre avis la géométrie peut se permettre de préeéder I'ana-
lyse. Si par exemple une courbe rectifiable z=j{), y=yg(),
0<C#<C1 est représentée paraméiriquement par des fonetions qui
ne sont pas absolument continues nous ne savons pas toujours ce

que signifie l’mtégrale classique

5= f VF@F + O &.

Mais la géométrie peut venir au secours de Fanalyse et suggérer
définir Vintégrale |
1

de Sﬁeltjas, c'est & dire comme

de la méme fagon que I"im;,,,‘; \
la limite de

Vet =2l EI—sGBF 0=t <t..<t=1)

lorsque Ia plas graude des qua.ntltés (t,_H-»t‘) tend vers zéro. La

e I ??‘:;;:»'ewtmn dn pmcédé genéral utile da.ns
m ﬂ”amm qsttmm. Clest le proeédé de prolongement d'une

f 1 d'un p d@nné a un plns éteridu par la eonstrue»

pservant dans ,_;;@.p &bendu une  ou plnsslenrs proprletés im-
tantes d& h fane;tmm dﬂfnﬂt%
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Sur les fonctionnelles semi

La géométrie élémentaire elle méme nows fo
exemples de cette méthode, Pg,m. définir
on 1

définit la mesure des segments com
lﬂﬂgﬂﬁm, Pms on Impm i la mesure
condition @’4tre une fonetion eo yui soit égale, dans
segments commensarahles, & la mesure déji définie

Il serait naturel de définir de méme l'sire d’upe surface eomme
nne fonetion de surface qui est égale dans le cas d’ e
lyédmlﬁ 3 l'aire définie par les procédés d Lt
et qui est eontmu;e &ms ttmt le ehas
' ﬂe fehaals i fE

erfe qui va mous servir de base. propriétd men
note préaédeau citée de M. Lebesgne pourrs
mﬂler la définition mxvmm la '&"»a.ﬂz‘

seule m&nﬂm?
renonRe k h Fem ﬁn@w@m m q&ﬂ m one fonelion oo

-
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ble de trouver une suite de lignes polygonales P, convergeant vers
La hgme palygnnale P et telle que la limite des longueurs des P,
ut sapérieure & la Iongueur de P. Or il est clair que cela est pos-

~( e une fonctmn de courbe eontinue qui
est semi-continue inférieurément, qui est égale 3 la longueur ordi-
naire daus le eas des lignes polygonales et 'qui dans le cas général

n'est pas égale & la valeur donnée par la définition généralement
adnptéa.

H suffit pour construire une tello fonction de la prendre égale
ila l@mweﬁur telle qu'elle est généralement définje sauf dans le
eas de certaines ¢ourbes égales formant un emsemble parfait P et
@cmt aucune n'est polygonale, cas ot on prendra pour valeur ds la
fonction la moitié par exemple de la longueur ordinaire. L’ensem-

ble parfait P sera par exemple composé de toutes les demi eircon-

ces de rayon égal A l'unité.

Nous *myons dome quil o'y a pas lien de substituer un autre
genre de eontinuité & la semi-continuité inférienre mais qu’il n'est
pas possible d'adopter purement et simplement le premior essai in-
dﬁqmé plus haut de définition par eette méme semi-continuité infé-

1 nous suffira eependant de compléter conwuablement ce pre-
mier essai pour dommer la nouvelle justification annoncée de la dé-|

finition de M. Lebesgaa, au moyen des remarques suivantes que

nous ferons en méme temps pour la longueur et pour l'aire.

Dass ieckamp ¢ des lignes
Wy‘;«w Ia Ianguenr 1 est une

1° Dans le champ E des sur-
Jaces polyédrales, l'aire A est

v - 1 O aies
rHeS, Wyg nales

mites r@w& dire dans le champ

e ligne qui est semi-
continue nfénammt.

2° Dans lo champ f des li-
et de leurs Li-

das courk bes continues, il existe

une mmm de hgne, b, qui

’i
LRl 55 fv

une fonction de surface qui est

‘semi-continue inférienrement.

20 Dans le champ F des sur-

faces polyédrales et de leurs

limites, c'est & dire dans le champ

‘des surfaces continues, il existe
- une fonetion de surface, B qui

est sur le champ E, égale 4 la
fonction A précédemment défi-

| nie, qui est, sur le champ étendn
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a pour valeur p pmr haq

rbe continue, ¢ la plms petite
des limites des valeurs de [ sur
les lignes polygonales qui ten-
dent vers la courbe ¢, ¢'est i dire
que c'est la lo&m' AU Sens ace 5, €
généralement adopté et sous La b. du‘e Fim& au sems @e M. Le-
forme méme proposée par M |

Définitions. Il y a liea de préeiser
en indiguant exactement le seas dees ]
Une courbe eontinue et une surface continu

. 1 ‘“: ﬂ% Gg 62 (T {@:ﬂ' de AFRLE Ly
nues s, 3x rge vers mme courbe continue ¢ (@m une surface
e&nwa 3) kmqﬁﬁm pent établir en ints

wfm ¢, et ¢, on s, el
dans le @&l@m des

‘,.ww g‘ fds:e conrHes
! ‘*":m‘f«m en % f(&m &ﬁ} m 2

sur 9‘(‘1% s tend vém 5, en msﬁmm H)

sur:facse 8 pour Mueﬂe B (3) 4: G (3) ﬁa Pl'* midre oscillatioo
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férieure & la seconde et réeiproquement. Mais comme ici la plus
grande des limites de chacune des fonetions C(s) au voisinage d'une
rface gquelconque est toujours infinie, on ne peut plus mesurer
illation par un nomibre fini ni la représenter par la longueur
segment fini. On peut toutefois la représenter par une demi-
droite et alors la demi droite relative & B sera comprise dans celle
relative & C.
Démeonstration. Je ne sais ai la remarque 1° a été déja faite

. 8t prouvée explicitement; sa démonstration peut étre obtenue sans

difficulté en utilisant un modg de démonstration employé par M.
Baire dans son traité dAmﬂyae (page 206); elle sera du reste publiée

- ailleurs 1}.

. Cette remarque 1° est la seule qui nécessite une démonstration
p@m la longuenr et pour I'aire. Les deux autres remarques
peuvent étre établies par un seul et méme raisonnement. Et méme
ce rmwananﬁ peat s'étendre & un cas infiniment plus général.
C'est cette proposition générale que nous allons maintenant énoncer

SECONDE PARTIE,

ment 4 une fmxﬁﬁmnelle senj-centinue inférieurement
“ sur un emsmile abstrait,

léﬁmlﬁmm. L'aire et la longuenr sont des fonctions dont les
ariables pas des nombres et qui rentrent dans la catégorie
d@n v:ww ns appalém fonctionnelles par M. Hadamard. _
Considérons d'une fn générale une fonetionnelle 4 (s) dont
lza. vaiem* est finje et bien déterminée pour chaque éléments d'un

mble abstrait & cest & dire d'un ensemble dont nous ne préci-

. B0DS W %& natore des éléments.

n* h mmatmmté de A (s) sur E, nous devons né-
DHORAT GRe He E fmt partme d'une elasse d’é-

Fivieiid en géamétﬂa élémmttm'e, Nouvelles Annales

de mat *ﬁ@w& 1, &, HI. 1%4
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éoreme 1) que cette classe est ce qme DOUs &y
c'est 4 dire que la dérivation des ensem
tions suivantes:

a) La dérivation est -%s_‘»‘;m«vw {E-;— F}’ E’ + .
nombre fini d’éléments) est mds.

y) Tout ensemble dérivé est fermé (e-4-d. eompren
ensemble dérivé).

Bien entendu, la classe des surfaces slasse (H
quand on y adopte la définition d& 11& mvamgemm précisée précé
demment {(Selon 'usage appel s
hle E l’ezmsale des &l&

classa tem en: \:wble V (d’élémenm de Iﬁ d&m} mq“u@l % est in-
térieur. On pourrait : éma supposer qus ¥, ast un ense: yble
Soit alors 3, un élément de E’ ﬁ@é;nvé le
tout voisinege ¥, de ag inita
nant & .E
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#

On démontre facilement que le minimum de 4 en s, sur £ peut

‘#tre défini également comme la plns petite des limites de 4 en s,

sur E en appelant llm:t’ce de A en s, sur E tout nombre qui est
pour tont voisinage ¥V, de A une des valeurs limites des valeurs
prises sur les éléments en nombre infini communs & E et V..

Le minimum A, pourrait &tre infini, mais dans ce eas il serait
infini d'un ':»& déterminé. Pour simplifier le raisonnement consi-
dérons d'abord le cas ot le minimum A, est partout fini sur EY,

cest en pa.rbwﬂher ce qui aurait lien si 4 était borne sur E. Ceci
étapt mous voyons gue A(s) étant définie sur E, son minimum A4, (s)
est bien défini - e E' dérivé de E.

Prnﬂmagement. Oﬂ pml rait &ire tenté de comsidérer 4, comme
prolongement de A sur E'. Cela n’aurait d'intérét que si E' n'était

pas lmapamfa de E, c'est-i-dire si E pn'était pas fermé Mais si K
n'est pas fermé, il peut arriver que certains éléments de E soient
communs & K et E et alors si 4 et 4, sont les valears d'une
méme fenction sur E et sur E’, ces valeurs doivent 8tre égales sur
Vensemble K. £' commun & E et & E"

‘Donc nous sommes amenés & ne considérer A, comme le prolon-
gmaﬁtﬁ daﬁwﬁ”qwszlﬁEnestsfemé.?"zi&st&mc@m—
tinue inférieurement sur T, c'est-d-dire est égal 4 son mini A,
partout oh celui-ci est défini en méme temps que lui e&st»hpdire
sur E E.

,;;“

antes mais il est moins

nditions nécessaires sont s
éﬂt qm’xl ne paraif, qu'elles le soient.
ﬁ@u& prolongeons l'ensemble E; nous le remplagons par l'en-
semble F=E - E' et nous substituons & 4 une fonctionnelle que
nous pouvons désigner par B{s) et qui est définie sur F comme
égale sur E & 4 et sur F' A son minimum A,.
Pour que la fonetionnelle B puise étre eonsidérée comme le pro-
tent de 4 sar F, il fant évidemment qu'elle garde sur ¥ la
mété atmimée jusqu'iei & A4 sur E, & savoir d’4tre semi-con-

st vra qma 8l &. appartient & F' — ¢est & dire & E’ — chaque
limite de A en s, sur Eeaﬁsansmm—pmsqueB A sur E— une
limite de B en s, sur E-} E’. Mais cela proiive seulement que
AE:%&}), {ag) et par con~éqnent que B(s,) >B,, (So) n faut‘
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qu'on a By(s,) =hm I(x,},oﬁs,,s,,,m Spyenn mt des &lémen
F dlmm et ew gesioe:d ‘l, bien ane : %wm" &Y
aurai hml(@.)—-m,ﬁ(@ &tp@r m!%te

B,. ‘(-&,) serait une desa
mant au besoin les pr ate. la suite d
4 E' et chacun d'eax ant intérienr ﬁ V , ﬂ y aurait un voisinage
¥V, de s, appartenanta ¥, Ufoa B(s,) Ag{(s), i y 3

TC* un élément s, de E tel que SB(s,)—-— (s,)%<—-—

l@n«c B(s,) semt encore des L
1R ]133 a&ux ﬁ&; pouar N

dot By (3,) = B {sg), ﬁeﬂt a

-

fene@nt sur F.

il nous nv-e seule
semi-continue inférieurement
sur ‘E7 a mvoir B{Q}. Ms

r A(s} Iemsem&e« aéﬁesa v}‘_-, :

mmmme sur I La fonction 4 {s)
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partenant & aucun des intervalles (E-m——— =4+ = ) ohag— est un

nombre rationnel quelconque (p <g) et H l"ensemble des points
intérieurs & I'un de ces intervalles, M. Borel a montré que l'ensem-
ble & existe ot est méme parfait. Prenons C{s) =f(s) sur H et
C(s)=s(3) — 1 sur G. Comme H comprend E, C(s) est bien égale
4 A(s) sur E D'anfre part comme G existe et comme C(s) < f(8)
sur G, la fonetion C (s) est bien distincte de B (s). Il reste & mon-
trer que C(s) est semi-continue inférieurement sur F cest & dire
partout sar 1. En effet si s, appartient 4 H, s, est intérieur & un

ervalle entidrement composé de pumts de H. Done C(s) et / (5)
solncident, non seulement sur sz, mais davs tout intervalle asses

it eomp: »,ami; .sa Pa:r sauite Gi (a) ast s&ni~coni1ue inférieurement

. G, w-uen G est p&rfmt, 11 v a dans tout mtervalle comprenant
8;, des peints de G. Donc si cet intervalle est assez petit, C (s) sera
en chacun de ses points égal & F(s) ou f(§) — 1 et par suite voisin
de f{s,) ou de f(s,) — 1 et il contiendra stirement des points olt C(s)
sera voisin de f(s,) — 1. Done le minimum de C(s) en s, est f (s,) —
~1=0C(s,). Ainsi ({(s) est bien semi-continue inférieurement sur tout F.
- Cependant nous voyons hien sur cet exemple méme que la fon-
etion B(s) convient. mieux qle C(s) pour représenter le prolonge_
ment de A(S)
Quelle est 52 sapémcmé dans le cas généraal elle tlent a ce que
dest la moins discontinue de toutes les fenctions C(s).

Pour expliquer ce que nous entendrons par la et pour le démon-
trer en revenant au cas général, faisons d'abord quelques remarques.
- Boit C(s) une queleonque des fonetions semi-continues inférieu-
remept sur F=E -} E’ et égules & A (s) sur E. (Il en existe an
m«n&m une, & savoir B(s)). Soit s, un élément de ¥ = E’. Toute
limite de A(s) en &, syr E est une des limites de C(s) en s, sur F,
e’ par ie de ¥ sur I&quelle C=A. ‘

'l a8 émm aﬂ(%)g C"(3y) ot Az(85)=> Celsy), 0u B (s,) == C (so)-
Comme on a sar E B=C, on voit gu’on a partout sur, F ‘

CE<B()
] :%%te qu'en a aussi C7(s,) < <B (3‘,) en tout élément g,

digx i ; R |: ]

A‘(%J C7 () << BF(so}



B’ (s,) est une des limites dess valeurs prises par B,
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Nous aurons pmuvé l@hﬁé d@ oes ﬁrm.ﬁ qmméa g nous

Il y aurait an moins roisinage
supéricure de 4 sur E. ¥, fut inférieure

ant & F. V7, et tel gue B(ﬂ‘}>l.
- :-wnw o de E V

un élément au moins ¢ apparte

= B{e) > 1. bie: partion

damee qme V es:t m ﬁ

4 Comme B(o)= m«), B@

les  my v&kem-s P‘ ines | :

suite sar E. ¥,. 1l ¥ & Gone an poins

sur lequel A(u’) > I. Dans les deax eas la borne

sur E. V, serait supérieure ou égaie 2 { ol ¢on
Amsx nons avoms biem prouvé qu&a ﬁwt

A’(&a}" € (5) = B'(8).

'nﬁﬁa parb sapériear

. de U 8 a0 mMOolns |

‘ ajsamwr en outre qu'elle posséde & un certs
: es diseor Mamé@ gue A’m %’W %ﬁ 'vr.f soit définie
e M FWWM a en tout cloment g, Ge .

- i%}-—Bm(%}”‘A"‘m}“Ax{%}“
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On peut se placer & un premier point de vue. On peut considérer
une fcmationnelle comme bien définie si en certains éléments de son
champ d'existence on lui attribue une valeur infinie d’un signe détermi-

né. Alors les résaltats précédents subsistent sans changement.

Ou bien on peut désirer n'envisager que les fonctionnelles qui
ont en tout élément de lenr champ d’existence une valeur finie.
Alors le prolongement de 4 (s) ne sera possible au dela de E
que sur la partie de E' ok A, (s) est fini, Appelons f l'ensemble
des éléments de E et de ceux des léments de E' oir le minimum de A
sur E est fini. Et soit b (s) la fonctionnelle égale 4 A (s) sur F et
a Ay(s)sur f. E. Si I'on revoit les raisonnements précédents, on voit
qu'ils s'appliquent anssi bien b. b(s) et f qu's B (s) et F Senlement
Pensemble f n‘est pas nécessairement fermé et le maximum & (s) de
b en g sur f peut &ire infini. Dans ce cas, en dxsant que b (s) est
la moins discontipue de toutes les fonctionnelles ¢ (s) semi-corti-
nues inférienrement sur f qui prolongent A (s), om entendra que
¢ (8) << by (8) puisque ¢ () et b/ (s) étant égaux A ~+- oo, aucune des
deux oseillations ne peut plus étre mesurée par un nombre fini,
G’a&t en particulier ce qui se passe pour la longueur et pour
Prolongement d'une fonctionnelle continue, Nous dirons qu'une
ftmemm&d}m V(s) est continue sur un ensemble @ si elle est semi-
continue & la fois supérienrement et inférieurement sur G'; c'est &
tire si 1m1 s en t@mt élément s, de @.G": .

Vﬂ{%) = V(&a) &t VG‘{%) = I'f(sgn)x;

dire encore si ¥ a une seule limite en 8 sur G et si cette
Hmita est égale & ¥ (g,). |

Juelle que soit la fonctionnelle 4 (s) définie sar une partie F de -
G comme égale & V(s), on aura évidemment en tout élément 8y de E'

(QL | - Valeo) < 4e(s) << A%(s) << < V4(50):

Si done A(s) pewt #tre prolongée de E sur G par une JSonction-

'mﬁ& V(s) continwe sur @, A(s)_ elle méme est continue sur E. Car

des égalités (1) et (2)
Ax(xu)g-'-.-_-ﬁ- A*(8,) = V(sq) sur G. B

Comime, sur -E; V(su) == A(so)’ on a sur E.E: 3(80) = A;(sb) =
= A”(&e) | |
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de F nnm qma 8 G qud mmpmnd E est pm ﬁams
F_E+ E”; G’ qui comprend E’ sera compris dwa F'=F
done G’ est identique & E’. Alors daprés les égalités (3
devra avolr, si V existe:

Agls) = 4%(s,) sur G.E°."

Done: il pe suffit pas que A(s) smt continue sur E W wfm
puisse prolonger A par unme fonctiomnel

plus btendu; zl faut encore qu’m
E q'ﬂl eux, y I’t &éﬁms, soienl cgamw

du champ F’ E + B 'aqme dans cette partie a& Awﬁ(@-—ﬁ“{w),
Appelons Hlément normal relativeme snsemble E et & ia fe~
twu&ﬁe A(s) continne sur E, tout élément s, gui a o

ou qui, appartenant & E', ess t& qme Jﬂ@(&a}wﬁ“{ 8)
Fmawblg de tels déments. Si le prolong ) '

$ dans Fg - qm

onnelle ekm*ahée,, V(s), y est i@ minée
dlément 2, &.a E*’ F .

ymtinue B{S} . fonetionnelles
gales A sur Ea % é‘ Ja

neﬁea«lawtte
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Bien entendu le prolongement ne sera effectif sur F, que si F|
déborde E ce qui n’a pas lieu nécessairement, Mais #il n’a pas
lien on est d'autre part certain qu'on a atteint sur £ lui méme le
shamp maximum d'extension de la fonctionnelle A (s) continue sur
E par une fonetionnelle continue sur une partie plus étendue de
F=E-} E.

17 Janvier 1924..






