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Komplementire Halbgruppen
' Kongruenzen und Quotienten -
von

Bruno Bosbach (Bensberg *)

1. Kongruenzrelationen in komplementiren Halbgruppen. Im folgenden
sollen die Kongruenzrelationen der rechtskomplementédren und der kom-
plementiren Halbgruppen dureh charakteristische Teilmengen gekenn-
zeichnet werden. Hierzn definieren wir zunfchst in rechtskomplementéren
Halbgruppen als Halbideal jede Teilmenge I, die der Bedingung geniigt:

(i) aclsb<>abel
Geniigt I zusitzlich der Bedingung
() (a%a)(a’ %a)(bRb)(b'%b) eI = (a%b)%(a'%b') I,

50 nennen wir I ein %-Ideal. Wir zeigen als erstes, daB eine Teilmenge
ans S schon dann ein #%-Ideal ist, wenn sie neben (ii) die Implikation
ael>b = abel erfilllt. Bs gilt ndmlich unter diesen Voraussetzungen:

(1) ael = (b%b)(b¥%b)(L%a)(a%l) el
= (b%1)%(b%ka) e I
=>1%(b%a) el
=>b¥%ael

= ab eI = (ab%1)(1%ab)(ab¥%a)(a%ab) e I
= (ab%ab)%(1%a) e I
=>1%(1%a)el
=>1%a=ael
Ala¥%1)(1%a)(1%b)(b%1) el
= (a%1)%(1%b) eI
=>1%(1%b)el
=>1%b=>bel.

* Albertus-Magnus-Grymnasinm. Diese Note schlieBt sich nahtlos den Unter-
suchungen in [2] an und kann als deren 6. und 7. Paragraph aufgefaSt werden. Eine
Note iiber Axiome, Polynome und Restklassen wird folgen.
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Bs folgen nun zwei entscheidende Hilfssatze fiir die Charakterisierung
der Kongruenzrelationen (rechts-)komplementirer Halbgruppen. Zunéchst

gilt:
(2) Ist = eine Kongruenerelation in S beziiglich - und ¥, so bildet die
Klasse [1] ein %-Ideal, und es gilt a = b<=(a%b)(b%a) ¢ [1].

‘Wir haben nimlich:

e=1=b=>ab=11=1,
ab=1=> a=1%a
= ab¥%a
= b¥%(a%a)
=bixl=1
= b=1b
=ab=1
und damit
(a%a’)(a'%a)(bRD)(D'%b) =1 = a%a’ =a'%a =bxd' =b'%b =1
> a=a(a¥a’) = a'(0'%a) =a
A b =Db(b%b") = b'(b'%b) = b
= (a%Db)%(a' %b') = (a%D)%(a%kb)
' =1%l=1.
Weiter folgt
a=>b=(a%d)(b¥a) =1
=>a%b =1 =b¥%a
=>a=a(a%b) =b(b%a)=0>b
(8) Ist I ein %-Ideal, so liefert die Festsetzung a = b <= (a%b)(b%a)el
eine Kongruenzrelation in 8 beziiglich - und % mit [1] = I.
Denn
lel =agael
=>(a¥%a)(a¥%a) e
>a=a
a=0b=>a%bel>bx%a
= (b%a)(axd) el
bNb =gq
a=bAb=c = (b%a)(axh)(b*c)(cxb) el
= (b%b)¥(axec) eI
=>1%(a%e) =a%cel
>a=bAb=c=>a=c¢
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Weiter gilt
a=a'Ab=Db" = (a%a’)(a %a)(b¥b)(b'¥b) el
= (a%b)¥%(a'%b') eI,
also
a¥%b = a’'%b’
Schlieflich ist hiernach gegeben:

a=a = ab¥%a’d = b¥(a¥%a'b)
= b¥%(a'%a'd)
=ab%a'b=1el
und
b=1Db" = ab%ab' = b¥%(a¥%abd’)
= b/ ¥(a%ab’)
=ab'%ab’ =1el,

womit alles gezeigt ist wegen
ael<=(1%a)(a%l) el <=>a=1.

Im folgenden sei 8 komplementér. Ist dann = eine Kongruenz-
relation beziiglich -, % und :, so ist die Klasge [1] sowohl ein ¥%- als auch
ein :-Ideal. Dariiberhinans gilt a ¥b e[1]<=b : a €[1] wegen:

(4) a%b =1 =a(a¥b) =a
=>((b:a)a=a
=>b:a=1.

Wir wollen nun zeigen, dafl auch umgekehrt jede Teilmenge aus § mit
(i) abel<=>ael>b

und

(1ii) a%bel «=>b:ael
eine Kongruenzrelation von 8 beziiglich -, % und : liefert bei der Fest-
setzung a = b <= (a%b)(b%a) « I. Hierzu geniigt der Nachweis, daB jedes
Vollideal, wie wir diese Teilmengen nennen wollen, sowohl ein %-als
auch ein :-TIdeal ist, was sich aus Dualitétsgriinden schon aus den beiden
folgenden Hilfssiitzen ergibt:

(5) a¥belIsbge = a%e < (a%b)[(a%d)*(a%c)]
= (a%b)[a(a%b)%e]
= (a%Db)[b(b¥%a)%kc]
= (a%b)[(b%a)%(b*c)]
< (axb)(bxc) eI

1*
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und
(6) (a%a’) (0’ %a)(b%b) (' %b) e I =
= (a%d)%(a'%b) e I > (a' %b)%(a'%b’) .
Denn
(a%D)%(a’%b) = a'(a%b)%b
A b:a'(a%b)
=[b: (a%b)] +a’
<a:a'el
und
(a'%b) %(a' ®b") = a'(a’ %b) %’
<b¥b el.
Es wird noch von Bedeutung sein, daB sich die Vollideale einer jeden

komplementiren Halbgruppe auch rein multiplikativ charakterisieren
lassen mittels der Bigenschaften:

(i) abel <=>ael>b
und
(iv) al = Ia.
Denn gelten (i) und (iii), so folgt fiir # I die Beziehung
ar = a(a%ar) = (ax: a)e mit aw:ael,

also oI C Ia und analog ergibt sich aI D Ia. Sind umgekehrt (i) und (iv)
erfiillt, so gilt

a%bel =a(akb)=a2a=(b:a)a mit

gel >b:ael,

und analog erhalten wir b:acl = axb el
Neben den Kongruenzen werden bei weiteren Untersuchungen Rechis-
kongruenzen eine groBe Rolle spielen. Aus diesem Grunde beweisen wir:

(7)  Ist 8 eine rechiskomplementire H albgruppe mit b (a%b) = 1, so lassen
sich die- Rechiskongruenzen von 8 beziiglich - und % eineindeutig den
Halbidealen I aus 8 zuordnen vermoge der Festsetzung @ = b <=
(a%b)(b%a) e I, und es gilt auch hierbei I = [1].

Denn die Festsetzung von = liefert eine Aquivalenzrelation, wie man

in Anlehnung an (5) leicht nachweist. Diese erfiillt weiter:

b=0b" >ab=ab
und

b=0b =a%b=axbh
wegen

abxab’ = b¥%(axab’)

<b%b' el
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und
(a3%D) % (a%b") = a(axb)%d’
= b(ba)xd’
= (b%a)¥%(bxb")
<b%b el
Dabei gilt

ael <= (1%a)(a¥l)el<==>a=1.
Tst umgekehrt = eine Rechtskongruenz, so folgt

a=l=b=>ab=al=qa=1

“und

ab=1=>a=a(a%l)=a(a%ab) =ab =1
Ab=Db(b%a) =a(a¥%b)<ab=1,

s0 daB [1] ein Halbideal ist, und es gilt die Implikation:

a=b = (axb)(bxa) = (axb)(b¥b) = aka =1
>a¥%b=1=b%a
=a=a(a%b) =b(b%a)=b.

Bevor wir den Hauptsatz dieses Paragraphen aussprechen, erwihnen
wir noch eine Charakterisierung der Kongruenzen und Rechtskongruenzen,
die spidter von Bedeutung sein wird. Bs gilt

(8) Ist 8 eine komplementire Halbgruppe und = von I erzeugt, so ist
=b gleichbedeutend mit albe, Ab|ae, fiir mindestens ein Paar e, e,
aus I.

Denn a =b = alb(b%a)rbja(a%b) mit a%b € I > b%a und albe =be%ka
= e¥(b¥%a)=1 = b¥a <e.

Ferner sei noch darauf hingewiesen, daf jede von einem Halbideal
erzeugte Rechtskongruenz auch treu ist beziiglich v, was a fortiori gilt,
und gegebenenfalls beziiglich ~; was ans

(@ b)¥(a~b')=T[a%k{anb)]u[bg(anbd)]

folgt. Hiernach formulieren wir

Sarz 1. In rechiskomplementiren Halbgruppen lassen sich die Kon-
gruenzen beziiglich - wnd % eineindeutig den %-Idealen zuordnen, -die
Jjeweils der Klasse [1] enisprechen.

Analog lassen sich in komplementdren Halbgruppen die Kongruenzen
beziiglich -, % und : eineindeutig den Vollidealen zuordnen.

Schlieplich lassen sich in komplementiren Halbgruppen die Rechis-
kongruenzen beziiglich - und % eineindeutig den Halbidealen wuordnen.

Dabei ist das erzeugende Prinzip stets a = b <> (a%b)(b%a) ¢ L.
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Fiir das folgende ist noch ein Ergebnis wichtig, das wir mit Hilfe
der r-Ideale erzielen. r-Ideale sind definiert mittels a ¢ R = a8 C R. Sie
bilden in komplementiren Halbgruppen ihrerseits eine Halbgruppe be-
ziiglich der Komplexmultiplikation und erfiillen auch die iibrigen Ideal-
eigenschaften, doch ist das hier nicht wegentlich. Von Bedeutung ist
dagegen die sogenannte Rees-Kongruenz. Ist R ein r-Ideal, so wird sie
geliefert durch a=?b<=>a=>bvaeR>b. Das homomorphe Bild ist
dabei nicht notwendig komplementéir, doch gilt

Sarz 2. Ist 8 eine komplementire Halbgruppe, I ein Halbideal und
R=28—1, so liefert die Reeskongruenz nach R einen Homomorphismus
beziiglich der Multiplikation auf eine komplementire Halbgruppe S, und
es gili fir die a und b auperhald von R die Gleichung a¥b = a%b und ganz
entsprechend @7 b= a: b.

Der erste Teil ist fast evident. DaB § komplementir ist, folgt fiir
die Restmengen von Halbidealen daraus, da8 Halbideale operativ vollig
abgeschlossen sind, so daB8 hei der Bezeichnung von. R mit 0 in S die
Gleichung 0=a%0=0:a=0 gilt. .

Ferner konnen wir zeigen v

Satz 3. Ist 8 eine ~-abgeschlossene komplementire Halbgruppe und u
ein idempotentes Blement aus 8, so liefert die Festseteung a =5 <=4~ a
=% b eine - und ~-treue Kongruenzrelation beziiglich der Multiplika-
tion auf die komplementire Halbgruppe der Tesler vom w. '

Denn offenbar ist = eine Aquivalenzrelation. Ferner gilt nach
[2]36, 46] (v ~ a) (4 ~ D) = % ~ ub ~ au ~ gb = (1 nanbd)nab=u~ab
und nach [2[37] (¥ ~a) U (u ~ b) = u ~ (@ v b) sowie a fortiori (u ~ a) m
AN(unbd)=un(anb).

Die bisherigen Resultate sind grundlegend fiir die Entwicklungen
in [3]. Wir gehen jetzt noch ein auf Eigenschaften der Kongrnenzen, die
von tiefgreifender Bedeutung fiir die Struktur der komplementiren Halb-
gruppe sind — man vergleiche etwa [1] Chapter 7], aber im folgenden
keine Rolle spielen. Hs gilt der

Zusarz. Ist 8 eine Tomplementire Halbgruppe, so bilden die Kon-
gruenzen einen distributiven Verband und es sind Jje zwei Kongruenzrela-
tionen miteinander vertauschbar.

Der erste Teil folgt aus ¢ < ab = ¢ — (c:D)(e:b)%c] mit ¢: b < a
und (¢: b)%e <b, da dies I, v I, = I, I, badeutet und de AB~ AC = ab
Zzd<ac(acA,beB, ceC)=>a: (a¥%d)e AnaxdeBn (.

Gilt weiter

e=a(l) und o=,
S0 existieren wegen I,I, = I,I, Blemente e¢,, f, in I, und e, f, in I, mit
der Eigenschaft
Wifs>a,

aese; >b  und
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woraus mit
y = [ae; : (bf%ae)] U [bf) : (ae%0f1)]

die zweite Behauptung aus Dualititsgriinden folgt wegen

y<a€2 »tl*y<€2

und
y¥a < [ae, : (bfi¥%ae,)]%a <bfi%ae, < fre.

2. Konstruktion der Quotientenhiille komplementirer Halbgruppen.
Die komplementire Halbgruppe erweckt den Hindruck einer gewissen
Enge, insofern sie a fortiori eine positive Halbverbandshalbgruppe dar-
stellt. Tatséchlich 148t sich jedoch zu jeder komplementiren Halbgruppe
mit nichttrivialem regulirem Anteil R eine echte partialgeordnete Quotien-
tenerweiterung konstrnieren, in der jedes b € B invertierbar ist. Um diese
Note selfcontained zu halten, entwickeln wir die Konstruktion in glO)
und (11) ab ovo unter Ausnutzung der besonderen Gegebenheiten, weisen
jedoch darauf hin, daB die Ewistenz einer Quotientenhiille aus einem all-
gemeineren Satz von Mnrata folgt. Bs gilt:

(9) Ist T eine Oberhalbgruppe der komplementiren Halbgruppe S mit (.267'
Figenschaft, daf jedes beR ein Inverses in T und jedes aeT etne
Darstellung o= ab™ oder a="b"a in T mit ael, beR besitet,
so ist T isomorph zu jeder anderen Brweiterung von 8, die ebenfalls
diese Higenschaften besitzt.

Zunéchst gilt
bla = (a%b)Hb%a) = (b%a)(a®b) ™,

50 daB jedes a eine Darstellung ab™ mit teilerfremden Elementen a, b
besitzt. Weiter ist bei beliebiger Darstellung

abled™ = a(b¥%e)[d(c¥b)T™
und schlieBlich gilt

abr=cd == (a:D)(b:ay = (c:d)(d: )
<= (a:b)(e:d)y=(b:a)(c:d),

woraus sich nach [2|43] ergibt d:¢=1"5:4 und a: b= c¢: d. Somit gilt
in allen Strukturen der betrachteten Art die gleiche Verkniipfungsregel
und dieselbe Gleichheitsbeziehung, was die Behauptung beweist. ‘
LBt sich zu einer gegebenen komplementéiren Halbgruppe' 8 eine
Quotientenhiille konstruieren, so ist diese his auf Isomorphie eindeutig
bestimmt und ihre Multiplikationsregel ist anf Grund von (9) gegeber'l.
Von diesem Sachverhalt lassen wir ung im folgenden leiten. ~Bevor wir
die Konstruktion jedoch durchfithren, erwihnen wir, da8 die T'ellerrelatlon
in diesem Paragraphen susschlieflich durch < symbolisiert wird und daB
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| sbets das Bindeglied eines Elementpaares darstellen soll. Nach dieser
Festsetzung gilt:

(10) Im Bereich P aller Paare alb mit a € 8, b e I liefert die Festsetzung
alb o cld = a(b¥%c)|d(c%b) eine assoziative Operation.

Trivialerweise ist ajb = a|l o 1|b. Weiter folgt hieraus schrittweise

(a]b o 2[1) o cld= a(b*w)&m*b) ocld
o (b %) [(w%b) %cld[c % (2 %D)]
= a(b%wxc)|d{zc%b)
= a|b o xc|d
= alb o (x|l o c|d)
(a]b o 1]y) o eld = alyb e cid
a(ybxe)|d(c%yd)
= a[b%(y%e)]|d(c%y)[(y %e)%b]
= alb o (y%c)|d(e¥y)
= alb o (1]y  ¢|d)
und hieraus ergibt sich bei Kombination der beiden Sonderregeln:

(alb o x|y) ocjd=T[a]bo (@1 1}y)]ccld

= [(a|b o 2]1) e 1|yl o c|d
(albom|1) o (1]y o cld)
alb o[zl o (1|y o c|d)]
alb o [(#|1 o 1ly) o c|d]
=albo

I

[2]54]

I

[2(54]

I

I

I

(@ly ° old)

(11) In P liefert die [Festsetzung alb=cld<=a:b=c:
=d: ¢ eine Kongruenzrelation beziiglich der Operation o.

dAb:a

Die Relation = liefert a fortiori eine Klassenzerlegung von P. Weiter
gilt 2 el <= axlbr =alb wegen ax:bz= (az:x):b=a:b. Daraus
folgt aber:

ax|by o ¢|d = ax(br¥c)|d(c¥bz)

ax[x%(b¥%c)]|d(c%b)[(b%e) %]
a (D %0)[(b%0)%@][d(c%D)[(b%e) %]
a(bxc)| d(c*d)
alb ocld
a(bc)|d(cKkb)
a(b%0)[(c%D) %y d(c%D)[(c%b)%y] (y « B)

(

(

[2]54]

w oo w

a(bxe)[(c%D)%ylldy[y % (c%b)]
@ b%m)ldy(cy*b)
ocyldy ,

!I) I o om
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was
alb = a'|b’ A ejd = c'|d’
»albna]d_(a Hld: a) ( :
$B(B @) o (e
=aq 1b’ o'\’

a)(d : )
@)@ : o)

zur Folge hat.

Es erzeugt also = ein homomorphes Bild zu P beziiglich ¢, und dieses
homomorphe Bild soll im folgenden mit @ bezeichnet Werden Die Ele-
mente von @ sind demmnach Klassen von P beziiglich =, die wir im all-
gemeinen mit griechischen Buchstaben benennen. Offenbar bildet dabei
die Menge aller Klassen, die von Paaren der Form a|l reprisentiert
werden, eine zu 8 isomorphe Unterhalbgruppe von @ wegen

a|lobll=abll wund al=bl<za=a:1=b:1=b.

Ebenso bildet die Menge aller Klassen, die von Paaren der Form 1b
erzeugt werden, eine zu B antiisomorphe Unterhalbgruppe von @ wegen
1polld=1db und 1Pp=1ld<=>b=>b:1l=d:1=4a.

Ferner gilt
1Upodl =111 =bjp =

=h[1c1)d und 1jloalb=qalb=alp-1]1.

Aus diesem Grund konnen wir die abkiirzende Bezeichnung o« fiir die
von a|l erzeugte Klasse und b~ fiir die von 1|b erzeugte Klasse einfiihren,
so daB wir fiir die Klagse von a|b auch ab™, fir ab™ o cd™ auch abcd™
und = statt = setzen konnen, ohne daB dies zu Komplikationen fihrt.

(12) In Q liefert die Festsetzung o < f <= azw= f eine w-abgeschlossene
monotone Partialordnung.

Denn es gilt:
ab 'z = a(b¥x)(z¥b)
= a(b%)[(2%D) %] [(2%b) %D {x%b)™

— a(bab)b~
= [a(b%ab) : a]ab™*
und:
yab—' = a(a%ya)b™*
= aeb* mit 2z = a¥%ya
= a(b¥b2)b"

albx(be : b)b]b~

alb(bz : BYIT((be : b)%b)RbIH
= a[bx(bz : B)I[(bz : b)%D]™

= ab bz : b),

Ii

I
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50 daB die Bxistenz emes 2 mit ez = f dquivalent ist mit der Existenz
eines y mit yo = . Hieraus folgt unmittelbar, daB < reflexiv, transitiv
und beidseitis monoton ist, d.h. a <p = ay < Pyaya < yf. Gilt weiter
wya = a, so folgt fiir ab™ € « die Implikation ywe = a = sa = a = Ta = q,
was die Antisymmetrie sicher stellt. Zu zeigen bleibt somit nur noch,
daB @ v-abgeschlossen ist. Hierzu seien ab™ und cd™ zwei Elemente
mit anb=1=c¢nd und ab* <ed™™. Dann folgt ad <bc und damit
a<cund d <b = b <d* Haben wir umgekehrt « <e¢ und b < d™,

so gilt a fortiori ab™ < ¢d™. Das bedeutet insgesamt, daB (a v ¢)(b~d)™.

=ab ™t Ued™? ist, da mit a nb=1=cnd auch (avec)n(bnd)=1
gilt. Speziell bleibt demnach jedes @ b aus § erhalten.

Nach (12) ist @ ein Halbverband. Der néichste Hilfssatz stellt eine
Beziehung zwischen der Multiplikation und der Vereinigung in ¢ her:

(13) Hs ist in Q das Gesetz erfilll: a(f v p)d= afd v ayd.
Zur Herleitung zeigen wir schrittweise:

(i) y = artu
s>y >adp
: == y>(av o
(i) oy zaleua™P
<= y 2o avph) siehe (i)
(i)  yab™ U yeb™ = (ya v ye)bt
' =y(aw )b
= y(abt v cb™)

(iv) a7y U Ty = a(bxy) (y%b) U e(bxy) (yxb)
= [a(b%y) v c(b%y)](y %)™
= (a v o) (b¥y) (y%b)™
= (avw )by
= (abr v b ™y

) ab 7 = a(bd)(brd) "  fir de R
=a(bRd)(d v d)™*

. Beac]}ten wir nun, daB auf Grund von (v) je zwei Elemente aus @
gleichnamig gemacht werden konnen, so ist nach den iibrigen Teilgesetzen
alles gezeigt.

Fiir m—abgeschlossene 8 gilt iber (13) hinaus

(14) Mit 8 ist auch Q ~-abgeschlossen und es ist in diesem Falle @ eine
volldistributive Verbandshalbgruppe.
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Die ~-Abgeschlossenheit folgt analog der w-Abgeschlossenheit und
esgiltfir a nb=1=¢ n d die Gleichung ab™* ~ned™ = (a ~n¢)(b v @)™
Hieraus ergibt sich weiter unter Beriicksichtigung von a nb=1=¢nd
>@ano)n(bud)=1firanb=1=cnd=1=g¢gnk:

a7 n(edr gk Y =abta(cng)(dn k)
=[an(coglldbv(@nk)]?
=[anc)ulangllbwd) n(dok)]l™?
=(@ne)budtui@ng bk
= (a2t ~ed™) u (ab™ A gk .

Wir sahen, daB die Quotientenhiille bis auf Isomorphie von § be-
stimmt ist. Der nichste Hilfssatz wird zeigen, daf sich diese Eigenschaft
auf die Kongruenzen iibertragt. Genauer gilt:

(18) Ist = eine Kongruensrelation in S beziiglich -, % und :, so lipi
sich = ausdehmen auf Q beziglich -, « und — gegebenenfalls — be-
ziiglich ~. BEntsprechendes gilt fiir die Rechiskongruenzen. Ist 8|1 sogar
linear geordnet, so gibt es keine anderen Klassen beziiglich = als die
von den a8 und den b mit b e R erzeugten.

Es sei I das = erzeugende Halbideal. Setzt man dann a = f genau
dann, wenn es ein Paar , y aus § und ein Paar e, e, aus I gibt mit az = fle,
und fy = ae,, so ist diese Relation in @ transitiv und wegen 11 eine
Aquivalenzrelation, denn

aw = fe; Ay = yes = am(e,%y) = ye(y¥e) -

Ferner ist die erklirte Relation a fortiori rechtskongruent und, falls I ein
Vollideal ist, sogar kongruent beziiglich -, da dann fir b e R wegen be,
= ¢,b <= e,b~" = b, folgt ol = Ia fiir alle ae@.

Bs ist weiter = auch eine Kongruenzrelation beziiglich v, denn wir
diirfen analog (13|v) annehmen, daB o« =z""a, § = % wnd f = xb’
ist, also § = ' = b =b’, was nach sich zieht:

avp=aravath=aNauwb)=aavb)=2"av ™ =avf.

Analog beweisen wir die Behauptung fiir ~, falls 8 ~-abgeschlos-
sen ist. N

Ist schlieBlich /T linear geordnet, so folgt aus bla = (a%b) 1(b*q)
= (b¥a)(a%b)™, daB jedes « in einem [a] oder einem [6~] liegt. Damit
ist dann aber auch gezeigt, daB @/ linear geordnet ist bezliglich [¢] <[A]
<= [f] = [ax].
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Nachzuweisen bleibt demnach, dafBl es keine weitere Ausdehnung
von = auf Q gibt, Wwas anch fiir den Fall, da8 = nur eine Rechtskongruenz
Dbeziiglich - und % in § ist, durch die Aquivalenz bewiesen wird:

c=cd<>(@: 0= (c:ayd<==>(c:a)b=(a:c)d.
(15) Hefert fiir Verbandsgruppen noch das wichtige Ergebnis:

(16) Bs gibt keine anderen Rechtskongruenzen in Verbamdsgruppen be-
ziiglich - und o als die Ausdehmungen der Rechiskongruenzen ilires
Kerns beziiglich - und %. ’

Denn dies folgt aus (15) und az >b <=z >a b=z >1uva™b
<= a¥%b=1v ¢'h, was fast unmittelbar die Rechtskongruenz be-
ziiglich % in § impliziert.

Durch die Quotientenhiille @ ist S eingebettet in eine sehr spezielle
Halbverbandshalbgruppe. Diese ist jedoch weder notwendig kommutativ,

noch notwendig ~-abgeschlossen, noch begitzt sie notwendig zu jedem.

Paar «, f ein a¥%f mit ay > f <= y > a¥%f. Umgekehrt ist der positive
Kern der DLR-Semigruppe von Swamy komplementir und es bestimmt
dieser Kern die Struktur der Halbgruppe vollstindig, da jedes o von
der Form ab™ ist, wegen a = a(a ~ 1) (a ~ 1) und der Gleichung:

aan)TAal=conly P Anan(eanlr=(ananl)(an 1)
=(anl){an)F=1.

Wir kliren abschlieBend die interessante Frage, wann @ eine inverse
Halbgruppe darstellt. Interessant ist eine solche Untersuchung deshalb,
weil sowohl Verbandsgruppen als auch Boolesche Ringe inverse Halb-
gruppen sind. Das Ergebnis rechtfertigt die besondere Herausstellung von
Satz 14 in [2]. Es heiBt:

(17) Die Quotientenhiille Q einer komplementiren Halbgruppe S ist genau
dann invers, wenn S das Awiom IR erfillt.

Sei zundchst ab™ idempotent und a ~ b= 1. Dann gilt:

ab™ = (ab™)?
= a®~b™ [2]43]
a= a?™*
a* = ab
[2]43]

ab™ = ab™ !
a=ab *
ab™ e 8

=
=
= a=q
E=
=
=
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Ist weiter
alz)a=a mit zny=1
und
(@ ya(ey) =27y,
so folgt
o ya = (a7ya)* € 8
> Yyaz=x
> w<a=a=ar"el [2]43]
sowie
ya'y =y
= Y=
und
ar e =a

= a'ya=a
> yay = a
> Y=z
= z(z yayr™)
=az™,
so daB wir ¢ = (s )@ mit idempotentem az e § und regulirem v ¢ R
erhalten. Gilt mmgekehrt Axiom IR, so 1Bt sich a zerlegen in wp mit
idempotentem u und regulirem v und es gilt das Gleichungssystem:

(o) (wv™) (uv) = wv
(™) (wo) (™) = uw™*

b
und die Tdempotenten von @ liegen, wie gezeigh, in §, also nach [2]46]
im Zentrum von S und damit anch im Zentrum von .

SaTz 4. Jede Komplementire Halbgruppe besitzt eine eindeutig be-
stimmie Quotientenhiille Q, besichend aus allen ab™ mit a8, beR. Q st
eine Halbverbandshalbgruppe, in die 8 auch -trew eingebetiet ist und in
der die Multiplikation beidseitig distributiv verkniipft ist mit ©. Ist 8 ~-ab-
geschlossen, so ist Q eine volldistributive Verbandshalbgruppe. @ ist genau
dann eine inverse Halbgruppe, wenn 8 Awiom IR erfiillt.
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On the strong local simple connectivity

“of the decomposition spaces of toroidal decompositions*

by
Steve Armentrout (Iowa City, Iowa)

1. Imtroduction. A topological space X is strongly locally simply con-
nected if and only if each point of X has arbitrarily small simply con-
nected open neighborhoods.

An upper semicontinuous decomposition G of E* is a toroidal de-
composition of B* if and only if there is a sequence M, M, My, ... of
compact 3-manifolds-with-boundary in F* such that (1) for each 7,
My, CInt M; and each component of M, is a solid torus (cube with one
handle) and (2) g is a non-degenerate element of & if and only if ¢ is a non-

e
degenerate component of (1| ;.
i=0

The main result of this paper is that the decomposition spaces of
a certain class of pointlike toroidal decompositions of B are not strongly
locally simply connected. We shall now state in greater detail the main
result of this paper. ‘

A toroidal decomposition & of E*® is simple if and only if, in addition
to the conditions deseribed previously, (1) M, is a solid torus T, and (2)
if 1=10,1,2,.. and T, is any component of M;, T, is polyhedral and
the components of M.y in T, form a chain of solid tori circling T,. We
denote by m, the number of solid tori in this chain, and by . the number
of times the chain circles T,.

Let @ be a pointlike simple toroidal decomposition of E* such that
for each index a, m, < 2n,. It follows from the results of [4] and essentially
from [13] that in this case, the associated decomposition space is topologi-
cally distinet from JZ° In this paper, we shall establish the following
stronger result: i )

For each such decomposition G of B, the associated decomposition space
is not strongly locally simply connected.

Tn Section 3 of [7], Bing describes an interesting toroidal decom-
position @ of E* such that the associated decomposition space P& is

* This research was supported in part by National Science Foundation Grant.
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