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Einleitung. In der allgemeinen Theorie der Radikale existieren
gegenwiirtig drei, sich teilweise iiberschneidende Richtungen: 1) Bei
Radikalen, die durch explizite, auf einer Klasse von Algebren gegebenen
Typs erklirte Formeln einer speziellen Pridikatenlogik oder als Funktio-
nen mit gewissen funktionalen Bigenschaften definiert sind, erhebt sich
die Frage nach der Struktur der radikalen (bzw. radikalfreien) Algebren.
Ein Hilfsmittel bei diesen Untersuchungen ist die Modelltheorie. 2) Um-
gekehrt 1Bt sich zu einer gegebenen Klasse § von Algebren mit gewissen
Eigenschaften ein Radikal definieren, so daB genan die Algebren aus S
radikal (bzw. radikalfrei) sind. L&#Bt man hierbei die Frage nach einer
expliziten Angabe der zu einem Radikal gehérigen Elemente auller acht,
50 konnen diese Untersuchungen anch mit kategorientheoretischen Metho-
den durchgefithrt werden. 3) Weiter besteht noch die Moglichkeit, ein
Radikal als Durchschnitt von Kernen gewisser Darstellungen einzufiihren
(vergl. [5], [6]). Diese drei Wege stehen auch offen, um spezielle Radikale,
die fiir Algebren spezieller Typen bereits vorliegen, auf Algebren eines
beliebigen Typs zu {ibertragen und so einheitlich zu definieren. Wéhrend
A. Sulifiski [11] in dieser Weise das Brown-MecCoysche Radikal nach der
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zweiten Methode verallgemeinert hat, soll dies hier auf dem ersten Wege
geschehen. AuBer im Fall der Gruppen und (assoziativen oder nicht-
assoziativen) Ringe ist dabei nicht zu erwarten, daB beide Methoden zum
gleichen Radikalbegriff fiihren. Als Anwendung soll der Fall der Halb-
gruppen niher untersucht werden.

1. Das F-Radikal. Es sei L eine gegeniiber homomorphen Bildern
abgeschlossene Klasse von Algebren eines gegebenen finitiren Typs Q
und 4 die Klasse aller gurjektiven Homomorphismen von Algebren aus L.
Mit 0(A) werde der Kongruenzenverband einer Algebra 4 eI bezeichnet.
Jede Kongruenz auf A wird als Teilmenge der Kreuzmenge A4 X 4 auf-
gefaBt. Fiir eine beliebige Teilmenge S C A x4 und ¢ = ¢(4 +B) e 4 el

S‘Plﬁt {(ap, bp), (@, b) € S}
und 87 die von Sp C BXB auf B erzeugte Kongruenz. Fiir TC Bx B sei
Tp~'={(a,b) e AX A, (ap, bp) ¢ T} .

Wir nehmen an, jeder Algebra 4 eI sei eine Funktion F (A X4
—C(4)) zugeordnet. Das Paar (a, d) ¢ A X 4 soll F-regulir heiBen, wenn
(@, b) e F'{a, b). Bine Teilmenge SC 4 XA heilt F-regulir, wenn jedes
Paar (a,b) e 8 F-regulir ist. Uber F sei weiterhin folgendes voraus-
gesetzt (¢ = p(A—~B)e A):

1.1. Flap, bp) D F(a, b)® fir alle (a,b)eAdxA.

12. F(ap, bp) CF(a, b)” fir alle (a,b)e AXA.

13. Wenn 8 eine F-regulire Kongruenz ouf A ist, so ist S eine
F-regulire Kongruenz auf B.

Das F-Radikal Rp(A) von A €L ist die Gesamtheit aller der Paare
(@, b) e AX A, die in F-reguliren Kongruenzen auf 4 enthalten sind, d.h.,
(a,b) e Re(A) < die von (a, b) erzeugte Kongruenz auf 4 ist F-regulir.
Wenn Rp(4)= 0 (0 die identische Kongruenz auf 4) bzw. Ep(d)=1
(1= AXA die Allrelation auf A), so heiBt die Algebra A F-radikalfrei
bzw. F-radikal.

1.4. Der Annullator

Ann RFﬁ—e:i {A EL, RF(A) = 0}

ist abgeschlossen gegeniiber subdirelten Produkten in L.

Beweis. Bezeichnet |A| die Kardinalzahl des Trigers von A el
und ist [4] =1, so ist Rp(A) =0, also A ¢ Ann Rp. Ist 4 = [] 4¢ sub-
i€l

direktes Produkt der 4; e Ann Ry, i e I # @, besiiglich der gi(d ~44) € 4,
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d.h. ﬂ 0p;' = 0, und § eine F -regulire Kongruenz auf A, so ist 8% eine
F- regulale Kongruenz auf 4;, somit 8% = 0 und §C ﬂ 0p;* = 0.

Fir K CL sei E® die Gesamtheit der subdu'ekten Produkte in I
von Algebren aus K und K’ die Gesamtheit der subdirekt irreduziblen
Algebren aus K. An dieser Stelle sei an den in [6] betrachteten allge-
meinen Radikalbegriff erinnert: Bine auf I erklirte Funktion R mit
R(A)e C(4) heilt ein Radikal auf L, wenn

1.5. R(A)p CR(B) fiir alle p(A—B)e A
und

1.6. R{4/R(4)) = 0.

Jede Teilklasse K C L bestimmt gemif
R(E)(4 DIﬂ{SeO AlS=BeK}e (A
wobei A/S die Restklassenalgebra von A Dbeziiglich S bezeichnet, ein
Radikal R(K) auf L. Dabei gilt R(K)= R(X®), und fiir
" Ann R(K {AeL R(E)(4)= 0}
hat man Kf = Ann R(K). Wir werden sehen, da8 jedes F-Radikal Rp
auf L in diesem Sinne ein Radikal R(K) auf I mit K = Ann Rr ist.

1.7. Das F-Radikal Rp(A) von A eL ist der Durchschnitt aller
der Kongruenzen 8 e C(A), fir welche AJSe(Ann Rr). Demnach ist
Rr = R((Ann Rp)') = R((Ann Rr)®) ein Radikal auf L.

Beweis. a) Wir zeigen zuerst, daB R((Ann Rr))(4)C Rr(4). Es
sei (¢, d)e AxA, (¢,d) ¢ Rr(4), und § die kleinste Kongruenz auf A
mit (¢, d) ¢ 8. Da § nicht F-regulir sein kann, so existiert (a, b) € § mit
(#,b) ¢ F(a, b). Nach dem -Zornschen Lemma existiert ein maximales
Te((4) mit (a,bd)¢T und F(a,b)CT. Sei are A[T diejenige Kon-
gruenzklagse von A beziiglich T, die das Element a ¢ A enthilt. Wegen
(a, b) ¢ T ist (ar, br) ¢ 0, und jede von 0 verschiedene Kongruenz auf A/T
umfaft das Paar (ar, br). Daher ist A/T subdirekt irreduzibel. Da

F(a, b) C T, so gilt, fiir die kanonische Abbildung y (4A—A4/T), F(a, b)* = 0.

Wire (ar, br) e F(ar, br), so wire, wegen F(ar,br)=F(a,b)*=0,
(az, br) €0, was der Voraussetzung widerspricht. Folglich ist (ar, br)
¢ F(ar, br). Demnach enthilt jede von 0 verschiedene Kongruenz auf
A|T ein Paar, das nicht F-regulér ist, d.h., A/T hat das F-Radikal 0.
Daher ist A/T < (Ann Rz)". Da (a,d)¢ T, ist auch (¢, d)¢T und (c,d)
¢ R((Ann Rr)’) (4).
b) Wir beweisen jetzt die Inklusion Re(4)C R((Ann Rr))(4). Es
sei (a,b) ¢ Re(A) und T eine Kongruenz auf A, so daB 4/T e (Ann Rp)'.
11*
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Das Paar (a, b) ist enthalten in einer F-reguliren Kongruenz 8¢ C(4).
Daher ist (ar,dr) enthalten in einer F-regulé'bren Kongruenz auf 4/T,
dh. (ar,br) e Rp(A]T). Wegen A/T e (Ann Rp)" ist Rp(4)T)=0 und
(a, D) e T, also (a, b) ¢ B((Ann Rr)‘)(4), und die Behauptung ist bewiesen.
- Im Hinblick auf die Beziehung K°= Ann R(K) folgt aus 1.7 un-
mittelbar:
1.8. Fiir das F-Radikal Ry besicht die Beziehung

(Ann Rr)® = Ann Rr .

Wir bemerken, daf die Bedingung 1.3 schon aus 1.1 folgt, falls we-
nigstens eine der beiden folgenden Forderungen erfillt ist:

1.9. Fiir alle S e C(4) und alle p(A—~B) e A gilt Sp= §".

1.10. Wenn (a,b) e F(a,b), (b,¢) e F(b,¢), so (a,c) eF(a,c).
Die Bedingung 1.9 ist beispielsweise erfiillt, wenn L eine Klasse von
Gruppen bzw. von Ringen ist. Wie wir in Abschnitt 5 sehen werden,
lassen sich in diesen beiden Fillen leicht Beispiele fiir eine Funktion
F(a, b) angeben, die auch den Bedingungen 1.1 und 1.2 geniigt. Insbeson-
dere fiihrt die zum Brown-McCoyschen Radikal eines Ringes gehirige
Kongruenz auf ein spezielles F'-Radikal (vergl. Abschnitt 5). Da uns
besondere Beispiele fiir F-Radikale auf allgemeineren Klassen von Al-
gebren nicht bekannt sind, soll die Theorie der F-Radikale hier micht
weiter verfolgt werden. Dagegen scheinen die in den folgenden Abschnitten
betrachteten F'-Radikale, die ibrigens die ' - Radikale im Fall der Gruppen
bzw. Ringe in gewissem Sinne mitumfassen, eine grofiere Bedeutung zu
besitzen.

2. 0-Kerne. Es sei I® eine feste Teilkasse von L. In jeder Algebra
A eI’ sei genau ein Element z, ausgewiihlt, das hier die gleiche Rolle
gpielt, wie das Nullelement eines Ringes oder einer Halbgruppe bzw.
wie das Einselement einer Gruppe. Wir stellen daher an die ausgewihlten
Elemente 24, A ¢ L, folgende Forderungen:

21. Wenn A eL° und p(A-+B)e A, so ist BeL® und zap = 25.

22. Wenn A:ig AseL das subdirelte Produki in I der A,eL®
beziiglich der Homomorphismen @id—>A;)e d, iel, und N zA,cpi_l # O
ist, so gehort 4 zu I et

Fir p(A~B)e A und BelL® sei ker’p=z2pp~!= {acA,ap = 25}

der 0-Kern von ¢. Ist B¢ L’ so. sei ker"p— @ der 0-Kern von ¢. Ist
S8eC{A) und § = 0p~, so setzen wir

— Jrpp®
S"’D—m_ker ®.

icm
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Offenbar ist die Definition von §° unabhfingig von einer speziellen Wahl
von . Denn wegen AfS o B ist A[SeL’ < B eI’ Wenn also ¢ = 1y,
wo y(4->A[S) der kanonische Homomorphismus und p(4/S—B) ein
Isomorphismus ist, 50 hat man ap = 2 <> ag = 2P~ = 24s.

2.3. Fiir 8,81, 8, Sie O(4A), iel, gili:

a) 8C 82, falls 8y C S

b) () 8)° = ) 8%

iel el

¢) 8% C (87, falls p(A—>B)¢ 4;
_ [{e4}, falls A eI’
~\@, falls A ¢I"

Beweis. a) Fir pid—~4)ed, i=1,2, und 8, =0p C 8= 0"
existiert p(A4,—~4,) e 4 mit @, = @p. Aus 4, eI’ und ap, = z4, folgt
daher A, e L° und ag, = apyp = 24,9 = 21, G.h. Scss.

b) Fir S;eC(4), iel, gils ml 8:; C 8;, also (i,;; si)"gi@s‘z. Sei

umgekehrt a € [ §%. Fiir die kanonischen Homomorphismen
el

) 0°

%(A—>A/l5’1)7¢(A->AIQSz) und wi(A/QSﬁA/Si)

gilt @5 = gy; und Op;' = ,S’J/DI 8. Da

Moy = N8N8 = (N8N 8:=0,
jel iel jel 1el

jel
50 ist A/(") 8; subdirektes Produks in L der 4/8; beziiglich der ;. Wegen
iel
aef)ist 8 O und A/S; e I° fiir alle jeI. Da zas; = ap; = agys, S0
ist ap e () 2usyi . Nach 2.2 existiert daher das Element 2l () s Aus
i€l i

-1
Zaj ) §i¥i = 2415 = 09 = agy; folgt  (ag, '?AliDISi) € Q Oyp; =0,

d.h. ap = 24/ N S und ae (ﬂ Si)o.
iel iel

) Ist p(4->B)e 4, so gilt fir die kanonischen Homomorphismen
1 (A—A4]8), ps(4]S—+B§%) und p(B->B|§") die Gleichung yps = oy: uI.ld
ans ael® folgt ay= z4s und agy = ayps = R4sPs = #Bs- Daher ist
ag e (0p)° = (8°)° und 8% C (87"

d) Bezeichnet 1 den identischen Automorphismus von 4, so 1:st
0° = (02))° = ker” ca. Wenn A eL’, so ist ker’us = {z4}. Dagegen ist
ker® g =@ fiir 4 <I°. .

Aus 2.3.b) folgt, daB die Gesamtheit aller der Teﬂmengen' von
A eI, die als 0-Kerne auftreten, einen vollstindigen Verband bildet.
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Wir bezeichnen diesen Verband als den 0-Kernverband C°%4) der Al-
gebra A. Zufolge 2.3.a), b) ist die durch §-—8° gegebene Zuordnung
eine §-trene Abbildung von C(4) auf C%(A4). (Eine monotone Abbildung
p(E—F) einer Teilordnung I in eine Teilordnung F heillt voll infimum-
tren (vergl. [8], [9]) oder kiirzer auch ¢-treu, wenn fiir alle Teilmengen
MCE und alle y e F' aus y < ap fiir alle x e« M und der Existenz von
inf M in B stets folgt y < (inf M)y.)

Fir N e(4) und p(A—B)e A sei N der von Np CB erzeugte
0-Kern, d.h. der Durchschnitt aller 1° e 0°(B), fir welche No C T°.

Wir ergéinzen nunmehr die Bedingungen 2.1 und 2.2 durch folgende
Bedingung:

2.4. Wenn eine Kongruenzklasse N von A eL beziiglich eimer Kon-
gruenz T auf A ein 0-Kern ist, so ist N = T°

Aus 2.3.d) und 2.4 folgt:

25. Wenn N e C°(4) und [N|=1, so ist A <L° und N = {za}.

Beweis. Da N eine Kongruenzklasse von A beziiglich 0 ist, so ist
nach 2.4 N =0° @ und zufolge 2.3.d) 4 ¢ L’ und N = {z.}.

Umgekehrt hat man:

2.6. Voraussetzungen:

a) Wenn N e C(A4) und |N|=1, so ist A <L’ (und N = {z4}).

b) Fir alle N (# @) e C°(4) und alle p(A—B) e A ¢ilt Np = N°.

Behauptung:

Dann ist Bedingung 2.4 erfilll.

Beweis. Sei N eine Kongruenzklasse von A beziiglich 7T e ((4)
und N e C°(A4). Fir den kanonischen Homomorphismus 2 (A—A|T) ist
nach 2.6.b) Ny = N* e ("(4/T). Da |[Ny| = 1, so ist nach 2.6.a) Ny = {eam}
und ¥ Czyryt= T° also N = T°

Die Algebra A ¢ L heiBt O-subdirektes Produkt in L der Algebren
AieL,iel, beztiglich der pi(Ad—>4;) ¢ 4, wenn [ (0p;")° = 0% wir schrei-

del
ben dann auch kurz 4 :.]JDAL Bine Algebra 4 ¢ L wird 0-subdirekst
. 1€
irreduzibel genannt, wenn aus 4 = [] O,Ai, N {07’ = 0° stets folgt, daf
iel iel

wenigstens ein g; 0-treu, d.h. (0p7")° = 0° ist. Fiir K CL bezeichne K
die Klasse aller der Algebren aus I, die 0-subdirektes Produkt in Z von
Algebren aus K sind, und K* die Klasse aller 0-subdirekt irreduziblen
Algebren aus K. Wenn in der Algebra A ¢L ein 0-Kern J mit [J| =2
existiert, der in jedem 0-Kern N e C"(4) mit |[N|> 2 enthalten ist, so
sagen wir auch, in 4 existiert der universal minimale, wenigstens zwei-
elementige 0-Kern J = J(4). Wie man leicht einsehen kann, gilt:

e ©
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2.7. Bine Algebra A €L ist genaw dann 0-subdirvekt irreduzibel, wenn
entweder |A| =1 oder J(A) in A ewistiert.

3. Das F°-Radikal. Jeder Algebra A eI sei eine Funktion
F(4 —~C(4)) zugeordnet. Ein Element a ¢ 4 heiBe F°-regulir, wenn

a € a) = (F(a))0 .

Rine Teilmenge N C A heiBt FC-regulir, wenn jedes Element von N
Fo-reguldr ist. Der von a e A erzeugte 0-Kern aus (°(4) werde mit a®
Dezeichnet. Wir setzen voraus, da F folgenden zwei Bedingungen geniigt:

3.1. Fiir alle a € A und alle p(A—>B) ¢ A gilt F(ap) = F(a)®.

3.2. Ist N e C(A) ein nichileerer F*-regulir 0-Kern und ¢(4-—>B) e 4,
so ist der 0-Kern N® stets F°-regulir.

Das F°-Radikal Rpe(4) ist die Menge aller der Elemente a e 4, fir
welche der von a erzeugte 0-Kern a© F°-reguldr ist.

3.3. Der Annullator

AnnRFnD=ef{A EI/, _RFU(A) = 00}

ist abgeschlossen gegemiiber 0-subdirekten Produkten in L.
Beweis. Sei 4 eL. Fir [A]=1 ist Rm(4)= {za} =0° Nun sei
4] #1 und 4 = Hu A4; 0-subdirektes Produkt der 4; e Ann Rm beziiglich
i€l

der gi(A-—>Ay) e A4, also () (0pi")° = 0°. Fiir Rpo(d) =0 ist 4 ¢I° und
el

0° — O — Rpo(d). Denn wire A eI’ so wire {za}=0"CF'z4) und

24 € Rpo(A). Sei daher Rm(A) # @. Wenn N (# @) « C%(A) ein F -regulirer

0-Kern ist, so ist der 0-Kern N” nach 3.2 FP-regulir, ~9111s00 Nes

CN"C Bpm(ds) = 0° folglich Noi={zs}, NC 24,07 = (0p; ")’ und

N C () (0p7")° = 0°. Daher ist 0° # @. Zufolge 2.3.d) ist also 4 ¢ L° und
i€l

0° = {24} = V. Somit ist in jedem Fall Rml{d)= 0° und A e Ann Rpe.

3.4. Das F°-Radikal R A) von A eL ist der Durchﬁfckwitt D aller
0-Keme der Torm S, wobei § ¢ O(A) und AJS ¢ (Ann Rpo)". Insbesondere
ist Rpo(4) also ein 0-Kern.

" Beweis. a) Wir zeigen zuerst, daB D C Rm(4). Sei bed und
bd Rpe(A). Dann existiert aeb® mit a¢F(a). Sel F die Menge aller
0-Kerne N ¢ (°(A), so daB a ¢ N = &° fiir geeignetes § e ¢(4) mit F (a) C S
Offenbar ist B nichtleer. Sei ¥ (# @) eine beziiglich der mengent‘heorem-
schen Inklusion (total) geordnete Teilmenge von E. Fiir N el sei .{Si}id
die Gesamtheit aller § < ¢(4) mit N = §° und F(a) C S. Dann gilt

F(a)QSNIﬁtQSt
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und Sy = (iQ 8:)° = 1_@ 8= N, dh, Sy ist die kleinste Kongruenz §
auf 4 mit N=2§ und F(a)C8S8. Aus N, CN, folgt (Sy, ~ 8w, =
= 8%, ~ 8%= N, ~ Ny=N,, und da F(a)C Sy, ~ 8w, und Sy, ~ 8y, C 8wy,
so ist Sy, ~ Sy, = Sy, und Sy, C Sy,. Somit ist {Sn}wer ein geor&—ne‘tes
System. Das Supremum von {Sy}ner in C(4) ist daher gleich der mengen-
theoretischen Vereinigung |J Sy. Wir behaupten, da8 (|J Sy)*= J N.
Ne¥ Ne¥ Ney

. _ 0 0 T s N
Jedenfalls 1stNszyN _NLejysNg (NszysN) . Fiir | Y} =1 ist unsere Behauptung

trivial. Bs sei daher |¥|> 2. Dann existiert N e¢ ¥ mit N # &. Wenn
@¢Y, soist 8, C Sy. Demnach ist stets | Sy= |J Sy. Es seien u
Ner?

0#Ne ¥
und v irgendzwei Elemente von ( |J Sw)° wobei we ) N, also u e N.
o#NeX NeY '

fir geeignetes N, ¢ ¥. Dann ist (u,v) e (J Sy, somit (u,v) e Sy, fir
e#ANeY "

geeignetes N, (£ @) e Y. Wenn N,CN,, so ist u ¢ N,, folglich v e XN,

und @eNszyN. Wenn N;D N,, so ist Sy, D Sy, und (u,0) € Sy,. Wegen

% e N ist dann auch v ¢ N, und v ¢ | J N. Daherist ( {J Sy)°C U N

NeY 0FNe¥ NeY ’

und unsere Behaptung ist bewiesen. Damit folgt | J N e B, und da | NV
Ne¥ NeY

fsine obere Schranke alle N ¢ Y ist, 5o existiert nach den Zornschen Lemma,
m_E ein maximales Element N. so daB a e N = &° fiir geeignetes S e C(4)
mm‘ F(a}C8. Ist also N e 0%4), NCN,, N# N, und N, =& fiir
geeignetes 8« C(4) mit F(a)C 8, so ist gewil aeN,. Bezeichnet
v =y(4—>4/8) den katonischen Homomorphismus, so ist (ay)® « C°(4]8)
und |(ap)®| > 2. Denn aus [(ay)®| = 1 folgt im Hinblick auf 2.5, dab
(a9)® = {2ajs} und ap = 2gg, dh. ae(Op)P =P =N , im Widersi)ruch
zu a¢_g\7. Sei N, e C%(A[8), |N,)>2 und 8, die kleinste Kongruenz auf 4/8
Elt 8= Ngé Der]f Kzngruenz 8, entspricht in kanonischer Weise eine

ongruenz 8, av mit §C 8, so daB S,= §,/8 = = 8. Sei
x(A/S—>(A/S)/(;S’,/S)) der kanonisché I—Iomomorp;ismliﬁfDafhwgﬂt%(wxﬁi
=8, und 87 = kex"py. Da 8= N, £ @, 5o ist

(A[8)[8: = (AI[(S8) € L*, b  auysyss) € (4]8)/(8,/8) -

0
Wegen a € 81 <= ayy = 2rysysus) <= ap € 85 <> a ¢ Shy™" ist:
35 8= Sy, Sy = 80.
Da 8,28, so ist

N=S28=¥.
0
Aus Siy =N, und |¥,|> 2 folgt N, # N. AuBerdem ist F(a)C8CS,.

Man hat dabera ¢ N, ay ¢ Nyp = 8y = N,und (ay)’ C N,. Da |(ap)®| = 2,
50 bedeutet dies, daB AfS O-subdirekt irreduzibel ist. Wir behaupten,

e ©
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daB A|S ¢ Ann Rye. Da Flay) = F(a)’ und F(a) C S, so ist F(a)p C Sy
=0, F(a)’ = 0 und Flay)= 0. Weiter ist ay ¢0° = F*(ap). Denn wiire
ape 0, so wire (ap)®=0" und |(ap)”|=1. Jedes N, C%4[S) mit
| V.| = 2 enthalt daher stets ein nicht F°-regulires Element (néimlich ay).
Wenn AJS¢I°, so ist also Rpe(d[S)=0=10" Wenn 4/S¢I° so ist
0° = {z4s} und 245 € F'(2.45); somit ist auch in diesem Fall Rpa(A[S) = °,
AJS e Ann Rpo und D C 8°. Da a ¢ 8, so ist b¢8° und b¢DC S

b) Bs bleibt noch zu zeigen, dal auch Em(4) C D. Sei also b € Rpo(4)
und T e O(4), so daB 4/T ¢ (Ann Rypo)*. Da mit b® auch (b)° F°-regulir
ist (3.2), wo @(A—>A|T) den kanonischen Homomorphismus bezeichnet,
und da bp € b% C (B9, (bp)® C (3, so ist auch (bp)® F°-regulir
und by € Rpo(A)T) = 0°, somit bp=z4r und beker’p=T° Da dies
fiir alle T e C(4) mit A/T e (Ann RFo)iu gilt, so ist b e D.

Aus 3.4 folgt unmittelbar:

3.6. Fiir jedes F"-Radikal Rpo auf L ist
(AJJIL Rpu)ins“ = Ann RFn .

377. Die Algebra A eL gehort genaw damn zu (Ann Rm)®, wenn
14| = 1 oder wenn der universal minimale, wenigsiens zweielementige 0-Kern
J(A) und in J(A) ein Element a existiert, so daf |a'®| # 1 und Fa) = 0°.

Beweis. Wenn A e (Ann l’?,po)i0 und [4] # 1, so existiert zufolge 2.7
J(4), und wegen RyoAd) = 0° enthilt J(4) ein Element b, so dag »@
nicht Fo-reguliir ist. Daher existiert a e 5, so daB a ¢F%a). Da aeb®
CJ(4), so ist aed(4). Wire |a”} =1, so wire a=z4 und a e F%a).
Bs ist also [a”] # 1. Wire Fa) # 0°, so wire |F°(a)| >2. Denn aus
Fa) = @ folgt 4 ¢I° 0° =0 = Fa), und aus |F%a)] = 1 folgt A L’
F%a) = 0°. Wenn aber |F'(a)] > 2 ist, so ist aeJ(4) C F*(a), im Wider-
spruch zu @ ¢ F°(a). Bs mouB daher F%a) = 0" sein. Nun sei umgekehrt a
ein Flement aus J(A4), so daB |a| % 1 und Fa)= 0". Da [J(4)| = 2,
s0 ist A O-subdirekt irreduzibel in L. Wegen |6 # 1 ist a ¢ F°(a) = 0°.
Wiire Rpo(4) # 0, so wire nach 2.5 und 2.3.d) |[Bm(4)| > 2 und @ ed(4)
C Rpo(4). Dann wire aber a e F(a), was der Voraussetzung iiber a wider-
spricht. Bs ist also Rpo(A)=0° und da J(4) in 4 existiert, so ist
A € (Ann Rpo)®.

4. Das 0-Radikal, das zu einem Radikal gehort. Dieser
Abschnitt enthilt einige Tatsachen zur niheren Charakterisierung des
F°-Radikals. Fir einen 0-Kern N ¢ C°(4) sei (N> die offenbar stets existie-
rende, kleinste Kongruenz auf A mit <¥ ¥ =N.

4.1. Folgende Aussagen sind einander gleichwertig:

a) (N> # @<=N @, fiir alle N e C°(4),
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b) (NY= N fiir alle N e C°(4),

¢) Qiiltigkeit der Bedingung 2.4.

Beweis. a) = D). Sei N =48°, wobei Se((4). Dann ist (8% C g
und nach 2.3.a) <N>*= (8" C 8= N. Fiir N=@ ist <N’ =0 — ¥,
Fiar N #0 ist <N)° # @, dh, (N)® ist wie N eine Kongruenzklasse
von 4 beziiglich (N), daher ist (N)® = N.

b) = ¢) Sei NV ¢ (°(4) eine Kongruenzklasse von A beziiglich T« C(4).
Dann ist (N)C T und N = <N)*C T also N = 1"

¢) =Db) und b) =-a) sind trivial.

4.2. a) Die durch S8—~8" und N —(N> gegebenen Abbildungen
) {C'(4)>0"(4)) und ¢ >(0°(A)—>0"(A)), wo C(4) dem zu O(A) dualen
Verband (mit 8 C' T <=8 D T) bezeichnet, bilden eine Galoisverbindunyg.

b) Fiir N e C°(4) ist (N> =

T'€C(d), NCTO

Beweis. a) By ist Klar, daB §C (8. Nach 2.3.a) ist 89D 82,
falls 8 C' 8,. Weiter gilt auch ¥ C (N> (nach 4.1.b) ist sogar N = (N,
Wenn Ny, N, ¢ C%(4) und @ # N, C N,, so ist N, eine Kongruenzklasse
von A beziiglich (N> ~ (N,); wegen der Minimaleigenschaft von (N>
ist also <N;> C (N> ~ (N> und (N> C(N,>. Diese Inklusion gilt aber
auch im Fall N, = @, da dann (N,) = 0.

b) Fiir N'e 0% A) gilt einerseits ¥ = (NV°, andererseits N CT" = (N>
C<(T" C T. Daraus folgt

TCKNYC
TsC(AQVET“ C < T TeC(d),NCTo
Definiert man den Begrift einer voll supremum-treuen (= ¢-treuen)
Abbildung analog zur §-Treue, so ergibt sich aus 4.2.a) nach einem allge-
meinen Satz iiber Galoisverbindungen (vergl. [4], 8. 47, Aufgabe 7):
4.3. Die Zuordnung N (N> ist o-trew, d.h., fiir N;e C%4), i e I, ist
‘ VN =V .
i€l iel
44. Wenn 8, T« C(4) und 8°C T*, so ist 8% C (T und

UTKED) D = (T8 .

Beweis. Die Behauptung ist trivial fir §° = 0°, Sei daher &° # 0%
Dann ist 8° # @, also auch 7° # @. Gemss 4.2.a) ist (8 C I CT,
also (T°HK8°S C TI<8%. Da @ = & — 8% s0 ist A8 e I° somit
(KT°[(8%)" # @ und (T]<8%)° # ©. Fiir den kanonischen Homomorphis-
mus p(4->A/<8%) ist Ty= TS, also T — Ty und nach 2.3.¢c) T°%
C (T"° = (Ty)", folglich T° C Ty}~ Da Oyt — (5% C T und (Ty)° (+ 9)
eine Kongruenzklasse von Ay = A[{8%> beziiglich Ty ist, so ist (Te)p-

eine Kongruenzklasse von A beziiglich T. Da auch T° (- ) eine Kon-

e ©
Im Das Brown—McCoysche 0-Radikal 165

gruenzklasse von 4 beziiglich 7' ist, so ist T° = (Typ)oyp~1 = (T[¢8%)0%p1.
Die gleichen Uberlegungen gelten auch, wenn darin T durch ¢(T° ersetzt
wird. Da <I%° = T° ist, so erhilt man T°= (¢(T°/<8°)%* und folglich
(CT) 8% = T = (TIK8%). Setzt man N, = (TKSS), 8, = (NoD,
und bezeichnet §; ¢ O(4) diejenige Kongruenz, fiir welche (8% C§,,
8;/<8% = 8,, so ist auf Grund der Beziehung 3.5 (die offenbar von der
Annahme 8 # © unabhiingig ist) ) — SSy™". Unter Beriicksichtigung
der definierenden Minimaleigenschaft von 8, folgt aus (¢T°/<8%)°
=N,, daB 8/<8° = 8, C<T*[<8%, also 8, C(T%. Da §= Sy
= Nop~! = (T/<8")) ™ = T° so ergibt die definierende Minimaleigen-
sehaft von (T die Inklusion (T°»CS,. Daher besteht Gleichheit,
8, = (T%, und man erhilt

(I = 8<% = 8= (Ny» = (T8 .

Fiir ein Radikal R auf L sei R® bzw. (R®) die durch R(4) = (R(4))°
bzw. (R (A)= (RYA)> definierte Funktion auf L. Die Funktion R’
heift auch das zu R gehorige 0-Radikal. Der folgende Satz wurde im
Spezialfall der Halbgruppen bereits in [6], S. 369 (Satz 3.5.a)) bewiesen.

4.5. Mit R ist zugleich auch (R*) ein Radikal auf L.

Beweis. Fiir p(4—~B) ¢ A4 gilt B(4)p C R(B), somit B(4)p C R(4)"
CR(B) und R(4)pC(R(4)")°CR(B), also R(4)C R(B)p~’. Wenn
RY(A) = 0°, so ist (R(A)>=0 und daher <B%)(4)p= (RYA)>p= 0
C (R"(B). Nun sei R(4) # 0°. Dann ist R¥(4) # @ und folglich R*(B) O;é @
Da R%(B) eine Kongruenzklasse von B beziiglich der Kongruenz (E'(B))
ist, so ist RYB)p~* eine Kongruenzklasse von 4 beziiglich der. Kongruenz
(RY(B)>¢~*. Da R%A) eine Kongruenzklasse von A beziglich (RYA
ist, so ist R(A) ~ (RYB)p~?) = R"4) eine Kongruenzklasse von A be-
ziiglich (RYA)Y ~ (RY(B)yp~L. Zufolge 2.4 ist also RY(4)= (<RYA)> ~
~ (RB)>¢™")’, und aunf Grund der definierenden Minimaleigenschaft
von (R(A)> mub sein (RY(4)> C(EYA)> ~ BBy~ dh. (B(4))
C (R%B)>¢~1. Demnach ist in jedem Falle

4.6. (B(A)>p C (B(B)).

Fiir Se 0(4), SCR(4) gilt allgemein E(4)/8= R(A/S_) (vergl. [61,
S. 356, Formel (15)). Tm Hinblick auf 4.4 folgt aus 8° = T° die Beziehung
L(TRPS)®y = (8°5[(8%) = 0. Wihlt man darin § = (R“(A)z und T = R(4),
und beachtet man, da S C RB(4), § = (8" und §8°= TO, s0 erhilt man
R (A]CRY (A)) = CB(A]8) = CR(AJS)> = ((BA)]S)°) = L(T)E)
=0, d.h.

4.7. (BY(A[<R" (4)) = 0. . .

Die Aussagen 4.6 und 4.7 bedeuten, dafl (R"> ein Radikal auf L ist
(vergl 1.5, 1.6).
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Fiir N e (°(4) sel
AJN = AJCN> .

Day(N)“: N, so folgt aus 4.7:
4.8. R'(A/R'(4)) = 0".
Fiir
Ann R“D——_ei {4 L, R(4)= 0"
hat man:
4.9. Ann R’ = Ann (R%). s
Beweis. Da (R (4) = 0 = {(B(4))" = 0 = R(4)° 0
— —_ <R A A0
=0" = (R(4)» = 0% =0, so ist (R"M(4) = 0<=> R(4)= 0" e
Unter Beachtung von 4.9 und 2.3.b) ergibt sich:
4.10. a) (R"> = R(Anun R"),

b) (B (4) = 8,
SeC(4),.4/S e Ann RO
¢) RY4)= 0.
Se0(4),4]S € Ann R0
411 R'(4) = .

" NeOW4), 4N eAnnRo
. Beweis.. Zufolge 4.8 ist A/R%A) ¢ Ann R°. Daher ist die rechte

‘Sﬁltf der GJl};ehung 4.11 in R"(4) enthalten. Wenn umgekehrt N ¢ (°(4),
e Ann g0 ist wegen AJN = A/(N> und ! = N nac :

oy RU(A)Q,N. / [N (N> = N mnach 4.10.c)
Die vorstehenden allgemeinen Awussa; i i

. Aussagen tiber 0-Radikale treffen

insbesondere auf das F°-Radikal Rm zu nach folgendem Satz:

R Afjl.IILZ. IstRFa das 7 gelzfia*ige F°- Radikal und bezeichnet R, das Radikal
(( le*n) )= R((ADI[ 1‘314"0)l s) omf L, 80 g’th RFO= R? d.h. Rpo ist
ein 0-Radikal auf L. ’ ’

Beweis. Da R(4)=

= i D)
Sl Q(Anmwn 8, so ist nach 2.3.D)

RY4) =

= S0 —
SeC(AxA/Q(AmRF.,)v Brl(4)

fir alle AeL.

Der Gleichung Rz = RY entspr
= echend q in TR
auch die Bezeichnung ' r verwenden wir weiterhin

{Bpo)y = CRY .

W . .
egen (8% C 8 fiir alle S ¢ ¢ (4) ist (Rm) das kleinste aller Radikale R

anf L mit R® = Rp.. (Dabei sei fiir zwei i
. ei Radikale R ! <R
<> R(A)CR'(4) fir alle 4 ¢L.) oAt L B S

5. Beispiele. Sei (2, 2, ..., ;) eine (n-+1)-stellige Formel (n = 2

=2)

im Pradi Thes . .
radikatenkalkil erster Stufe (mit Identitiit =, mit den logischen

icm
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Symbolen A '(fiir alle), \ (es gibt), A, Vv, —) tber dem Pridikaten-
pereich 2. Wir setzen voraus, daB g einer positiven Formel #quivalent
ist, d.h. einer solchen Formel, die das Negationszeichen — nicht enthilt.
VWeiter fordern wir die Bestimmtheitsbedingung

Az Aon NV % 0, #15 oovy @)
und die Bindeutigkeitsbedingung

. A @ N\ Yo A @ieee A Wn((@(moa Byy ooy Tn) A @Yoy Tiy oory xn)) = %o = yn] .
Unter diesen Voraussetzungen a0t sich in 4 gemiB

Gy = P(ayy .o, ) = 0(&gy Qyy oovs an)

die abgeleitete Operation P(zy, ..., @) einfithren. Da ¢ eine positive
Formel ist, so gilt fir alle @, ..., aned und alle o(A—+B)e A gewil
P(aypy ooy @) = P(ay, ) as)p. Eine nichtleere Teilmenge NCA soll
P-Tdeal von A heiBen, wenn fur alle ay, ..., @a € A, alle b e N und alle
G 1y ey 0 SEOLS PGy, oy Bim1y By Bitay oony @) € N. In jeder Algebra 4 ¢ L
existiert offenbar hochstens ein Element z4, so dal die einelementige
Menge {24} ein P-Tdeal von A ist. Sei I° die Klasse aller der 4 L, so
daB zaeA.

Tine nichtleere Teilmenge N C A heilt normal ([7], S.8), wenn
tiir alle Polynome @ (g, @y, ..., @m) liber 0 und alle aeN, @y, ..., med
folgende Implikation besteht:

Qa, ayy -y dm) € N = Tfiir alle be N ist Q(b, Gy, ey @) € N«

Zufolge [7], S. 8, Theorem 5, ist eine Teilmenge N C A genau dann normal,
wenn sie Kongruenzklasse von 4 beziiglich einer geeigneten Kongruenz
auf A ist. Bine normale Teilmenge, die gleichzeitig ein P-Tdeal ist, soll
normales P-Ideal von A genannt werden. Eine Teilmenge von A ist
offenbar genau dann ein 0-Kern, wenn gie entweder leer oder ein nor-
males P-TIdeal von 4 ist. Uberdies gelten die Bedingungen 2.1, 2.2 und 2.4:

Bedingung 2.1 folgt unmittelbar aus der Definition der Blemente 2.
Um 2.2 einzusehen, sei ze ) 24,07 . Dann hat man
i€l
Py, oy Gjmiy @) Gjay woey On) Pt
= Py ey Bj-1P3 Zhsy Bj11P5 o0y an@) = 24y = Pi
somit

{P(.),2) ¢ QIOqJ,Tl 20 und  P(ly, ey Bie1y 2y Bity ey Gn) = 2

d.h., {2} ist ein P-Ideal von A. Nun sei N ein 0-Kern, der zugleich eine
Kongruenzklagse von A beziiglich einer Kongruenz T auf A, also ein
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normales P-TIdeal von A4 ist, und p(4A—~A/T) der kanonische Homo-
morphismus. Dann gilt fir ¢y, ..., @ne 4 und b e N

Py, ey G519, b, Giga @y oovs An )
= P (a1, vy i1, b,y i1, ey G ) = bp

dh. bp=zyre AT eI’ und N==zqrp~=T°. Daher ist auch 2.4
erfitllt. )

In den folgenden Beispielen sei die Klasse L stets abgeschlogsen
gegeniiber homomorphen Bildern.

' 5.1. Sei L eine Klasse von (assoziativen oder nichtassoziativen)
Ringen und P(z, y) = #y. Dann ist 24 das Nullelement des Ringes 4 < L
und I = I’. Die normalen P-Ideale sind genau die Ideale von 4 im
ringtheoretischen Sinne.

5.1.1. Wenn Rpo ein F°-Radikal auf L ist, so ist (Rgo) ein F - Radikal
auf L fiir Fla,b) = F(a—Db), d.h., es gilt {Rm) = Rr.

Beweis. Auf Grund von 4.12 wissen wir, da (Em) ein Radikal
auf I ist. Fiir ¢(4->B) e A hat man Flap, bp) = F ((a—b)g) = F(a—b)°
= F(a,b)”. Da Sp fir §eC(4) und jedes ¢p(Ad—+B)e A stets die zum
Tdeal 8" gehorige Kongruenz auf B ist, so ist Sp = 8%, d.b., 1.9 ist erfiillt.
Folglich existiert das F-Radikal Rr. Da zwei Kongruenzen S und T

auf einem Ring 4 genau dann identisch sind, wenn die zugehorigen Ideale 8° -

und 7° von A fibereinstimmen, so geniigh es (Rm)° = Ry zu beweisen.

Wegen (Rpo)® = Rpo ist also zu zeigen, daB Rpo(d) = Rp(A)". Zunichst

sel bemerkt, daf fiir eine Kongruenz S auf A L stets folgendes gilt:
8§ ist F-regulir < 8° ist F°-reguliir.

Denn fiir eine F-regulire Kongruenz § hat man

wel = (u,0)e8 = (u,0)eFlu,0)=F(u—0) > ueFu).
Wenn umgekehrt §° F°-regulir ist, so gilt
(u,v) e 8 > u—vel =>u—v e F(u—2) = (u,v) e Flu—v) = F(u,v).

Mit dieser Bemerkung erhlt man fiir alle a ¢ A: o € Rp(A)® < (a, 0)
€ Br{4) <= es existiert ein F-reguliires S ¢ (/(4) mit acS® <= es existiert
ein F°-regulires Ideal N von A mit a e N <= a ¢ Rm(A).

52. Bs sel L eine Klasse von Gruppen und P(z,y) = [, ¥]
Dr;fa;ym*ly—l. Dann ist 24 gleich dem Einselement e der Gruppe 4 und
L=1I" Die normalen P-Ideale sind genau die Normalteiler von A.
Analog zu 5.1.1 beweist man

52.1. Wenn Epo ein F°-Radikal auf L ist, so ist (Rmd = Re ein
P-Radikal auf T fiir Fla,b) = F(ab™).
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5.3, Es sei L eine Klasse von Halbgruppen mit einer multiplikativ
geschriebenen Operation und P(z,y)= xy. Offenbar existiert genau
Emm 24 ¢ A, wenn A ein Nullelement 0 (dh. a0 = 0a = 0 fiir alle a e 4)
Desitat, und dann ist 24 = 0. Daher besteht L° genau aus den Halbgruppen
it Null von L. Normale P-Ideale sind genau die Ideale von A im Sinne
der Halbgruppentheorie. Ist N ein Ideal von 4, so ist (¥) die Reessche
Kongruenz auf A.

5.4. Bs sei L eine Klasse von Algebren und Pz, y) die entsprechend
den am Anfang dieses Abschnitts gemachten Bemerkungen aus einer
dreistelligen positiven Formel abgeleitete binfire Operation. (Ein solches P
exigtiert stets, und insbesondere auch dann, wenn £ leer ist; man wihle
beispielsweise ¢ (@, %1, %) gleich (2, = x,).) Wir setzen nun voraus, daf das
Bild eines normalen P-Tdeals von A e L bei einer homomorphen Abbildung
p(A-~B) e A stets wieder normal sei. (Dies ist in den Beispielen 5.1, 5.2 :
wnd 5.3 der Fall) Gleichbedeutend damit ist offenbar Bedingung 2.6.Db).
Dann folgt Bedingung 3.2 schon aus 3.1. Denn ist ap e N°= No fir
aeNe(%A), aecFa), so folgt aus 2.3.¢c) und 3.1, dall ap eF(a)p
C (F(a)) = F(ap)* = Flag).

Tiir a ¢ A sei G(a) die von der Menge X, = {(Q(a, ), ), fir = € A}
erzeugte Kongruenz auf 4, wo Q(z,y) (wie P(x,y)) aus einer positiven
Formel abgeleitet ist.

5.4.1. Unter der Vorausselzung 2.6.D) emistiert das @-Radikal Rgo
auf L.

Beweis. Wir haben noch Bedingung 3.1 nachzuweisen. A1}s
(Q(a, ), z) « G(a) fir alle ved folg (Q(a@,y),ylsG(a)¢gG(a,.)W fiir
alle p(4—~B) e 4 und alle y ¢ B, somit @(ap)C G(a)". Da G(ap) die vo_xi
X,p erzeugte Kongruenz auf B ist, so ist X, C G(ag)p~. Da 'G(a(p)(p‘
eine Kongruenz auf 4 und ¢(a) die von X, erzeugte K;)ngruenz ist, so .1st
G(a) C Glap)p™ und G(a)pC G{ap), also auch G(a)’ C G(ap). Folglich
besteht Gleichheit, G(ap) = G(a)"

R soll das Brown-McCoysche 0-Radikal 2.mf L genannt werden.
Tm Fall der Ringe (Beispiel 5.1) ist @(a) die Kleinste Kongruenz auf 4,
50 daf az— 2 = 0 mod G(a); A1, G%a) ist das von az—o (2 € A) .erze1-1g'be
Tdeal von A. In diesem Fall ist daher Reo(A) genan das R.amdlkal im Smng
von Brown-McCoy [1], [2]. Zufolge 5.1.1 liefert das"(?-Radlka,l Rg= {(Rgo)
(mit G(a, b)= G(a—Db)) gerade die zn Bai(A) gehorige Kongruenz auf 4,
d.h. (Reo(4)) = Ra(4). ;

Eine Algebra A eI heife 0-einfach, wenn A auller A selbmi und 0
lkeine -0-Kerne besitzt. Jede Algebra 4 eL besitzt offenbar hpchgtens
ein Blement ¢4, so daf P(es, z) = P(x, 6) = @ fiir alle @ ¢ A. Mit diesen
Bezeichnungen hat man:
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5.4.2. Ist A e L eine 0-einfache Algebraund e4 ¢ A, s0 ist A e (Ann Rew)™,

falls P = Q. . .
Beweis. Die Behauptung ist trivial fiir |[4]= 1. Sei daher (4] = 2.
Dy X, = 0 fir a = e4, 50 ist G(ea) = 0 und G*(es) = 0°. Da €9 = 0° so

ist €9— A, |69]> 2, e4¢@(ea), und unsere Behauptung folgh nun aus 3.7

6. Das Brown—McCoysche 0-Radikal fiir Halbgruppen.
Bs sei L eine gegeniiber homomorphen Bildern abgeschlossene Klasse
von Halbgruppen, Fiir #, y € A ¢ L bezeichne zy das Produkt von # und y
in der Halbgruppe A. Fiir diese Klasse L soll im folgenden das in Bei-
spiel 5.4 eingefiihrte Brown-McCoysche 0-Radikal Ego unter Speziali-
gierung von P, @ zu P(z,y) = Q(z,y) = zy (vergl. Beispiel 5.3) niher
wntersucht werden. Da in diesem Fall Bedingung 2.6.b) exfllt ist (vergl.
die diesbeziigliche Bemerkung in 5.4), so ist die Existenz des G°-Radi-
+ kals Rgo nach 5.4.1 gesichert. Bezeichnet X, fiir a € A die in 5.4 erklirte
Erzengendenmenge von G (a) mit Q(z,y) = zy, also

o= {(aw, x), fir o e A},

und ist p(e) die von X, erzeugte Rechtskongruenz auf A4, so besteht
nach [10], 8. 256. Lemma 1.1 die Beziehung

(u,v) e u(a) <= es existieren zwei ganze Zahlen I, m > 0 mit alu = o™ .

Dabei sei a’ = b fiir alle b ¢ A. Ferner sei A* die aus 4 durch Adjunktion
eines Rinselements (falls A kein Einselement besitzt) hervorgehende
Halbgruppe. Da G(a) die von Xg, also auch die von u(a) erzeugte Kon-
gruenz auf 4 ist, so gilt:

(u, v) € G(a) <= es existieren n > 1, (ug, v:) ¢ p(a) und @; e 4l
i= 1, eymy 80 dall u = @y, 0= &t UNd Lp1li1 = Bii,
i=1,..,n-1 :

Enthilt A ein Nullelement 0, so ist « ¢ G°(a) gleichbedeutend mit (u, 0)
e G(a). Aus 3.7 folgt:

6.1. Wenn die Halbgruppe A eL ein Nullelement besitzt, so sind
folgende Aussagen einander gleichwertig:

2) A e (Ann Rgo)™;

b) entweder ist {A| = 1 oder es ewistiert J(A) und in J(4) ein Element
a # 0 mit folgender Figenschaft: Wenn wu =0, a™u = a™, wobei x,u,ve A
und m,n =0, so ist stets ov = 0.

In Ubereinstimmung mit dem Begriff einer 0-einfachen Algebra

aus 5.4 nennen wir eine Halbgruppe mit Null 0-einfach, wenn A aunBer A
selbst und {0} keine Ideale enthilt.

icm®
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© 6.2. Hine 0-cinfache Halbgruppe mit Null und ohne nilpotente Ele-
mente # 0 gehort zu (Ann Reo)™.

Beweis. Da 4 keine nilpotenten Elemente s 0 besitzt, so enthilt 4
auch keine Nullteiler (vergl. [3], 8. 71, Aufgabe 9. (a)). Sei |4]| # 1 und
zu =0, a™y = a™, wobel « # 0 und zv # 0. Dann ist  # 0 und %= 0,
amy = a® = 0, also v =0, im Widerspruch zu zv # 0. Damit folgt 6.2
aus 6.1.

6.3. Hine wvollstandig 0O-einfache Halbgruppe A mit Null (im Sinne
von [3], 8. 76) ist genaw dann in (Ann Rgo)” enthalten, wenn A keine von 0
verschiedenen nilpotenten Elemente besitet, d.h., wenn die Sandwich-Matriz
P = (Prd)rex,icz der zugehdrigen isomorphen Darstellung von A als reguldre
Matrizenhalbgruppe iiber einer Gruppe mit Null G aus lauter von 0 verschie-
denen BElementen pr; besteht.

Beweis. Sei A diese regulire Matrizenhalbgruppe iiber einer Gruppe
mit adjungiertem Nullelement 0. Die Regularitat bedeutet, daB in jeder
Zeile und in jeder Spalte von P wenigstens ein von 0 verschiedenes Ele-
ment aus G vorkommt. Die Hinlinglichkeit der Bedingung folgt unmittel-
bar aus 6.2. Zum Nachweis der Notwendigkeit benutzen wir 6.1. Sei
also 6.1.a) erfiillt. Dann existiert nach 6.1.b) (mit J(4)= A im Fall
|[4] # 1) in A ein Blement (a), wobei a (# 0) ¢ @, so dafl aus zu=0
und (a)%u = (a)mv stets folgh v = 0. Dann ist (a)m sicher nicht nil-
potent, also pu, # 0. Wenn ein Index § mit pp; = 0 existiert, so erfillt
w=0, o= (b # 0, & = (¢)n = 0 die Bedingungen zu =0, (a)gru = 0,
(@)mv = ((apag)”™ "apnsb)u = 0. Daher muB sein v = (¢pisb)a= 0. Dies
Dedeutet, daB pr; = 0 sein muB. Da hierbei & beliebig ist, so ergibt
sich ein Widerspruch zur Regularitit von A. Daher ist pa; # 0 tiir alle j.
Angenommen, es existieren Indizes f, k mit p = 0. Dann ist zu=0,
(@ = (a)hy fir w= (D # 0, v=(pi(pr@)" "), = (¢ # O
erfiillt. Bs muB also av= (cpkjp;jl(ph,,a)m_"pnfd)u =0, dh pr=0
fiir alle k, j sein. Dies widerspricht sicher der Regularitdt. Somit ist in
der Tat jedes Element der Matrix P von Null verschieden.

Fiir eine Halbgruppe A mit Null sei rad® A das maximale Nilideal
von A, das ist die Gesamtheit aller eigentlich nilpotenten Blemente von A
(vergl. [6]).

6.4. Fiir eine Halbgruppe A mit Null gilt rad’ 4 C Reo(4)-

Beweis. Fir berad® 4 und a<b® existiert sicher ein n>1, S0
daB amg — a0 = 0. Demnach ist (a,0) e pu(a)C G(a) und ae @*(a), d.h.
be Rp(A) und 124° 4 C Reo(4).

An den vorstehenden Sitzen auffallend ist, daf stets die Existenz
eines Nullelements vorausgesetzt wird (abgesehen von 5.4.2, wo datiir
aber die Existens eines Blementes e gefordert wird, das im vorliegenden
Fall das Hinselement der Halbgruppe A4 darstellt). Da die Bedeutung
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des Brown-McCoyschen 0-Radikals fiir Halbruppen ohne Null (insbeson-
dere in dem zu 6.3 analogen Fall einer vollstindig einfachen Halbgruppe)
noch weitgehend ungeklirt ist, werden wir im n#chsten Abschnitt aus-
schlieBlich Halbgruppen mit Null betrachten.

7. Das Brown-McCoysche 0-Radikal eines Ideals einer
Halbgruppe mit Null. Es sei L eine Klasgse von Halbgruppen mit
Null, die abgeschlossen ist gegeniiber homomorphen Bildern, und die
it einer Halbgruppe 4 auch jedes Ideal von 4 enthilt. Wie in Abschnitt 6
sei P zu P(@,y) = vy spezialisiert. Ist A’ ein Ideal von 4 L, so wollen
wir zu Vermeidung von MiBverstdndnissen die der Halbgruppe A’e¢L
zugeordnete Funktion G(4’'~C(4’)) mit G bezeichnen, d.h., fir a <4’
ist G'(a) die von X;= {(aw, ®), wo © die Menge A’ durchliuft} C 4" x4’
erzeugte Kongruenz auf A’. Tm Unterschied dazu bezeichne G''(a) die
von X, auf A erzeugte Kongruenz. Es gilt

@ (a)CG'(a)C G(a) fir alle a e d’.
Denn aus
&(a)

SeC(d), XoCS

sSC N

c (A'x A~ 8= (A"XA") ~ G(a)
Se0(4),X,C8

folgt &'(a) C G''(a), und wegen X,C X, ist @'(a) C G{(a). Ferner gilt
(@) C ¢(a)

Denn aus (%, 0) e §'(a) C G(a) folgt u e @*(a).
1.1, Fiir ein Ideal A’ der Halbgruppe A e L g¢ilt

Rgo(Al) _C_ A~ .RGO(A.) .

Beweis. Sei aeN = Rp(4d’). Wegen aeG°a)C Ga) ist jedes
Element von N’ @°-regulir. Da A’N’'A’ C N’, so ist erst recht jedes Ele-
ment von 4'N'4’ @°-reguliir, und da A'N’'A’ ein Ideal von A ist, so hat
man A'N’A’CHN = Re(A) und, wegen A’AC A" und AA'C A’, auch
AN VAN ON'AVAN'AYA'CA'N'A'CN.DaN'C A',s0ist M = N’
VAN ON'AUAN'ACA und M*C A’MA’'CN. Begeichnet M’ das
Bild von M bei der kanonischen Abbildung A-4/N, so ist also M’ ein
nilpotentes Ideal von A/Rgm(A4), und nach 6.4, 4.12 und 4.8 muB sein

M’ Crad® (A]N) C Ra(A]N) = Rao(A[Reu(4)) = {0},
dh. M’ = {0} und N'C MCXN.
Aus 7.1 folgt unmittelbar:
72. Mit A (eL) ist auch jedes Ideal von A G°-radikalfrei.

Fir Yo= {(way,2y), Wo @,y e A} sei H(a) die von ¥, erzeugte
Kongruenz anf A. Dann gilt H(ap) = H(a)” fir alle ac4 und alle

fiir alle. ¢ e A" .
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@(4 >B) e A. Denn einerseits hat man Y,pC H(ap) = ¥, C H(ap)p™
= H(a) C H(ap)g™ = H(a)p C H(ag) = Yop C H(a)p C H(a)*C H(ag). Da
andererseits H (ap) von Y.¢ erzeugt wird, so ist besteht Gleichheit. Nach
Konstruktion ist H(a) C G(a) fiir alle a ¢ A. Wir setzen

(H ().

Ist A’ ein Ideal von A und ae A’, so sei H'(a)
wo %,y € A’} erzeugte Kongruenz auf 4'.

7.3. Wenn AdaA C H'a), so ist Ha) = A%

Beweis. Sei Adad CH%a) und ze¢H%a), also (zay,z)eH(a) fiir
alle @, y « 4. Da auch (way, 2y) € H(a), so ist (zy, ) e H(a) und 4*C Ha).
Fiir t ¢ A ist 2t €« H(a), also (2, 2t) € H(a), d.h., es existieren Paare (uy, v4),
i=1,..,m,50 daB w1 =0, 0 =1,..,0—1, u; =2, vy = 2t, und u; = v
oder (us, vi) € Yo oder (v, 4;) € ¥o. Wenn u; = v; fiiv alle 4, so ist 2z = zi.
Nun sei j die kleinste Zahl, so daB «; # v;. Dann ist 2 = w; und (u;, v;) € Yo
oder (vj, us) € Y4, d.h. u; e A% Daher ist ze 4> und H'(a) C 4% somib
A2 = H%a).

7.4. Ist A’ ein Ideal von A, so gilt Ha) = A fiir alle a e G°(4) ~ 4"

Beweis. Es besteht fir a,s,ted’ und b,ce A die Implikation
(b, ¢) e G{a) = (sbt, sct) e H'(a). Denn aus (b, ¢) « G(a) folgt die Existenz
von Paaren (i, vi), i =1, ..., n, 80 daB u,=b, v3== 6, hia =05, { =1, ...
woyn—1, und w;=v; oder (us,vs)eXsw Yo oder (vs,us)eXav Ya.
Fiir eine Teimenge S C A X A setzen wir abkiirzend s8t = {(sut, svt), wWo
(u,0) e 8}. Da sX,tC Yi und s¥,tC Yq, so folgh aus sugt # svif, daB
17 5 v und (suqt, s0:t) € (X v o)t C Yo oder (svit, sust) € s(Xaw Yo)?
C Y,. Da iiberdies su,t= sbt, sv,t= sct und sugat=svit, i=1,..
., n—1, 8o ist (sbt, sct) enthalten in der von Y, erzeugten Kongruenz
H'(a) auf A’. Insbesondere ergibt sich: a ¢ @(a) = (a, 0) ¢ G(a) = (sat, 0)
cH'(a) = sat e H%a), dh., es ist A’ad’ C H'a), und nach 7.3 ist
somit Ha) = A™. )

15. Wenn A eI die Bigenschaft hat, daf fir jedes Ideal A’ von A
mit (4’| > 2 ein surjektiver Homomorphismus p(A4'—B) mit B e Ann Reo
und |B| > 2 existiert, so ist 4 ¢ Ann Rgo.

Beweis. Wahlt man A’ = Re(4) und ist |A'|>2, so existiert
nach Voraussetzung ¢(A'—B)e A mit BeAnn Reo und |B| > 2. Sei
beB. Dann existiert a < Re(d) mit b= ap. Wegen a e G(a) ~ A" ist
nach 7.4 H'a)= A" Da H'(a)C F(a), so ist A% = H"(a) C G"(a), und
aus (uv, 0) e @“(a) fiir u, v e 4’ folgt (upvp, 0) = (uv, 0)p € G(a)p C &'(a)®
= G{ap) = G(b) und b e B*C G°(b). Demnach ist jedes Element von B
6°-vegulir und B’ C Rea(B) = {0}, d.h. BCrad® B C Ra(B) = {0} und

12*
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B= {0}, im Widerspruch zu [B|> 2. Daher ist die Annahme [4'| =2
falseh und Res(4) = {0}.

Aus 4.9, 412, 7.2 und 7.5 folgt:

7.6. (Reo> st ein M -Radikal (im Sinne von [6], S. 365), wenn fiir M
die bindre Relation, (4, B) ¢ M <= B ist ein vom Nullideal verschiedenes
Tdeal won A, gewdhlt wird.

Zufolge Satz 37 aus [6], S. 370 gilt daher:

7.7. R(;o(Ran(A)) = Reo(4).

Allgemeiner besteht der zu Theorem 4 aus [2], 8. 498, analoge Satz:

78. Wenn A’ ein Ideal von A L. ist, so ¢ilt Rao(A') = A’ ~ Rgo(4).

Bemerkung. Das entsprechende Resultat aus [2] (Theorem 4) wird
dort unter wesentlicher Verwendung eines Lemmas ([2], S. 495, Lemma 1)
bewiesen, das sich anscheined nicht auf Halbgruppen iibertragen lift,
da Dbei seinem Beweis gewisse Summen und Differenzen eine wichtige
Rolle spielen. Da wir aber bereits die zu Lemma 2 bzw. Lemma 3 aus [2],
S. 497, analogen Aussagen 7.3 und 7.4 beweisen konnten ohne im Besitz
eines Analogons zu Lemma 1 aus [2] zu sein, so erscheint die Giiltigkeit
von 7.8 nicht mehr als besonders iiberraschend. Umgekehrt 148t sich
aber der nachfolgende Beweis auch auf Ringe iibertragen und stellt dann
gegeniiber dem Beweis von Theorem 4 aus [2] eine Vereinfachung dar.

Beweis von 7.8. Im Hinblick auf 7.1 ist nur noch die Inklusion

B=A'~ Ra(4)C Roo(4)

nachzuweisen. Fir a « B* hat man a e G*(a) ~ A’ und, nach 7.4, a ¢ B>
CA® = H"a)C Ga). Daraus geht hervor, daB B* als Ideal von A,
@-regulir und B®C Rg(d’) ist. Faér das Bild B’ von B bei dem
kanonischen Homomorphismus A’ — A'[Re(A’) gilt daher B” = {0},
d.h., es ist

B’ Crad® (A'/Res(A")) C Reo(A'[Re(A") = {0} und B C Reold').
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