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Paracompacité et espaces uniformes

par
Jean Ferrier (Paris)

1. I peut &tre intéressant dans Iétude des espaces veectoriels
topologiques de connaitre la paracompacité éventuelle des espaces ren-
contrés. On sait depuis longtemps que les espaces métrisables sont para-
compacts, mais on voudrait étendre le résultat & d’autres comme par
exemple les limites induetives strictes d’une suite d’espaces topologiques
localement convexes métrisables. Or, il est en général faux qu’un espace
topologique qui est réunion d’une suite de sous-espaces paracompacts
goit paracompact, méme si les espaces de la suite sont fermés, & moins
de supposer en outre que le grand espace est collectivement normal,
condition déjd proche de la paracompacité. On sent donc la nécessité
de définir la paracompacité dans un eadre plus strict que celui des espaces
topologiques; on choisira ici celui des espaces uniformes.

Par ailleurs on peut étudier la stabilité de la paracompacité par
@’autres limites inductives, et en particulier par les quotients. Le cas
des relations d’équivalence fermées a été entiérement résolu par E. Mi-
chael [6]. En revanche I’exemple des espaces vectoriels topologiques
conduit & s'intéresser aux relations d’équivalence ouvertes; de telles
relations interviennent encore en théorie des jeux ol l'on sait le rdle
joué par le paracompacité dans le probléme des images continues ouvertes
d’un espace métrique complet (voir [3]). Il sera fait largement appel
% la théorie des jeux pour les définitions et résultats relatifs & cette seconde
partie.

Premiére partie: Paracompacité des limites inductives

2. Notations et préliminaires. Dans tout ce qui va suivre, on
désignera toujours par z le foncteur (pour les notions sur les catégories,
voir [8] et [9]) qui, & un espace uniforme X, associe I'espace topologique
sous-jacent que ’on notera “X; on désignera par ¢ le foncteur adjoint
4 gauche de 7, & savoir le foneteur qui, & un espace topologique X, fait
correspondre 1'espace uniforme *X obtenu en munissant 1’ensemble sous-
jacent & X de la structure uniforme universelle de X (voir [2], chap. 9,


GUEST


8 J. Perrier

§ 1, exercice 5); les espaces uniformes X tels que X = *X sont dits fins
ou universels. Par ailleurs, on dira qu’un monomorphisme X ¥ d’espaces
topologiques ou uniformes est strict §’il définit un isomorphisme de X
sur un sous-espace de Y; on dira qu’un épimorphisme X Y est strict
§’il définit un isomorphisme d'un quotient de X sur Y.

Il faut établir maintenant quelques résultats préliminaires concernant
la définition d’une structure uniforme par une famille d’écarts. Consi-
dérons la catégorie dont les objets sont les ensembles # munis d’un
Ri-cone H d’écarts bornés stable par enveloppes supérieures finies, et
dans laquelle un morphisme de (F, H) dans (B', H') est une application f
de E dans B’ telle que, pour tout d’ « H’, il existe d ¢ H tel que d(z, y) < 1
entraine d'(f(x), f(y)) < 1. Cette catégorie est fibrée et cofibrée au dessus
de 1a catégorie des ensembles; on peut la scinder en décidant que la structure
initiale, pour des applications f;: B—E,, oi E est muni de H,, est définie
par lensemble des enveloppes supérieures finies d'écarts d,s (f.xf.),
o ¢, parcowrt H,, et la coscinder en décidant que la structure finale,
pour des applications f,: B,—~H, est définie par I'ensemble des écarts
bornés d sur E tels que, pour tout ¢, f, soit un morphisme lorsqu’on munit B
du R;-cone engendré par d.

On connait un foneteur pleinement fidéle et surjectif de cette catégorie
& valeurs dans celle des espaces uniformes, & savoir celui qui & (B, H ),
associe 'ensemble E muni de la structure uniforme définie par I'ensemble
@’écarts H. Si pour tout objet (¥, H), on désigne par (E, H) 1’objet final
pour Papplication identique de F, la restriction du précédent fonecteur
& la sous-catégorie pleine engendrée par les (B, H) tels que H= H est
un isomorphisme.

ProposITION 1. H est le plus petit ensemble décarts bornés K con-
tenant H et tel que, si (d.).er est une famille d*éléments de K telle que > [l
el

< -+4ooetd<d, aors de K.
el

En effet, il est clair que H est stable par Popération indiquée et,
@autre part, si de H et si, pour simplifier, d < 1, il existe, pour tout
neN, un écart dn ¢ H tel que du(z,y) < 1 entraine 2"d(z, ¥) < 1. T est
alors clair que 4 gl g 217" inf(2, dy), et par suite que H est contenu dans

tout ensemble K.

CorOLLATRE 1. Le foncteur contravariant hy qui & un espace uniforme X
associe Uensemble h(X) de tous les écarts bornds uniformément continus
sur X, est post-exact, i.e. transforme les monomorphismes stricis en épimor-
phismes siricts.

- 1 fant vérifier que, pour tout monomorphisme strict X -7, Pappli-
cation 2(Y)->h(X) est surjective, autrement dit que tout éeart de h(X)
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provient d'un écart de A(Y). Supposons pour simplifier que X est con-
tenu dans ¥, et désignons par K Dimage de h(Y) dans h(X). On sait
que K définit la structure de X, de sorte que K = h(X). Il suffit done de
voir que K vérifie la propriété de stabilité de la proposition 10; or K est
évidemment stable par sommes, et on est ramené au lemme suivant:
LemME 1. Soient X wun sous-ensemble d’un ensemble Y, D un écart
borné sur Y, d un écart sur X majoré par D; on peut prolonger @ & Y en
un éeart petit que D.
Supposons que 1'on ait D < 1, et prolongeons d’abord 4 en lui donnant
la valeur 1 en dehors de X x X; considérons I’écart d’ borne inférieure de d
et de D. Rappelons, & ce propos, que ’écart borne inférieure d’une
famille (d,),er d’écarts est 1’écart qui, en (z, y), est égal & la borne infé-

rieure des E (@0, Bny1), OU 1 Parcout I et 2, est une suite, telle que vy =
n=0
et ¥, = y & partir d'un certain rang. Il faut voir que d’ prolonge d; sup-
e
posons par U'absurde que L'on ait 3 d,,(%n, @m1) < d{z,7), ol d, est d
n=0

ou D, et soit p le plus petit entier tel que #,4, 8oit dans X et que P’on ait

»
Zd,”(wn, Tn1) < (T, Bp41);
n=0

si ¢ est le plus grand entier < p tel que @44, soit dans X, on a

D

a
Z Ay(ny Bni1) = 2 D (@n; Bny1) 2 D41, Tpt1) 2 &(Bgr1, Tpsa)
nsgt nsgi

et par suite

q
de(mn; Zpt1) < d(@, Bgi1),
n=0

et ¢ vérifie la méme inégalité que p, ce qui est absurde car p était le plus
petit.

COROLLAIRE 2. Le foncteur Hom (., [0, 1]) de la catégorie des espaces
uniformes dans celle des ensembles est post-exact.

‘Ce corollaire 2 est lui-méme une conséquence du corollaire 1 et du
lemme suivant:

Lemme 2. Soient ¥ un ensemble muni d'wn éeart d, et X un sous-
ensemble de Y. Toute application f de X dans [0, 1] vérifiant, pour tout
couple (x,y) de X x X,

[f@)—f)| < d(z, y) ,

se prolonge & Y de fagon & satisfaire la méme inégalité dans Y.


GUEST


10 J. Ferrier

10 suffit d’appliquer le théoréme de Zorn & l’ensemble ordonnd des
couples (Z, g), out Z est une partie de ¥ contenant X, et ¢ une application
de Z dans [0, 1] prolongeant f et vérifiant 1’inégalité de I’énoncé dans Z.

11 faut aussi signaler un résultat qui concerne ’algébre bornologique
Be(X, R) des fonctions numériques bornées et uniformément continues
sur ’espace uniforme X, dont les bornées sont les ensembles de fonctions
également bornés et uniformément équicontinus:

ProrosITION 2. Pour qu'un ensemble H de fonctions numériques
sur X soit borné dans Be(X, R), il faut et il suffit que H soit borné en un
point et que Uécart ;;ulg |f(2)—F(y)| appartienne & h(X).

€

CorOLLATRE 3. Le foncteur Be(., R) de la catégorie des espaces uni-
formes dans celle des ensembles bornologiques (resp. des algébres bornologiques
de type convewe) est postemact.

En particulier, toute fonction numérique uniformément continue et
hornée sur un sous-espace peut se prolonger 4 l’espace entier.

CoROLLAIRE 4. Soient Y un espace uniforme, V un entourage de ¥, X un
sous-espace de Y et d un éeart uniformément continu et borné sur X; dans
ces conditions, il existe un prolongement de @ & Y qui soit nul en dehors
de V(X).

On peut d’abord, d’aprés le corollaire 1, prolonger d &4 Y. D’autre
part, on peut trouver une fonction numérique uniformément continue f
& valeurs dans [0, 1] égale & 1 sur X et nulle en dehors de V(X). D’aprés
la proposition 2, I'ensemble H des fonctions numériques ¢ sur ¥, nulles
en un point ¢ donné et telles que |g(x)— g(y)| < d{z, y) pour tout couple
(z,y) de ¥ XY, est borné dans Be(¥, R). Il en est de méme de fH, et
l’écartgséuilf)l lg(2)—g(y)| appartient & h(X). Or il est nul en dehors de ¥ (X),

et prolonge d sur X car la fonetion

w~>f(d(x, y)—d(a,y))
appartient & fH pour tout y de Y.

PROPOSITION 3. Pour qw'un morphisme (X,)—(Yn) de suites in-
ductives d’espaces uniformes soit tel que X = lim X, soit isomorphe & Uimage
réeiprogue de ¥ = lim Y, par Vapplication X —>Y il suffit que les morphzs-
mes d’ensembles bomologzques

Be(Y,, R)->Be(X,, R)
et

Be(Yn1, R)>Be(¥y, R) BotEn) Be(Xpyi1, R)

soient des épimorphismes stricts (le dernier terme écrit représente le prodmt
tibré de Be(Yn, R) et de Be(X,1q, R) au-dessus de Be(Xa, R)).
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Pour prouver le résultat, il suffit de voir que le morphisme Be(Y, R) -
->Be(X, R) est un épimorphisme striet, ce qui résulte du

LeMME 3. Pour quw'un morphisme (X,)-»(Yn) de suites projectives
d’ensembles bornologiques soit tel que le morphisme de X =limX, dans
Y=1mY, soit un épimorphisme strict, il suffit que les morphismes
Xo>Yy et Xpy1>Xn 177: Y11 sotent des épimorphismes stricts.

La vérification est immédiate.

COROLLATRE 5. Pour toute swite inductive stricte (Xn) d’espaces uni-
formes, les morphismes X,->lim X, sont des monomorphismes stricts.

Rappelons qu’une suite inductive (X,) est dite stricte lorsque les
morphismes X, X, 11 sont des monomorphismes stricts. On voit facilement
que les morphismes X, —lim X, sont injectifs; il suffit done de voir qu’ils
sont stricts, et pour cela appliquer la proposition 3 au systéme induetif
constant X, et au systéme (X,) limité aux entiers #n > p. Xp—+X,11 étant
par hypothése un monomorphisme strict il en résulte, d’aprés corollaive 3,
que le morphisme Be(Xpt1, R)+Be(Xn, R) est un épimorphisme strict.
Comme le produit fibré de Be(X,, R) et de Be(X,, R) au dessus de
Be(Xp, R) se réduit & Be(Xn, R), les conditions d’applications de la
proposition 3 sont vérifides.

3. Espaces uniformes de caractére paracompact.

DEFINITION 1. X étant un espace uniforme (resp. un espace topo-
logique), on dira qu'nne famille (X,).c4 de parties de X est uniformément
discréte (vesp. discréte) sile morphisme canonique de la somme [] X, dans X

a€

est un monomorphisme strict.

Dans le cas d’un espace uniforme, il revient au méme de dire qu’il
exigte un entourage ¥ telque V(X,) ~ V(X;) = O entraine a = f.

DipINmmioN 2. On dit qu'un espace uniforme X est de caractére para-
compact si, pour tout recouvrement ouvert R de X, il existe une suite
(Sn)nen de familles uniformément diserdte plus fines que R telle que la
réunion des ensembles des &, recouvre X.

ProrositioN 4. Tout espace uniforme de caractére paracompact a une
topologie paracompacte.

On peut invoquer [2] chap. 9, § 4, n° 5, lemmes B, 6 et 7, ou faire
une démonstration directe & partir des résultats de [7]. Soit done R un
recouvrement ouvert d'un espace uniforme de caractére paracompact X.
On peut, par définition, trouver un recouvrement (Xio)nemaesn PLUS
fin que R, et une suite (Vu)nen d’entourages de X telle que Via(Xyo) A
A Vo(Xnp) = O entraine o= . D’autre part, on peut toujours supposer
que les ouverts de R sont de la forme {@] p(x) > 0}, oll @ est une fonection
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uniformément continue, puisque ces derniers forment une base de Ia
topologie. Choisissons alors pour tout couple #, @, une fonetion wunifor-
mément continne ¢n, & valeurs dans Pintervalle [0,27"], égale & 27"
Sur Xq, et & 0 en dehors de Vu(Xy,q), un ouvert Uy, de R contenant X, q,
et une fonction uniformément continue y,, , & valeurs dans 'intervalle [0, 1],
strictement positive dans Un,., et nulle en dehors. Comme il est immédiat
que la famille (@uo¥Pnolnenacs, €St équicontinue, subordonnée a R, et
de somme partout strictement positive, il n'y a plus qu’ & appliquer [5].

PrOPOSITION B. Toui espace wuniforme mélrisable est de caractére
paracompact.

1 suffit de se reporter a la démonstration du lemme 4 de [2], chap. 9,
§ 4, n° 5. Soit X un espace métrique; pour toute boule ouverte B de X,
désignons par B™ la boule ouverte de méme centre (éventuellement vide)
dont le rayon est celui de B moins 27" Soient alors 4 un ensemble bien
ordonné, et (B,).e4 Un recouvrement de X par des boules ouvertes. Posons

Cno= Bi— | B
B<a
La famille (Cpo)nenaes répond & la question; en effet, elle est plus fine
que le reconvrement donné; elle recouvre X, puisque si @ ¢ X, il existe
un, plus petit « tel que o € B,, puis un entier n tel que ¢ By, done @ € Cp,q;
enfin, n étant fixé, la famille (Cra)eea €5t uniformément discréte.

Il faut remarquer que, pour qu'un espace uniforme soit de caractére
paracompact, il faut et il suffit que ’espace séparé associé le soit; par
suite, si une structure uniforme peut étre définie par un seul éecart, elle
est de caractére paracompact.

Prorosrrion 6. Soit X wun espace topologique wuniformisable; pour
que X soit paracompact, il faut et il suffit que °X soit de caractére para-
compact.

La condition est évidemment suffisante, d’aprés la proposition 1.
Elle est d’autre part nécessaire, car si X est paracompact, tout recouvre-
nent ouvert de X est uni (cf. [2], chap. 9, § 4, exercice 19(a)), done divi-
sible ([2], chap. 9, § 4, exercice 16), la structure universelle est définie
par l'ensemble des voisinages de la diagonale ([2], chap. 9, § 4, exercice
18(a)) et alors tout reconvrement ouvert est uniforme pour cette structure,
done moins fin qu'un recouvrement par des boules ouvertes pour un
certain écart; il suffit alors d’appliquer la proposition 2.

L’intérét de la notion introduite réside dans le fait qu’elle est stable
par sous-espaces fermés et aussi par réunions dénombrables:

ProrosITION 7. Tout espace uniforme X, qui est réunion d'une suite X,

de sous-espaces wniformes de caraciére paracompact, est de caractére para-
compact.
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La démonstration découle immédiatement des définitions.

Toutefois, on n’a auncun renseignement sur la stabilité par limites
projectives, méme filtrantes et dénombrables. On est donc amené & amé-
liorer la situation et & poser la définition suivante:

DEpINITION 3. On dit gu'un espace uniforme X est complétement
paracompact si tout sous-espace de X est de caractére paracompact.

Il revient an méme de dire que, pour toute famille ouverte R de
parties de X, il existe une suite (Sy)nen de familles uniformément discrétes
plus fines que R, telle que la réunion des S, recouvre le méme ensemble
que R.

De fagon évidente, tout espace uniforme métrisable est complétement
paracompact, et la notion de compléte paracompacité est stable par
sous-espaces et réunions dénombrables de suites. De plus:

ProposITION 8. Soit X un espace uniforme qui est limite projective
dune suite X, d’espaces wuniformes complétement paracompacts; dans ces
conditions, X est complétement paracompact.

Soit en effet R un recouvrement ouvert d’un ouvert ¥ de X. Pour
tout entier n, désignons par ¥, I'ensemble des points y de ¥ qui possédent
un voisinage contenu dans un ensemble de R, et qui soit image réciproque
par lapplication canonique X —+X, dun ouvert de X,. Par définition
de la imite projective, Y est réunion des ¥, et par construction, R induit
sur chaque ¥, un recouvrement moins fin qu’un recouvrement image
réciproque par P'application X X, d’une famille ouverte de X,, laquelle
est moins fine que la réunion d’une suite (Sn,p)pen de familles uniformément
discrétes. En prenant les images réciproques et en faisant varier & la fois p
et n, on obtient une suite de familles uniformément discrétes plus fines
que R et recouvrant Y.

T faut remarquer que ’on a utilisé explicitement le fait que le systéme
projectif était indexé par N, donc dénombrable et filtrant; on ne connait
rien sur les litiiites projectives finies, ni méme sur le produit X x X. Toute-
fois, on va pouvoir se passer de ces derniéres:

THEOREME 1. Soit (M) une sous-catégorie pleine de la catégorie des
espaces uniformes, stable par produits finis, et dond les objels soient complé-
tement paracompacts; soit alors (P) la plus petite sous-catégorie pleine con-
tenant (M) qui soit siable par structures initiales pour wn ensemble dénom-
brable dapplications et par réunions dénombrables. Dams ces conditions,
tous les objets de (P) sont complétement paracompacts; ils ont en particulier
une topologie paracompacte.

L’opération de structure initiale pour un ensemble dénombrable
d’applications se décompose en trois autres: image réciproque pour une
application, limite projective de suite, et produit fini; les deux premiéres
ainsi que les réunions dénombrables conservent, comme on a vu, la
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complate paracompacité. Tout résulte alors de ce que, dans toute séquence
(transfinie) d’opérations parmi ce]les citées, on peut faire sauter en arriére
les produits finis pour les grouper & la premiére place.

Le cas le plus intéressant est celui ol (M) est la catégorie des espaces
uniformes métrisables; on obtient de cette fagon la paracompacité des
espaces vectoriels topologiques localement convexes qui sont construits
4 partir des espaces vectoriels métrisables par des limites projectives
dénombrables ou des limites inductives strictes de suites.

4, Limites inductives d’espaces topologiques. Nous allons
maintenant voir comment les résultats obtenus s’appliquent & 1’étude
des limites inductives d’espaces topologiques. Dans toute cette partie,
on s’attachera davantage aux catégories d’ouverts qu’aux points: on
considérera donc comme séparé (resp. de Fréchet, normal, paracompact),
un espace topologique X tel que P’espace de Kolmogorov associé & X soit
séparé (resp. de Fréchet, normal, paracompact). Par ailleurs, on utilisera
le terme de monomorphisme strict au lieu de celui d’homéomorphisme
sur un sous-espace, celui d’épimorphisme strict au lieu de celui de quotient;
un systéme inductif (resp. projectif) sera dit strict si les morphismes qui
le composent sont des monomorphismes (resp. épimorphismes) stricts;
un systéme inductif ou projectif sera dit fermé si les morphismes qui le
composent le sont. On désignera enfin par = le foneteur adjoint du foncteur
d’inclusion de la catégorie des espaces uniformes précompacts dans celle
des espaces uniformes.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que, pour qu'un espace topologi-
que de Fréchet. X soit normal, il faut et il suffit que la condition d’anté-
exactitude suivante ait lieu pour le foncteur z e ¢:

Pour tout monomorphisme strict fexrmé ¥ —X, le morphisme Y —"X
est un monomorphisme striet.

(On remarquera que le foncteur Hom(.,[0,1]), qui est post-exact
dans la catégorie des espaces uniformes, est fidele lorsqu’on le restreint
4 la sous-catégorie des espaces uniformes précompacts, laquelle est iso-
morphe & celle des espaces de proximité; ces deux propriétés entrainent
que la condition indiquée est équivalente & la suivante, en laquelle on
reconnait ’axiome (0Y) de [2], § 4, n° 2:

Pour tout monomorphisme strict fermé ¥ X, Papplication
Hom(X, [0,1])>Hom(Y, [0, 1))
est gurjective.) :

PrOPOSITION 9. Pour qu'un espace topologique de Fréchet X soit
collectivement normal, il faut et il suffit qu'il vérifie les conditions équiva-
lentes qui swivent:

(i) Tout recouvrement umiformément discret dune pariie fermbe Y
de X est la trace sur ¥ dume famille douverts disjoints de X.
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(ii) Tout recouvrement uniformément discret dume partie fermée ¥
de. X est une famille uniformément discréte de *X.

(iii) Powr tout sous-espace fermé ¥ de X, toute famille uniformément
discréte dans *°Y est uwiformémeni discréte dams *X.

(iv) Pour tout sous-espace fermé Y de X, le morphisme °Y —°X est
un monomorphisme strict.

Cette derniére assertion peut elle-méme prendre les formes équi-
valentes qui suivent:

(iva) Tout écart continu et borné sur um sous-espace fermé ¥ de X
est la resiriction & ¥ d'un écart continu et borné sur X.

(ivp) Toute famille équicontinue et également bornée de fonctions numéri-
ques sur un sous-espace fermé Y de X est la trace dune famille équicontinue
et également bornée de fonctions numériques sur X.

(ive) X est nmormal et, pour tout recouvrement ouvert localement fine
dun sous-espace fermé Y de X, il existe un recouvrement ouvert localement
fing de X qui induit sur ¥ un recowvrement plus fin.

Les propriétés (iva) et (ivy) sont trivialement équivalentes & la pro-
priété (iv); Péquivalence avec (iv,) résulte de ce que la structure uniforme
universelle d’un espace mormal peut étre définie par les recouvrements
ouverts localement finis. D’autre part, il est facile de voir que I'on a (iv) =
= (iif), (ii) = (i) et que la condition (i) entraine la normalité simple, d’ot
facilement (iii).

Enfin, (iii) entraine (iv) d’aprés le fait que, dans un espace normal,
tout recouvrement ouvert dénombrable est uniforme pour la structure
uniforme universelle, et les deux lemmes faciles qui suivent:

Levve 4. 8¢ X est un espace uniforme local, il ewiste dans X un
systéme fondamental de recouvrements wuniformes qui soient composés @un
recouvrement wuniforme dénombrable par des recouvrements wniformément
diserels.

LeMuMe 5. 8i f: XY est un bimorphisme d’espaces uniformes locaus
qui conserve les familles uniformément discrétes ¢t les recouvrements uniformes
dénombrables, alors f est un isomorphisme.

Rappelons qu'un espace uniforme X est dit local (,locally fine”,
selon la terminologie de H. H. Corson et J. R. Isbell [4]) il vérifie la
condition suivante: Tout recouvrement ouvert de X qui induit, sur les
ensembles d*un recouvrement uniforme donné, des recouvrements uni-
formes, est Iui-méme un recouvrement uniforme. Cela signifie que l’en-
semble des recouvrements uniformes de X est stable par produit fibré,
ou encore que les recouvrements ouverts uniformes des ouverts de X
forment un systéme de familles couvrantes au sens de Grothendieck [1]
ou une topologie au sens de Girand [5]. Tout espace uniforme fin est
local.
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Le lemme 4 se prouve d’abord lorsque X = M, ot M est un espace
métrique complet: si, dans la démonstration de la proposition 5, V, désigne
Pentourage {(@, ¥)| d{z,y) < 27"}, il suifit de considérer le recouvrement
ViwteCno). En effet, si on pose Un={J Vui2(0On,a), le recouvrement précédent

induit sur chaque Uy 1n recouvrement uniformément discret et d’autire part
la suite U, est un recouvrement ouvert de M, donc uniforme dans "M,
puisque M est paracompact. Enfin, le lemme 4 s’étend au cas ou X est
local, parce qu'un espace uniforme local se plonge dans une limite pro-
jective filtrante d’espaces du type ?M. En fait, nous introduirons plus
loin une notion d’espace quasi-fin, généralisant la notion d’espace local
ot pour laquelle les lemmes 4 et 5 sont encore vrais.

On est maintenant en mesure de prouver la proposition suivante:

ProPOSITION 10. Soit (X,) une suite inductive stricte fermée &’espaces
topologiques (i.e. telle que les morphismes Xn—+Xp1 soient des momno-
morphismes stricts fermés). i les X, sont de Fréchet (resp. normaus,
collectivement mormaus, paracompacts), alors X =Um X, est de Fréchet
(resp. normal, collectivement mormal, paracompact).

Te cas des espaces de Fréchet est trivial, supposons maintenant
les X, normaux (resp. collectivement normaux) et considérons un mono-
morphisme strict fermé ¥ —X. Le morphisme de suites inductives

(Y 7w Xn) (X)) (vesp. (°Y & Xp)>("Xn))
x X
vérifie les conditions de la proposition 3, de sorte que le morphisme
lim ™Y 5z X,—>lim ®X, (resp. im*Y o X, —lim "Xy)
x x

est un monomorphisme strict. Comme x et ¢ commufent aux limites
inductives, on a

im™X, = "X (vesp. lim °X, ="X)

el comme ce morphisme se factorise alors & travers ™Y (resp. *Y), il en
résulte que le morphisme

®Y "X (vesp. 'Y »'X)

est un monomorphisme strict.

Enfin, si les X, sont paracompacts, les °X, constituent un systéme
induectif striet d’espaces  uniformes de caractére paracompact et
?X = lim °X, est de caractére paracompact, done X = **X paracompact.
En réalité, on vient de prouver le résultat suivant:

iom°
Paracompacité et espaces uniformes 17

ProposITION 11 (E. Michael). Soit X un espace topologique collective-
ment normal. Si X est réunion dune suite X, de sous-espaces fermés para-
compacts, il est lui-méme paracompact.

En effet, °X est alors réunion de la suite *X, de sous-espaces uniformes
de caractére paracompact.

Deuxié¢me partie. Paracompacité des espaces quotients

5. Préliminaires. On va maintenant introduire une -catégorie
relativement stable d’espaces uniformes qui jouera un rdle important
dans la suite.

DEFINITION 4. On dit gu'un espace uniforme X est quasi-fin, si
pour tout espace métrique complet M, 1’application Hom(X,” M)
—Hom (X, M) est surjective.

Tl est immédiat que tout espace uniforme fin est gquasi-fin, De plus:

PROPOSITION 12. La catégorie des espaces wuniformes quasi-fins est
stable par limites inductives, par limites projectives dénombrablement filtrantes
et par images inverses au-dessus de la catégorie des emsembles.

Pour les limites inductives, la vérification est immédiate, d’aprés
les bijections successives:

Hom (lim X,, “M) = limHom (X,, ™M)
= limHom(X,, M)<Hom(lim X,, M) .

Soit maintenant f: X->Y un morphisme d’espace uniformes tel que X
soit identique & l’image réciproque f*(¥) de Y pour P'application f. Pour
tout morphisme g de X dans un espace métrique complet M, g*(¥) est
écartisable et on peut trouver au-dessus de ¥ ume structure uniforme
écartisable ¥, telle que f*(¥;) = ¢*(M) (voir par exemple la premiére
partie, corollaire 1 de la proposition 1). En passant aux séparés complétés,
N
on obtient un monomorphisme strict: g*(M)->Y,, puis, en appliquant
2N ~ .
le foncteur ¢, un monomorphisme *g*(M)—>"Y; qui reste strict puisque
N S s
g*(M) est isomorphe & un sous-espace fermé de Y,. Or, 51 Y est quasi-fin,
par définition il s’envoie dans *Y,, d’oti un morphisme de X dans "Y1,
qui se factorise & travers “g*(M), lequel s’envoie dans *"M. Finalement
g e Hom(X, " M).

Voyons enfin la stabilité par limites projectives dénombrablement
filtrantes. Si (X,) est un systéme  projectif dénombrablement filtrant
d’espaces uniformes quasi-fins et si f, est la projection de X =1lmX,
dans X,, pour tout morphisme g de X dans un espace métrique complet M,

Fundamenta Mathematicae LXII E 2
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il existe un indice ¢ tel que f¥(X,) s’envoie dans g*(M); comme f}(X) est
quasi-fin, fXX,) senvoie dans ”M, d’olr aussi X.

11 est facile de voir que si X est quasi-fin le séparé (resp. séparé
complété) de X Vest aussi; cela résulte du fait que si M est un espace
métrique, il est paracompact et par suite "M est séparé et complet
(voir [2], chap. 9, § 4, exerc. 19¢). Par suite, pour qu'un espace uniforme
soit quasi-fin, il faut et il suffit que son séparé (resp. séparé complété)
le soit.

PROPOSITION 13. Pour qu'un espace uniforme (vesp. séparé, séparé
complet) X soit quasi-fin, i fout et il suffit quil vérifie Pune des deux con-
ditions qui suivent:

(i) X est image inverse d'(resp. se plonge dans, est) une limite projective
dénombrablement filtrante & espaces du type ™ M, o M est un espace mélrique
complet.

(ii) 8 H désigne Pensemble de tous les écarts umiformément continus
sur X et Xz Pensemble X muni de Vécart d, X est image inverse de (resp. se
plonge dans, est isomorphe &) Pespace 1_iy_1"’f,z,

deH

En effet (i) entraine (i) puisque le systéme projectif (Xg)gemy est
dénombrablement filtrant et (i) entraine que X est quasi-fin d’aprés
la proposition 1. Enfin, si X est quasi-fin, il senvoie dans les "X, done
dans leur limite projective; si X est séparé l’application est injective
et si X est séparé complet elle est bijective d’aprés le

LEMME 6. Le morphisme X ~lim Xy est dense.
deH

La démonstration est facile et laissée au lecteur. @

i on désigne alors par ‘X Pimage inverse de lim X, par Lappli-
. s Ea L) dEH
cation X‘_);lileﬂfl X4, on définit un foncteur ! adjoint & droite du foncteur

d’inclusion de la catégorie des espaces uniformes quasi-fing dans celle
des espaces uniformes et ce foncteur commute avec les foncteurs «séparé»
et «séparé complétén: en particulier, pour que X soit complet, il fant et
suffit que X le soit.

. Tne zfutre propriété importante du foncteur ! est de conserver cer-
tainés notions de paracompacité; de fagon précise:

ProrosiTioN 14. Pour qu'un espace unwiforme X soit de caractére
paracompact, i faut et il suffit que ‘X le soit.

n e'st c]a,i:r.que si X est de caractére paracompact, 'X Vest aussi.
Pour voir la rémproqlue, il suffit de voir que pour toute famille uniformé-
m.Lent\ discréte © de "X, il existe une suite &, de familles uniformément
diseretes de X plus fines que G telle que la somme des G, recouvre le méme
ensemble que &. On sait qu’il existe un écart uniformément continu @
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sur X tel que & soit uniformément discréte dans 'Xy; il existe done un
entourage ouvert ¥ de 'Xg, tel que si & est la famille (Xo)seu, 1o famille
(V(Xu))CIE 4 soit encore uniformément discréte dans 'X,;. Or cette derniére
famille est ouverte dans Xz, qui, étant écartisable, est de caractére para-
compact d’aprés la proposition 5 de la premiére partie. Il existe donc
une suite &, de familles uniformément diserdtes de Xga, donc de X, plus
fines que la famille (V(X,,))u 4, telle que la somme des &, recouvre Pen-

semble LiV(Xa). Si &, désigne alors la trace de S, sur J Xo, la suite Sy
- a€ aed

répond bien & la guestion; le seul point & vérifier est qu’elle est plus fine
que S, ce qui résulte du fait que les emsembles V(X,) sont disjoints.

Enfin, Pintérét essentiel des espaces quasi-fing réside dans la pro-
position suivante:

PROPOSITION 15. Toule espace umiforme quasi-fin posséde un systéme
fondamental de recouvrements uniformes qui soient uniformément localement
finis. :

Rappelons quune famille S est dite uniformément localement finie
il existe un recouvrement uniforme R tel que & soit finie au dessus de
tout ensemble de . Par limites projectives on se raméne & vérifier la
propriété pour les espaces du type "M, ol M est un espace métrique
complet; or on sait que si X est un espace topologique paracompact,
Tespace uniforme °X la vérifie.

6. Le jeu de Despace métrique complet. Voici un jen qui
se joue & deux dans les espaces uniformes. X étant un espace uniforme,
les deux joueurs « et § choisissent, chacun & leur tour, un entourage de X
fagcon que le carré de I’entourage choisi soit contenu dans ’entourage
précédemment choisi par I'autre joueur. Le jeu met done en évidence

deux suites (Uy) et (V) d’entourages telles que I’on ait 127,,C Upet ff,m CVa.
On considére que le joueur « gagne si Pespace uniforme écartisable défini
par les U, (ou les V) est compleb.

DEFINITION 5. On dit que lespace uniforme X est procomplet §'l
existe une stratégie gagnante pour le joueur a (supposé complétement
informé).

PROPOSITION 16. Pour qu'un espace uniforme X soit procomplet, il
faut que Vespace séparé associé X soit limite d'un systéme projectif (X.)
dénombrablement filirant d’espaces métriques complets, avec des morphismes
XX, surjectifs.

10 est en effet clair que si X est procomplet et si on dit qu'un écart
uniformément continu d est complétant lorsque Pespace uniforme écarti-
gable X; est complet, que pour tout écart uniformément continu d, il
en existe un complétant plus fin, et que, si dn est une suite d’écarts uni-

9%
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formément continus complétants, il en existe un autre qui les domine
tous. Par suite, on a X* = lim X3, out K est I'ensemble dénombrablement
deK

filtrant des écarts uniformément continug complétants sur X; les Xj
sont métriques complets et les morphismes X' —>Xj surjectifs.

ProrosITION 17. Pour quun espace uniforme X soit procomplet, il
suffit que Vespace X~ soit limite d'wn systéme projectif filtrant (X)) @espaces
métriques complets tel que pour toute suite croissante u, dindices, le morphisme
de X' dans Vespace im X, soit surjectif.

Nous allons décrire une stratégie gagnante pour le joueur a. Ce dernier,
au lieu de choisir seulement un entourage Uy, choisira un couple (i, Ux),
ol U, est un entourage de X,,, de fagon que &, = m-1 et que si (z,y)
appartient & U,, son image dans X,,.,xX, , soit telle que la distance
de X,, v prenne une valeur inférieure & 277, et cela pour tout p < n. 8i
alors X, désigne Pespace uniforme écartisable défini par les U, (ou les Vy),
il est immédiat que le morphisme X;->limX, identifie X, & l'image
réciproque de ImX,,. Il est surjectif et I'on obtient en séparant un iso-
morphisme X;3limX,,. Comme toute limite projective d’espaces uni-
formes séparés complets est compldte, X; est, donc aussi X;.

On peut remarquer que les hypothéses reviennent & supposer que X
posséde un systéme fondamental d’écarts uniformément continus com-
plétants et que si d,, est une suite d’écarts uniformément continus complé-
tants tels que d, <1, I’éeart uniformément continu 227"y, (ou sup (27 "))
est complétant.

La proposition 17 montre, en particulier, que tout produit d’espaces
métriques complets est procomplet; de méme tout espace compact: en
effet, si X est compact, pour tout écart uniformément continu d, Xz
est compact, done complet, et tout morphisme X —~lim X3, étant dense
et d’image compacte est surjectif. On prouve de méme que tout espace
uniformément localement compact est procomplet. D’autre part, notons
le résultat suivant qui englobe certains résultats bien connus:

ProrosITION 18. Tout espace uniforme procomplet est de Badre.

Cela résulte simplement du fait que si X est un espace uniforme
procomplet, ’espace topologique "X est a-fortement favorable au sens
de G. Choquet [3].

On en déduit immédiatement le

CO.BDLLAJRE 6. Soit f: BE—~F wun épimorphisme despaces vectoriels
tt:pologzqv.ws localement convewes. Si B est recouvert par les images continues
dune suite d’espaces de Fréchet et si F est procomplet, alors f est sirict.

Nous_ allons. maintenant étudier comment le caractére procomplet
se comporte vis & vis du foncteur I.
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PROPOSITION 19. Soient X un ‘espace uniforme e ¥ un espace uni-
forme ayant méme ensemble sous-jacent, compris entre X et 'X. Pour que ¥
so0it procomplet, il faut et il suffit que X le soit.

Montrons d’abord la condition suffisante. En plus des joueurs a et §
qui choisissent respectivement des entourages U, et V, de ¥, nous allons
placer, pour compléter 1a table, deux joueurs a et §, qui choisiront respecti-
vement des entourages Z, et W, de X. Les quatre joueurs jouent dans
Yordre a,f, B, &, a , et de la fagon suivante:

B choisit un entourage V. de Y tel que I;,;C U

B, choisit un couple (d., W) ot dy est un écart uniformément continu
sur X tel que V, soit un enfourage de 'Xs., que dn(2,y) <1 entraine
Ap—p(, ¥) < 27" pour tout p < n, et, si Wy, est T’ensemble des couples (x, ¥)
tels que dn(@,y) <1, que l'on ait: Wy C Zn;

o, choisit un entourage Zys: de X tel que Znii C Was

@ choisit un entourage Uni: de ¥ tel que Uns1C Zatan Va.

Le joueur o, joue donc contre le joueur B, et comme X est procomplet,
il fait en sorte que 1espace uniforme écartisable X; défini par les Wn (on
les Z,) soit complet. Or X; est isomorphe & Iespace lim Xg4,; par suite,
les Uy et les V, sont des entourages de 'X,. L’espace uniforme écartisable
défini par les U, (ou les V), étant compris entre X, et 'X,, est donc complet.

Voyons maintenant la condition néeessaire. Cette fois-ci, a et f
choisissent respectivement des entourages Us et V. de X et on introduit
deux autres joueurs a, et B, qui choisissent respectivement des entoura-
ges Z, et Wy de Y. s jouent dans le méme grd.‘re que précédemment.

f choisit un entourage V. de X tel que VnC Uns

f, choisit un entourage W de ¥ tel que WEC Un ~ Zn;

a, choisit un entourage Zni; de ¥ tel que Zni: C Wa;

o choisit un couple (dn, Un), ol &, est un éeart uniformément continu
sur X tel que Z, soit un entourage de ‘Xz, que du(z,y)<1 entraine
dnpl®, y) < 277 pour tout p < n, et, si Un est 1’ensemble de couples (z, y)
tels que dn(z,y) <1, que lon ait: U2 CVa.

a, joue contre 8, dans ¥; il fait en sorte que I'espace uniforme écarti-
gable X, défini par les W, (ou les Z,) soit complet. Or, si X, désigne
P’espace uniforme écartisable défini par les U, (ou les Vy), il est clair
que X est isomorphe & Vespace Jim X, . Par suite, X, est compris entre X,
et 'X,; comme X, est complet, 'X; Vest aussi, done ¥, qui lui est égal,
et finalement X,.

En particulier, si K est un espace métrique complet, tout espace
uniforme compris entre X et “X (= 'X) est procomplet.

En fait, nous nous placerons par la suite dans une situation 1égére-
ment plus compliquée. Nous aurons & considérer des épimorphismes
d’espaces uniformes, autrement dit, des espaces fibrés. Nous dirons qu'un
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épimorphisme f: X Y d’espaces uniformes est relativement procomplet
s'il existe une stratégie gagnante pour a dans le jeu suivant: a et 8 choisis-
sent toujours & tour de role des entourages Uy et V, de X tels que V2 C T,
et Unw1CVy, mais on considére que « est gagnant, si dans Iespace X,
défini par les Un, Va, les fibres c’est-a-dire les ensembles f~(y), ot y par-
court ¥, sont complétes. La proposition 8 s’étend aussitét & ce nouvean
cadre. De plus:

ProPOSITION 20. Soit f: XY wun épimorphisme relativement pro-
complet d’espaces uniformes. Pour tout monomorphisme g: Z 7%, Pépimor-
phisme du produit fibré X ™ Z sur Y est relativement procomplet (stabilité

par changements de base injectifs).
La vérification est immédiate du fait qu’une base d’entourages

-1 -1
de X n Z est constituée par les ensembles W = f (U) = g (V), ou U est
Y Yxy

un enfourage de X et ¥V un entourage de Z, et que ((z,y), (2, y)eW
équivant & (z, #') e U et y = y'. La structure uniforme de Z ne joue aucun
réle dans cette affaire; on aurait pu prendre pour Y et Z des ensembles.

Il faut remarquer que la nouvelle situation généralise la précédente;
en effet pour que X soit procomplet il faut et il suffit que pour tout
espace Y réduit & un point, Punique morphisme de X dans Y soit relati-
vement procomplet. On a le résultat inverse suivant:

ProrosiTroN 21. Soient G un groupe topologique muni de sa structure
uniforme droite (resp. gauche), H un sous-groupe de G et G/H Uespace homo-
géne des classes & droite (resp. gauche) swivamt H. Si H st procomplet,
Pépimorphisme G->G[H est relativement' p?éci)‘éﬂpleti‘

Il est immédiat de constater qu’au lien de jouer sur I’ensemble de
tous les entourages, on peut se contenter de jouer sur une base d’entoura-
ges; on pourra done faire choisir aux joueurs des voisinages de l'unité.
Tout résulte alors de ce que si V est un voisinage de l'unité dans H et U
un voisinage de I'unité dans @ prolongeant V, pour tout élément ¢ de @
et tout couple (k, k) de HxH, (kg) *hg ¢ U équivaut & k% ¢ V.

7. Epimorphismes adaptés. Tl est facile de voir que la caté-
gorie des espaces uniformes posséde des limites inductives quelconques et
par conséquent des quotients; toutefois, le foncteur topologie sous-jacente
n’y commutant en général Pas, on est conduit, dans le cas particulier
des quotients, & faire des hypothéses restrictives sur la relation d’équi-
valence.

DEFINITION 6. Soient X, ¥ des espaces uniformes et f une application
de X dans ¥, on dit que f est uniformément ouverte i pour tout entourage V'
de X, il existe un entourage W de ¥, tel que l’on ait pour tout we X:

17@) > W (1)
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On dit qu'une relation d’équivalence B dans un espace uniforme X

est uniformément ouverte si 1’épimorphisme canonique X ->X/E est
i ouvert.

unﬁoli:fxiﬁéﬁons que tout épimorphisme X ->¥ uniformément ouvert
est strict, image par f X f d*un entourage de X étant un entourage‘de §,
I’4tude des épimorphismes uniformément ouverts se raméne done & celle
des relations d’équivalence uniformément ouvertes. .

PrOPOSITION 22. Soient X un espace uniforme, R wune f‘elatim d’égm-
valence dans X, C le graphe de R dans X x X, f l’é_pzmorphwme canonique
de X sur X|R; les conditions qui suivent somt équivalentes:

(i) R est uniformément ouverte.

(i) Pour tout entourage V de X, il en existe un autre W tel’que ow C V.

(ili) Pour tout entourage V de X, il ewiste un éoart uniformément contmudd
sur X tel que V soit un entourage de Xy et que pour fout couple (v, y) de
X x X, on ait:

d(“” Oy) = (Z(Omy) ’

o Cy (resp. Oy) désigne la classe de x (resp. ¥).
Nous allons montrer 1’équivalence des trois conditions en prouvant
les implications successives: (iif) = (if) = (i) = (iii). .
(iili)) = (ii). On peut toujours se ramener au cas oll V' est lienseml‘)le
des couples (z,y) de X xX tels que d(a,y) <1. Il est alors immédiat
ue CV ="VC. ‘
! (ii) = (i). D’aprés (i), on peut construire une suite Va d’entourages

2
symétriques de X, contenus dans V, tels que: OVp4a CVa 0. OV, C est un
ensemble saturé de X x X; il définit donc un ensemble W, de X/R X X/R.

Voyons que les Wy, définissent sur X/R une structure um‘forrx.le rendant
uniformément continue l'application X ->X/R; les W, contiennent la

=t -1 .
diagonale, sont symétriques, puisque OV,C = € V(= (V,0, décrois-

—1 -1
sent puisque 0127,,+10 C CV,C, et pour tout n, fXxf(Wy) = WnG est Iun
entourage de X. Le seul point délicat est la vérification de Paxiome (Utm)

de Bourbaki (voir [2]): or, comme (V,.,C est symétrique et contenu
—1

dans V,(, il est aussi contenu dans V,C = (V,; par suite:
2

OV 420 C((Vip1) (Va2 0) C OV O

Enfin, il est immédiat que f(V (2)) D Wy(f (). . ’ 1
(i) = (iii). On peut d’abord construire une suite V, d’enftourages

de X telle que V, CV et I;,,_H C Va, et une suite W, d’entourages de X/R
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telle que W41 C Wa et que pour tout @ ¢ X, f(Va(x)) D Wa(f(x)). On peut
alors trouver, d’aprés [2], chap. 9, § 1, n° 4, un éeart d; sur X tel que
(w,y) e Vy entraine di(x, 4) < 27" et un écart d, sur X/R tel que (z, y) ¢ Wa
entraine dy(w, y) < 27" et (2, y) ¢ Wy entraine dy(@, y) > 27" d, et d, sont
alors uniformément continus et on voit facilement que dy(f(x), f(y))
> Lz, Oy); en effet, par I'absurde, il existerait un entier n tel que
aoff (@), f@)) < 27" < dy(w, Oy); or la premitre inégalité entraine (f (e,
f®)) € Wa, Q0tt un y, équivalent & y tel que y, € Va(@) et dy(@, 0y) < 27"
Lréeart d = sup(dy, 4d, ¢ (fXf)) convient.

Il est immédiat, par exemple d’aprés (i), quun épimorphisme
uniformément ouvert est ouvert; par suite, si R est une relation d’équi-
valence uniformément ouverte dans un espace uniforme X, les espaces
topologiques *(X/R) et ("X)/R sont isomorphes.

L’exemple le plus simple de relation d’équivalence umiformément
ouverte est la relation d’équivalence gauche (resp. droite) définie par
un gous-groupe H d'un groupe topologique @ muni de sa structure uni-
forme gauche (resp. droite). Ces relations permettent de généraliser certaings
résultats connus dans le cas des groupes; par exemple, comme on le verra
plus tard dans un cadre plus général, tout quotient d*un espace uniforme
métrisable et complet par une relation d’équivalence uniformément ou-
verte est métrisable et complet. Toutefois ces relations ne sont pas suffi-
samment stables; en particulier si B est uniformément ouverte dans X,
elle ne I’est général pas dans 'X. Nous sommes conduits & étudier des
relations plus générales.

DErINITION 7. Soit f: X ->¥ un épimorphisme d’espaces uniformes;
on dit qu'une partie T' de X est un tube, s'il existe une partie 4 de X
telle que f(4) = ¥, et un entourage V de X tel que T contienne V (4).

DErNITIoN 8. Soit f: X ->Y un épimorphisme d’espaces uniformes,
on dit que f est adapté si Vimage de tout recouvrement uniforme d’un
tube de X est un recouvrement uniforme de Y.

En particulier, Iimage de tout recouvrement uniforme de X est un
recouvrement; uniforme de ¥, de sorte tout épimorphisme adapté est
strict. On dira qu'une relation d’équivalerice B dans un espace uniforme X y
est adaptée si Iépimorphisme canonique X »X/R Dest.

Remarquons que dire que 1’épimorphisme f: X —Y est adapté équi-
vaut & dire que pour tout entourage V de X et toute partie 4 de X telle
que f(4)= Y, la famille (f(V(w)))m est un recouvrement uniforme.
Sous cette forme, il est immédiat de voir que tout épimorphisme uni-
formément ouvert est adapté. Nous aurons besoin enfin de la caractérisa-
tion suivante, dans laquelle 4 € B signifie qu'il existe un entourage V
tel que A CV(B).

3

icm®
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ProPosITION 23. Soit f: X—~Y un épimorphisme d'espaces uniformes;
pour que f soit adapté, il faut et il suffit que si A, B sont deuw parties de X
telles que B € A et C une partie de Y telle que C € f(B), alors Vimage de
tout recouvrement uniforme de A est un recouvrement uniforme de C.

La définition correspondant au cas particulier ot ¢ = X; il suffit
de voir que si f est adapté, la propriété citée est vérifiée. Posons D = B v

o (Cf(B)) et choisissons B dans Y de fagon que '€ B €f(B). Tl est

—1
clair que f(D)= ¥ et que D EF = A wf(CE), de sorte que F est un
tube. Soit alors R un recouvrement uniforme de A4, prolongeons R a F

en R’ par adjonction de fl(C C) A F. R’ est un recouvrement uniforme
de F; son image est un recouvrement uniforme de ¥, done la restriction
4 C coincide avec l'image de R, laquelle est un recouvrement uniforme
de C.

ProOPOSITION 24. Soit f: XY est épimorphisme adapté. Pour tout
morphisme g: Z Y, le morphisme fg g du produit fibré X 7;Z dans Y

est un épimorphisme adapté (stabilité par changement de base).
Tout résulte de ce que si V (resp. W) est un entourage de X (resp. Z),
on a:

(VX W)@, 9)) = W) ~ g (7).

Signalons enfin un exemple important pour la suite d’épimorphisme
adapté. Soit f: X =¥ un épimorphisme ouvert d’espaces topologiques;
si ¥ est paracompact, I’épimorphisme °f: X Y est adapté. En effet
tout reconvrement ouvert de Y est uniforme dans *¥. On voit donc que
dans le cas des relations d’équivalence ouvertes, Uhypotheése «adapté» est
nécessaire pour obtenir la paracompacité de ’espace quotient, on verra
qu'elle est, dans certains cas, suffisante.

8. Résultats fondamentaux. Pour énoncer le théoréme qui
nous préoccupe sous sa forme la plus générale, nous allons encore étre
obligés de faire appel & la théorie des jeux. Soit f: X —»¥ un épimorphisme
d’espaces uniformes. Le joueur a (resp. f) choisit un couple (Up, Va)
(resp. (Un, Vi), oit Uy (resp. Uy) est un entourage de X et Vi, (resp. Vi)

—1

—1
de Y, avec U, C'fxﬁf(Vn) (resp. U, C f’x\f(V,'z)), de facon que Von ait:
ULCUn, ViECVa, UpuaCU, e VaCVi.

Les U, et les U, définissent sur X une structure uniforme écartisable X,
et de méme les ¥, et les V7, une structure ¥, sur ¥. Les conditions imposées
font que f est encore un épimorphisme de X sur Y.
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PROPOSITION 25. Awvec les notations qui précédent, si f est adapté et ¥
quasi-fin, il existe pour le joueur a une stratégie assurant que Dépimorphisme
X, Y, ait les propriétés suivanies:

1° X, Y, est strict et X, >, surjectif.

9° 8i f est relativement procomplet, il ewiste une partie A de X lelle
que f(A) = Y et que pour tout entourage U de X, il existe un entourage V
de Y, assurant que:

a) pour tout x ¢ A, f(U(x)) DV (f(a),
D) au-dessus de tout ensemble petit dordre V, A est réunion finie &'en-
sembles petits dordre U. '

En oulre Vépimorphisme "X, ~"Y, est strict.

Pour démonter cette proposition, on préférera utiliser des recouvre-
ments uniformes phutét que des entourages; rappelons que, si R = ( Ui)ierx
et G = (V;)jes sont deux familles de parties d'un engsemble X, on désigne
par G ¥ R 1a famille (W)ser, ot Wi est 1a réunion des V; qui rencontrent Us.
TLa famille R %R sera notée simplement R2; de méme R ¥ x désignera
Punique ensemble de R ¥ S, ot & est réduite au seul ensemble {z}. D’autre
part, si f est une application d’un ensemble X dans un ensemble Y, R une
famille de parties de X, © une famille de parties de ¥, on désignera
par FBgg ensemble des points # de X tels que f(R ¥ ) contienne & % f(x).
Cela étant dit, énoncons deux lemmes préliminaires:

TEMME 7. 8i F: XY est un épimorphisme adapté d’espaces wumni-
formes, pour tout tube A et tout recouvrement uniforme N de X, il ewiste
un recowvrement uniforme & de Y tel que B= A ~ Bwne soit un tube.

Voyons d’abord que A ~ Exg rencontre toutes les classes dés que &
est plus fin que f(R] A), ot R A désigne la trace de R sur A: pour tout
point y de ¥, il existe un ensemble ¢ de & contenant y et un ensemble D
de R A tel que & % y soit contenu dans f(D); en particulier, y est I'image
d’au moins un élément z de D, done de 4, pour lequel f(R % x) contient

-1

f(D) donc &%y, ce qui montre que f(y) ~ B est non vide. Par suite
A ~ Bgg est un tube dés que G* est plus fin que f(R' [ 4'), ot R’ est tel
que R'2 € R et 4’ un tube tel que 4’ € 4; on a en effet Iinclusion: Egeg

-1 .
] (9{ AT (®)) ¥ Be. 8il’on y remplace E par R’, on en déduit Vinclusion
uniforme: A’ A Ex,e: € A ~ By, qui, compte tenu de ce que le premier
terme rencontre toutes les classes, montre que le second est un tube. Le
lemme résulte alors de ce que f est adapté.

LevMe 8. §if: XY est un épimorphisme adapté d’espaces uniformes
et si Y est quasi-fin, pour tube A et tout recouvrement uniforme R de X,
il existe un tube B contenu dans A et un recouvrement uniforme S de Y tel

icm®

Paracompacité et espaces umiformes 27

qw au-dessus de tout ensemble de &, B soit contenu dans une réumion finie
d’ensembles de R.

Choisissons d’abord un recouvrement uniforme R’ de X et un tube
A’ € A tels que R' % (R’ A”) soit plus fin que R [ 4, puis un reconvrement
uniforme (V,).er de ¥ qui soit uniformément localement fini et plus fin
que f(R' ] A’); il existe un recouvrement uniforme & de ¥ tel que tout
ensemble de S* ne rencontre qu'un nombre fini de V,. Choisissons main-
tenant pour tout ¢eI, un ensemble U, de R' [ A’ tel que f(U.) con-

-1
tienne V.. Il est clair que la réunion B des (R'% U)nf (S%V.), sous
réserve quelle soit un tube, vérifie les conditions du lemme. Or, la é-
—1
union B’ des U.~f (V. rencontre toutes les classes et B contient
-1
(R ~F(S)%B.

Passons maintenant & la démonstration de la proposition. En termes
de recouvrements, le joueur a (resp. §) choisira un couple (R, Sz) (resp. Ra,
&), ott Re,, (resp. Ry) est un recouvrement uniforme de X et Sy (vesp. Sy)
un recouvrement uniforme de Y avee les conditions:

-1 —1
RaCF (Sn), RuCf(Sn), RACRn, GnCGL, FmnCR:
et Ghi C G-

La stratégie pour le joueur « consistera seulement & choisir en méme
temps que R, et S, un tube A, de facon que 4, = X et que pour #n > 1,
on ait: 4, € Ap_; ~ Bg, e, ¢t qu’an-dessus de tout ensemble de Sy, A soit
contenu dans une réunion finie d’ensembles de Ry, ce qui est possible,
d’aprés les lemmes qui précédent. Du fait que Pon a f(Rn % 2) D Gy % f(7)
pour tout & de A,, 'image d’un recouvrement uniforme de X; est un
recouvrement uniforme de ¥, de sorte que le morphisme X,—Y, est
un épimorphisme strict. D’autre part, si (y») est une suite de Cauchy
de Y, et si on reléve y, en @, dans A,, on voit immédiatement que la
suite (z,) est précompacte dans X,, donc contient une sous-suite de Cauchy,
ce qui montre que le morphisme X, -7, est surjectif. 8i maintenant on
suppose en outre que f est relativement procomplet, on peut toujours
supposer, en intercalant au besoin un troisiéme joueur, que les fibres
suivant f sont complétes dans X,. Dans ces conditions, Pintersection 4

-1 -1
des A, rencontre toutes les fibres puisque, pour toute fibre f(y), 4 ~ f ()
-1

est Padhérence du filtre précompact défini par la suite 4n ~ f(¥)- Les
propriétés a) et b) sont alors trivialement vérifides; montrons alors que
Iépimorphisme "X, >"Y, est strict: soit O un ouvert saturé dans X;
voyons que f(0) est voisinage de tout y ef(0); prenons un point quel-
conque # de A ~ f (y) et un entourage U de X, tel que O contienne U (2);
il résulte alors de a) que f(O) contient V¥ (y) pour un certain entourage ¥V
de ¥,. :
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COROLIATRE 7. Soit f: XY un épimorphisme adapté relativement
procomplet despaces uniformes. Si X est procomplet, ¥ Uest aussi.

D’abord, grice aux propositions 19, 20 et 24, on lpeut 5S¢ ramener
au cas ol Y est quasi-fin, par le changement de base Y —+Y. Dans ces
conditions le corollaire 7 est une conséquence immédiate de la proposi-
tion 25, 1°, ear si X; est complet, ¥, D'est alors anssi.

COROTLIAIRE 8. Soient G un groupe topologique procomplet et H un
sous-groupe procomplet de G; dams ces conditions, Vespace homogéne G[H
est procomplet.

Cet énoncé est une conséquence immédiate du précédent et de la
proposition 21. Ce dernier résultat permet de voir que, partant dune
catégorie d’espaces vectoriels topologiques procomplets, par exemple
celle des espaces de Fréchet, la plus petite catégorie pleine contenant
cette derniére qui soit stable par produits quelcongues (ou méme les
limites projectives de la proposition 17) et par quotients, est composée
d’espaces procomplets, donc d’espaces de Baire.

COROLLATRE 9. (G. Choquet). Soient X wun espace métrique complet,
et B une relation déquivalence owverte dans X telle que ("X)/R soit para-
compact; dans ces conditions ("X)/R est homéomorphe & un espace métrique
complet.

On a vu que Vépimorphisme "X ->"(("X)/R) était adapté, et il est
immédiat qu’il est relativement procomplet. On peut alors appliquer
les résultats de la proposition 25 oll 'on aura fait jouer § de fagon que X,
ait une structure plus fine que X. Or "X, Y, est strict et par snite Y,
est isomorphe & (“X)/R. Bnfin, X, étant complet, ¥, 'est, cc qui monfre
Passertion.

Nous allons donner maintenant une conséquence moins directe de la
proposition 25.

PROPOSITION 26. Soit f: X Y un épimorphisme adapté relativement
procomplet @espaces uniformes. 8i X est de caractére paracompact, ¥ Dest
aussi.

On peut toujours se ramener, d’aprés les propositions 14, 20 et 24,
au cas oit 'espace Y est quasi-fin. Cela étant, considérons un recouvre-

1
ment ouvert R de Y. f(R) est un recouvrement ouvert de X, et, puisque
ce dernier est de caractére paracompact, il existe dans X, une suite &,

de familles uniformément discrétes plus fines que f 1(iR) dont la réunion
recouvre X. On peut toujours demander au joueur § de choisir Pentou-
rage U, de facon que Up(Xn.) ~ Un(Xny) 7 @ entraine a= g, si S, est
la famille (Xp,q)se 4, 9il’0on considere alors la partie 4 de la proposition 25,
il résulte de la condition b) que la famille f(S,[ A) est uniformément
localement finie. Comme chacune est plus fine que R et que leur réunion
lorsque n varie recouvre f(4) = ¥, tout résulte du
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LeMye 9. Powr gu’un espace uniforme X soit de caractére paracompact,
il fawt et il suffit que powr tout recouvrement ouvert R, il ewiste une suite S,
dont la réunion recouvre X de familles uniformément localement finies plus
fines que R.

En effet, il est d’abord clair que la condition est réalisée lorsque X
est de caractére paracompact. Supposons donc la condition et montrons
que X est de caractére paracompact. Soit R, un recouvrement uniforme
de X tel que &, soit finie sur chaque ensemble de R,. On peut trouver
une suite (S, p)pen dont la réunion recouvre X de familles uniformément
discrétes plus fines que R,; il suffit de considérer pour cela un éeart unifor-
mément continu pour lequel R, est un recouvrement uniforme, et d’appli-
quer la proposition 5. G, est alors finie sur chaque ensemble 4 de G,y;
soit enp(4) le cardinal fini ainsi défini. Pour tout entier 7, si G,p,r est la
famille des 4 de S,p tels que ¢ny(A4) = 7, il est clair que la famille des
intersections d’ensembles de S, et de G, est réunion de # familles
uniformément discrétes, la démonstration s’achéve aussitot.

CorROLLAIRE 10. Soient G un groupe topologiqgue de caractére para-
compact et H un sous-groupe procomplet de G; dans ces conditions, Vespace
homogéne G{H est de caractére paracompact.

Ce résultat découle directement des propositions 21 et 26.

THEOREME 2. Soit (M) une sous-catégorie pleine de la catégorie des
groupes abéliens topologiques, stable par produits finis, et dont les objets
soient complétement paracompacts; soit (P) la plus petite sous-catégorie
pleine contenant (M) qui soit stable par images réciprogues, limites projectives
dénombrables, réunions dénombrables (donc en particulier limites inductives
strictes de suites) et quolients par des sous-groupes procompleis. Alors tous
les objets de (P) sont complétement paracompacts et ont en particulier wne
topologie paracompacte.

La seule opération nouvelle par rapport au théoréme 1 est le quotient
par un sous-groupe procomplet; il faut voir quun produit fini de tels
quotients est le quotient d*un produit fini par un sous-groupe procomplet
du produit, ce qui est immédiat parce ]Z (Gi/H;) est isomorphe & ( [1]r @)l

i€ i€

JITH:) (voir [2], ehap. 3, § 2, n° 9, corollaire de la proposition 26). Entin,
el

la stabilité par ces quotients de la compléte paracompacité se raméne
aussitot & celle du earactére paracompact, laquelle est assurée par le corol-
laire 10.

II faut remarquer que le théoréme 1 assurait la paracompacité des
espaces LF stricts, mais que le théoréme ne permet pas d’améliorer ce
résultat, le quotient d'un LF strict par un sous-espace de type ¥, ou se
qui revient au méme par un sous-espace fermé procomplet, étant lui-méme
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un LF strict. Le probléme de la paracompacité des espaces LI non
smetgigrzzsn:ug’e;&tre part qu’on aurait pu introduire une_ notic.@ de
paracompacité plus forte quele caractére paracompact: et qu,l a,u;}*mt été,
de fagon évidente, stable par quotients pour des relations d équlyalence
uniformément ouvertes, & savoir la suivante: pour tout ;'eﬂOllxvrement
ouvert R, il existe un écart uniformément continu et un recouvrement
ouvert pour cet écart qui soit plus fin que R. .Malhetlreugexnent, c’ett‘e
notion n’est pas stable par limites inductives gtrictes de suibes; en effet,
si M est un espace métrique non séparable (par exemple un ense;:nble
discret non dénombrable), la limite inductive de la suite (M x R") ne
vérifie pas la condition indiguée.
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Light fiber maps *

by
Gerald S. Ungar** (Baton Rouge, La.)

1. Introduction. Most of the literature which deals with fiber
maps assumes that the fibers have some nice connectivity properties.
These assumptions force the most interesting light fiber maps to be
overlooked. In this paper, light fiber maps are studied with two purposes
in mind. The first purpose is to obtain methods for handling more general
mappings. The second purpose is that the study of light fiber maps might
yield a method of attacking the following unsolved problems involving
light open mappings: )

L. Does there exist o light open mapping of a manifold onto a metric
space such that the inverse of some point is wncouniable?

II. Is there a light open mapping f which is mot a homeomorphism
of the m cube I" onto itself such that f is the identity on the boundary of
I"brdyI™) and ff(brdyI™) = brdyI™?

If the answer to I is no, then a p-adic group cannot act freely on
an n-manifold.

It is shown in Section 3 that there are no Serre fibrations with the
properties of I or IT. Hence, a method of attacking these problems might
be the following: Assume that such a mapping exists and prove that it
must be a fibration.

The main theorem of this paper is: If f is o light compact mapping
Jrom a space X onto a space ¥ such that paths could be lifted uniquely, given
the initial endpoint of the lifting then f has the absolute covering homotopy
property. This gives a partial answer to the following conjecture raised
by the author: If f is a light mappings from & space X onto a space ¥ such
that paths could be lifted given the initial endpoint of the lifting and such
that arcs could be lifted uniquely given the initial endpoint of the lifting
then f is a Serre fibration.

* The author wishes to express his gratitude to Professor Louis McAuley for
his unlimited help and patience.
** Research supported by the academic year Extension of the Research Partici-
pation Program for College Teachers.
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