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Uber die Michtigkeiten und Unabhingigkeitsgrade
der Basen freier Algebren, I*

yon

Peter Burmeister (Bonn)

C. J. Everett hat 1942 in [4] ein Kriterium angegeben, wann ein
endlich erzeugter Vektorraum iiber einem Ring Basen verschiedener
Michtigkeiten besitzt, und auch gleich ein Beispiel eines solchen Vektor-
raumes. B. J6nsson and A. Tarski haben 1956 in [6] ein solches Beispiel
fiir eine andere Klasse von Algebren angegeben und eine Bedingung
dafiir aufgestellt, wann es in einer Klasse & von Algebren keine R-frei
erzeugten Algebren mit }-Basen verschiedener Michtigkeiten geben kann.
BE. Marczewski hat dann gezeigt (vgl [8]), daB fir Algebren mit endlich-
stelligen Operationen, die Basen verschiedener Michtigkeiten besitzen,
diese Basismichtigkeiten eine arithmetische Folge bilden. Gleichzeitig
warf er die Frage auf, welche arithmetischen Folgen dabei auftreten
konnen. Diese wurde von A. Goetz und C. Ryll-Nardzewski in [5] teil-
weise und von S. Swierczkowski in [21] vollstindig beantwortet fiir den
Fall, da man es mit Algebren mit endlichstelligen Operationen zu tun
hat; dann ist namlich jede arithmetische Folge ,realisierbar”, die nicht
die Null enthilt.

Zu einer primitiven Klasse A von (partiellen) Algebren, die eine
mindestens zweielementige Algebra enthiilt (d.h. die ,michttrivial” ist),
bezeichne F(M,N) die—durch die Michtigkeit || der Menge 3 bis anf
Isomorphie eindeutig bestimmte—von einer Menge M U-frei erzeugte
A-Algebra. In der Klasse K aller Kardinalzahlen definieren wir dann
zu U eine Aquivalenzrelation Ry vermoge

(1) (m,n) e Ry genau dann, wenn F(m, %) = F(n, A)
(tiir alle m,neK).

* Die Resultate dieses ersten Teiles sind im wesentlichen schon in der Diplomarbeit
des Verfassers enthalten, die im April 1965 an der Freien Universitit Berlin eingereicht
wurde. Unabhingig hiervon hat inzwischen G. Gratzer fast die gleichen Ergebnisse
(d.h. eine etwas schwiichere Form von Korollar 1 zum Hauptsatz der vorliegenden
Arbeit bzw. zum Satz 4.14 der Diplomarbeit) ohne Beweis im Juni 1966 bei den Notices
of the American Mathematical Society zur Ankindigung eingereicht (vgl. Notices Amer.
Math. Soc. 13 (1966), Seite 632f). Vgl. Dissertation Bonn (D5) 1966, Teil L.
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Dabei ist klar, daB ein Isomorphismus zwischen F(m, %) und F(n, %)
genau dann besteht, wenn z.B. F(m,) A-Basen der Michtigkeiten
m und n besitzt. Fir diese Aquivalenzrelation Ry hat J. Schmidt in
[13] bewiesen, daB die totaladditiv ist. Ferner hat er gezeigt, daf die
Klasse der Michtigkeiten der Basen einer Algebra immer eine Restklasse
einer geeigneten totaladditiven Aquivalenzrelation in K ist. Dabei warf
er fiir beliebige Typen die beiden folgenden Probleme auf:

PROBLENM 1. Zu welchen totaladditiven Aquivalenzrelationen B in K
gibt es eine nichitriviale primitive Klasse U, so daff B = Ry?

PrOBLEM 2. Welche Restklassen totaladditiver Aquivalenzrelationen
in K treten als Klassen von Basismdchtigheiten geeigneter Algebren auf?

Satz 1.2 zeigh nun, da8 nur solche Agquivalenzrelationen R ‘“‘alge-
braisch realisiert’” werden konnen, deren Restklassen oberhalb einer
Kardinalzahl m stets einelementig sind (wir wollen sagen, R sei durch m
“beschrankt’’); insbesondere folgt daraus, daB die Restklasse der Null
immer einelementig ist (vgl. auch J. Schmidt [13], Theorem 4).

Tm zu zeigen, daB auch jede solche totaladditive Aquivalenzrelation
auftritt, gehen wir aus, dhnlich wie Swierczkowski in [21], von der dort
gegebenen Charakterisierung von Algebren mit verschieden michtigen
Basen durch die Existenz von Gleichungen zwischen gewissen algebrai-
schen Operationen (Satz 1.3), indem wir ndmlich auch die erforderlichen
algebraischen Operationen als fundamentale vorgeben und primitive
Klassen A= Ky betrachten (§2), in denen solche Gleichungen gelten,
daB bei gegebener Aquivalenzrelation R und bei geeigneter Wahl von U
R C Ry erreicht wird.

Anschliefend wird durch genauere Untersuchung der Struktur der
fr-frei erzeugten Ry-Algebren gezeigt, daf sich untere Schranken fiir
die Machtigkeiten von Erzeugendensystemen angeben lassen (Satz 4.1),
80 daB sich auch Ry C R beweisen 148t (§ 5).

Um dies zu erreichen, wird in § 2 eine axiomatische Kennzeichnung
der Ry-frei erzeugten Ryr-Algebren gegeben (Satz 2.2), die in § 3 dazu
begutzt wird, zwel verschiedene ‘“‘Abstandsdefinitionen” fiir die bei der
Axiomatisierung auftretenden reguliren und singuliren Folgen vom
Erzeugendensystem zu geben. Dabei ist wesentlich, daf der eine “Ab-
stand” immer endlich bleibt (wihrend der andere auch transfinite Ordinal-
zahlen annehmen kann). Durch geeignete Kombination der beiden “Ab-
stﬁl}de” kommt man schlieflich zur Abschétzung der Michtigkeit einer
ggelgneten Obermenge derjenigen Teilmenge der Basis M von F(M, Ky),
die in der' von einer Menge N C F(M, Ry) erzeugten Unteralgebra CN
enthalten ist (vgl. Satz 3.2 und Satz 4.1). Ist diese Michtigkeit kleiner
als | M|, so kann N F(M, R7) nicht erzeugen. Auf Satz 4.1 beruhen dann
alle Schliisse fir unendliche Kardinalzahlen beim Beweis von EyCR

-
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(§ 5, Hauptsatz); fiiv die Kardinalzahlen, die kleiner sind als &, sind
noch zusitzliche Uberlegungen notwendig (Satz 4.2 und Satz 4.3). Aus
der vollsténdigen Losung von Problem 1 ergibt sich mit Hilfe von Satz 3.3
und seinen Korollaren unmittelbar die Losung von Problem 2 (§ 5).

Herrn Professor Dr. Jiirgen Schmidt mochte ich fiir die Anregung
und Forderung dieser Arbeit ganz besonders danken.

§ 1. Vorbereitende Séitze. Unter einer Algebra (A,(f,-)iq) vom
Typus (K)ier verstehen wir eine Menge A mit nicht notwendig iiberall
ansfithrbaren (d.h. partiellen) Operationen fi vom Typus K (iel)
(d.h. Abbildungen von einer Teilmenge von A% in A) (3). Algebren vom
gleichen Typus heien dhnlich; mehrere gleichzeitig betrachtete Algebren
seien stets dhnlich. Bine primitive Klasse % ist eine Klasse von Algebren,
die gegeniiber der Bildung homomorpher Bilder (HY), Unteralgebren
(UA) und Produktalgebren (PA) von Algebren aus % abgeschlossen ist:
HUP() = 9. Besteht 9 nur aus hochstens einelementigen Algebren,
so heilt die Klasse trivial.

Seien 4 und B zwei Algebren; die Teilmenge M C A heilt B-unab-
hingig (B-frei), wenn sich jede B-Belegung von M homomorph auf die
von M in A erzeugte Unteralgebra CM fortsetzen liBt. Die Klasse
indy M:= {B|M CA ist B-frei} heiBt Unabhingigkeitsklasse (auch:
Unabhiingigheitsgrad) von M beziiglich A. Sei % Klasse von Algebren:
M C A heiBt UA-Basis der Algebra A, wenn CM = A und A Cind, M,
und Basis, wenn % = {A}. Ist A e W und M C A A-Basis von A, so schrei-
ben wir: 4 =: F(M, %). Definiert man nun zu einer nichttrivialen primi-
tiven Klasse 9 eine Aquivalenzrelation Ry auf der Klasse K aller Kardinal-
zahlen durch:

(1) (m,yn) eRy: <= Flm, W) =F(,A) (fir alle m,neK),
so gilt (vgl. J. Schmidt [12], Theorem 3 mit den Koroltaren 1 bis 3):

Samz 1.1. Fiir jede nichttriviale primitive Klasse % ist Ry eine {otal-
additive Aquivalenzrelation in K (d.h. fir jede Menge T folgt aus (g, 1) € Bu
fiir alle €T auch (tZTmt ,“Zlim) € Ry).

KOROLLAR 1. Die natirlichen Zahlen n mit F(m, %) = F(n, A) bilden
eine arithmetische Folge (me K).

KOROLLAR 2. Ist A eine beliebige Algebra einer Mdchtigkeit |A| = 2,
so bilden die Mdachtigkeiten | M| von Basen M von A eine wolle Restklasse
einer totaladditiven Aquivalenzrelation auf K.

Hierin sind die entsprechenden Frgebnisse von Marczewski, Goetz
und Ryll-Nardzewski sowie von Swierczkowski als Spezialfille enthalten.

@) Vgl J. Schmidt [16] und [18] und J. Stomirski [20]. In [18] findet man alle
hier vorausgesetzten Tatsachen aus der Allgemeinen Algebra.
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Die nicht so “realisierbaren” totaladditiven Aquivalenzrelationen von K
lassen sich, wie sich spiter zeigen wird, schon simtlich auf Grund der
folgenden Verallgemeinerung eines Satzes von Marczewski (vgl. [8],
Satz 1.3. (iv)) ausschlieBen:

84Tz 1.2. Hat eine Algebra A wvom Typus (Ki)iez mit der kardinalen
Dimension d (= kleinste additiv unerreichbare Kardinalzahl (2), die echi
gréfer ist, als alle |Ky| (i e I)) ein minimales Brzeugendensystem M einer
Méchtigheit | M) > b, so gilt fiir jedes Erzeugendensysiem N von A: |N| > | M|.

Zum Beweis benutzen wir die Tatsache (vgl. J. Schmidt [14], Satz 4),
daB fiir jede Teilmenge @ einer Algebra B der kardinalen Dimension b gilt:

@ co= \ CF.
]F|<Fz;ﬁx(2,b)

Istb=0,s0 st I=Fumd ¥=N=A4;istb=1,s0ist A=COw N

als disjunkte Vereinigung, andererseits ist A= C@ v N, also M C N.

Sei also » > 2, dann existiert zu jedem y e N ein M, C M mit | M, <bd

und y e CMy. Aus der Minimalitit von M und aus CN = CM folgt

U My= M, also

yeN
1] < D) 1M,] < |¥|(o—1);
yeN

im Falle b = 2 daher || < |N]|. Ist dagegen b > 2, also b > %, so folgt
ans | Myl <b (yedN) undﬂ%‘v!My[ =b auch |N|>=b (weil b additiv uner-
reichbar ist), also |N|(b—1)=|N|, somit wiederum |[M|< |N].

Da fiir eine nichttriviale primitive Klasse % ein % -freies Erzeugenden-
system immer minimal ist, folgt daraus das

KoROLLAR 1. Fiir eine nichitriviale primitive Klasse A folgt aus
Fm, W =F(n,A) und m>d (b= kardinale Dimension) stels m=n
(m, neK).
) Die‘s ]iefer.t eine notwendige Bedingung fiir die Aquivalenzrelationen
in K, die gemiB Problem 1 und 2 “algebraisch realisierbar” sind:

KoroLLAR 2. Fiir jede totaladditive Aquivalensrelation R in K gilt:

L Gﬂ{t es eine nichiiriviale primitive Klasse % mit B = Ry, s0 ewistiert

ez:;e fm;l}malzahl n (2.B. n = b = kardinale Dimension des Typus von A)
mit der Eigenschaft, daf R(m)= {m} fir m>n (R hei
Cbssdindno, ( iBe damn durch m

2. Ezowtwrt eine Al.gebm 4, deren Basismiichtigkeiten eine Restllasse
R(s) von R bilden, so gibt es eine Kardinalzahl, die obere Schranke dieser

(*) Im Sinne von Bachmann [1], 8. 181. Bed. 5 Eine Kardi i i i
( ; B 1 , 8. 181. . ardinalzahl 1 ist aber ,,im weite-
mm ‘:nerremhlzar ode: ist, was Bachmann ([1], 8. 182) auch eine ,,Kuratowskische
\;:n. are Kardllna.lza‘hl nennt, dann und nur dann, wenn iberdies aus m < n die
xistenz eines p mit m <p <n folgt. d.h. wenn n zusitzlich noch s.Limeszahl” ist.
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Restklasse ist. Ist o die kardinale Dimension des Typus von A, so ist
max{b, s} eine solche obere Schranke.

In § 5 wird sich zeigen, dafl diese Bedingungen auch schon hinreichend
sind.

Sei A eine Algebra, L eine beliebige Menge, oF4) = 4“D die
Produktalgebra der vollstindigen Operationen vom Typus L in 4,
E%(4) C O%(4) die Menge aller Einheitsoperationen vom Typus L in 4:
EX(4): = {eF|} e L und ei(a) = a(4) fir alle a e A%}; und FX(4) sei die
von EL(A) in OF(A) erzeugte Algebra aller vollstindigen algebraischen
Operationen vom Typus L in A. FHA) := CE®4)C 0*(4) wird dann
von EX(A) A-frei erzeugt. Ist 9 eine nichttriviale primitive Klasse, so
gilt F*(F(L, N)) = F(L, %) iiber einer Bijektion ef' 2 (1 e L), EX(F(L, %))
ist also %-Basis von FL(F(L, QI)). Ist A e % beliebig, so kann die kanonisch
gegebene Abbildung +': EL(F(L,‘)I)) —EYA) zu einem Homomorphismus
i FHF(L, W) —-F¥(4) fortgesetzt werden. Ist h e FEF(L, ), so heibt
«(R) die % entsprechende algebraische Operation in A. Man sieht leicht,
daB bei jedem Homomorphismus von F(L, ) in A k in (k) iberfithrt wird.
Ohne Schwierigkeiten 148t sich damit der von Swierezkowski fiir vollstan-
dige Algebren mit endlichstelligen Operationen gefiihrte Beweis von
Lemma 1 in [21] auf (paztielle) Algebren von beliebigem Typus iibertragen,
d.h. es gilt:

SATZ 1.3. U sei eime nichitriviale primitive Klasse, M und N seien
swei Mengen. Dann sind F(M,%) und F(N, %) genau dann isomorph,
wenn es algebraische Operationen

gm e FN(F(X, W) (m e M)
und )
ha e FYF(M, %) (neX)

gibt, so dap in allen Algebren B W fir die entsprechenden algebraischen
Operationen g& e FY(B) (me M) und Iy e F(B) (neXN) die folgenden
Qleichungen identisch erfiillt sind:

) W2 (gt g € N)|m e M)=bn  ((balg ¢ ) eBY, nel),
@) EMEp e M) neN)=bn ((bolpeM)eBY, mel).

Von diesem Satz ausgehend werden wir in § 2 spezielle primitive
Klassen definieren, die zur Losung von Problem 1 besonders geeignet
sind. Zum AbschluB dieses Paragraphen wollen wir aber erst noch einige
Tatsachen iiber totaladditive Aquivalenzrelationen in K zusammen-
stellen (vgl. Burmeister [2]), die zum Verstandnis des Folgenden niitzlich
sind.

19*%
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Es bezeichne Ry, fir m<n (m,neK) diejenige Aquivalenzrela-
tion in K, fiir die Ry (w) = fm, nf, falls w € fm, n], und Euqa (w) = {w}
sonst. Dann iiberlegt man sich leicht:

(R1) Ry o idg ist genau dann totaladditiv, wenn 0 < m und wenn
1> 8, additiv unerreichbar ist.

(R2) Jede beschrinkte Restklasse einer totaladditiven Aquivalenz-
relation in K, die eine transfinite Kardinalzahl enthilt, ist ein halboffenes
Intervall von K mit additiv unerreichbarem oberen Endpunkt.

(R3) Ist 0 <m < <5y, 80 ist Sp,n, definiert durch
{w}, falls 0 < w < m oder %, < w,

Sma(w) =1 {g+sn—m)[0 < s < s, falls m<W <Ry, m<g<n
und w = ¢ mod (n—m),

(5)

eine totaladditive Aquivalenzrelation in K.

(R4) R=KxK ist die einzige totaladditive Aquivalenzrelation
in K mit R(0) s {0}.

(BR5) Jede beschrinkte totaladditive Aquivalenzrelation in K 1i8t
gich darstellen als
(6) RE= U Rmv,m

ieT

bzw.

\U]

(= 5, tir alle ¢ e T)

R = 8mn U}E%Rm"“‘ (mg =N, fiir alle teT),

Wobel Sma und Buyx (£ € T) totaladditiv sind und fiir ¢ + ¢’ gilt [m;, m A
A fmy, el = 9. Ist dabei m e fm;g, w[ fir ein ¢ ¢ T, so gilt B(m) = [, Tl
anderenfalls ist B(m) = {m} bzw. gilt fiir die Darstellung (7) und m < sy
R () = 8pa(m).

Fiir beliebige Kardinalzahlen m ¢ K wird definiert:

mt = infn
m<n

)

(“Nachfolger” von m),

0, falls m=0,

sup n sonst.
n<n

{9) m- =

Dabei ist zu beachten, daB m~ = m auBer fiir m= 0 genau fiir Limes-
zahlen m eintritt.

Ferner sei fiir ein nichtleeres Intervall z C K-

Lr=infw,

meET

{10)

(11) L= supw.

WEL

Unter Verwendung dieser Bezeichnungen erhalten wir schlieflich
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(R6) Zu jeder beschrinkten totaladditiven Agquivalenzrelation R
existiert eine Menge ¥ von abgeschlossenen Intervallen von K, so daB
gilt:

a. Hat R eine Darstellung (6) und gilt 1 > &, fiir alle ¢ e T, so ist B
die kleinste totaladditive Aquivalenzrelation in K, die simtliche Ry i
(y ¢ Y) umfaBt.

b. Hat R eine Darstellung (7)—wobei zu beachten ist, daB eine
Darstellung (6) mit ny, = 8, fiir ein ¢, ¢ 7 durch die folgende Darstellung

(7

zu ersetzen ist—so existiert genau ein y, e ¥ mit ¥, < %, und fiir dieses
gilt £, = m (bzw. my,) und L, = n (bzw. my,+1); und R ist die kleinste
totaladditive Aquivalenzrelation in K, die 8y, 1, und alle Ryp (y ¢ Y-
— {yo}) umfaBt.

Dabei kann ¥ noch so gewiihlt werden, daB fir alle t ¢ 7' mit ny < 1
und gegebenenfalls ¢ = ¢, gilt:

(12

k=4 1Y 3
MugMip+L },:’ {tn}R“'f i

Img,nileY und  Tm,m o L%-y—: @, wobel
ey’
Y= ¥—{lms,n 1}
Man braucht sich dazu nur zu iiberlegen, daf im Falle n-=n>m
[m,n[ z.B. als Vereinigung einer Menge Z abgeschlossener mindestens
zweielementiger Intervalle dargestellt werden kann, so daB es zu jedem
zeZ ein 2’ e Z gibt mit [=I..

§ 2. Axiomatische Kennzeichnung der Struktur gewisser
freier Algebren. Im folgenden bezeichne Y stets eine Menge von
Intervallen von K mit folgenden Eigenschaften:

(Y1) Y # 0;

(Y2) 0<fy<ly und Iy ey fir alleyeX;

(X3) jedemy e Y sind swei Mengen Ky und Ly zugeordnet mit | Kyl = Ty
und Lyl =Ty ;

(X4) fiir alle y,z e X mit y + 2 gili:
EynK,=EKynLy=EKynL=1Ly nL,=0®.

Wir betrachten dann die Spezies Sy aller Algebren

wobei f! vom Typus K, und g7 vom Typus Ly sein soll (1 €Ly, x c Ky,

y ¢ Y). Setzen wir also
(14) Ii= ) (Eyv Ly,

ye¥
(%) Durch K, := {(0, 9)}X &, Ly: = {(1,9)}x 1, 14Bt sich dies immer erreichen.

(3)

A = (8i)ier,
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80 besteht Sy aus allen Algebren (A, (hi)iez) vom Typus 4 mit

S;i=K, uwd k=f, falls dely,

8;=1L, und ieKy,.

Je nach ZweckmiBigkeit werden wir die eine oder andere Bezeichnungs-
weise verwenden.

Zu jedem y ¢ ¥ definieren wir nun Abbildungen f¥ aus A¥v jn A%
und ¢¥ aus 4% in A®¥ mit den Definitionshereichen

(16)  Def. f¥ := ) Def. f{C A,
iely

(15)
hi=g?, falls

Def. ¢¥:= (| Def. gL C A™,

%#€Ky

so daB die folgenden Diagramme kommutativ sind:

Def. f¥ — L 4 Def. g — & 4%

f}.’ !Def. ﬂ\ / I3 ’ ﬂZIDet. g1/\ / DTy
4 Ngx
(AeLly, xeKy).

SchlieBllich bezeichne Ry die Klasse aller Algebren, fiir die gilt:
(18) flog’=iduty wnd g'of'=ids (A f'= ()7 (e ).

Jede Algebra (4, (h,‘)iel) € Ry ist also vollstindig, und fir jedes ye ¥
erfiillen die Operationen f7 und 4% die Gleichungen (3) und (4) von Satz 1.3
(anstelle von k% und ¢Z). Daher sieht man auch leicht, daB Ky eine primi-
tive Klasse ist. Auch daB jede solche Klasse Kz eine mindestens zwei-
elementige Algebra enthilt, ist klar; ist nimlich b die kardinale Dimension
von 4, so gilt wegen (Y1) und (¥2) b > §,. Wihlt man also eine Menge 4
mit [4]= 2", so gilt fiir alle y e ¥

4] = 5 5o il g5

also existieren Abbildungen f”: ¥V 4™ und ¢%: 4%~ A%, die (18)
erfillen und zu denen man mit Hilfe von (17) eine vollsténdige Algebra
(4, (ho)iez) € Ry definieren kann. Bs gilt also:

Barz 2.1. Zu jeder Menge ¥ von Iniervallen vom K ,die (Y1) bis (Y4)
erfillt, ist Ry eine nichtiriviale primitive Klasse vollstindiger Algebren.
Fiir die zugehorige kardinale Dimension b gilt D = 8y, und fiir die ordinale
Dimension 6 gilt 6 = w,.

. Imfolgenden sei ¥ eine beliebige, aber feste Menge von abgeschlosse-
nen Intgrva]len in K, und (Y1) bis (Y4) seien erfiillt. In der Klasse Sy
h.aben wir dann eine durch gewisse Axiome (insbesondere (18)) charakteri-
sierte algebraische Struktur eines speziellen Typus vor uns, vergleichbar
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etwa der Gruppen- oder Modulstruktur. Um Aussagen iiber die von einer
solchen Klasse auf K induzierte Aquivalenzrelation Rg, machen zu
konnen, was ja unser Ziel ist, miissen wir die freien Ry -Algebren F(m, Ky)
genauer untersuchen, deren Existenz fiir jedes m e K durch Satz 2.1 schon
gesichert ist. Ahnlich wie man die absolut frei erzeugten Algebren in der
Klasse aller vollstindigen Algebren eines Typus durch die verallgemei-
nerten Peano-Axiome beschreibt, wollen wir eine axiomatische Kenn-
zeichnung der K -frei erzeugten Ry-Algebren angeben, aus der sich
dann alle weiteren Strukturaussagen herléiten lassen:

SATZ 2.2. A sei eine Ky-Algebra (vgl. (13)), M C A eine Teilmenge.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) 4 = F(M, 8r);

2) zu jedem y € ¥ existieren Mengen R(Ky, M)C AT und R(Ly, M)
C A™, so daf fiir die durch die Einschrinkungen

7 = flrmpan: R(Ey, M)~4 (hely, yeX),

(19)
7Y = gUrw,an: R(Ly, M)—+A  (xeEy, ye¥)

definierte (partielle) Algebra (4, (f’,{)zell; ) (!73);;511; ) die folgenden vier Axiome
e %€
erfiills sind: ’
Q1) 7 = flayn: R(Ey, M)—>A™—R(Ly, M) und

7 = ¢'largon: R(Ly, M)>A™—R(Ey, M)
sind fiir jedes y ¢ Y bijektive Abbildungen.

(Q2) C*M = A (%).

(Q3) Rila) ¢ M fiir alle iel und alle a € B(Sq, H). (%)

(Q4) Aus ha) = @ und Fy(b) = a folgt i=j und a=Db.

Bemerkung. Die Folgen beR(S;, M) (fir ein ieI) wollen wir
M -reguldr nennen, die Folgen ae AS—R(8y, M) (iel) M-singuldr.
(Q1) besagt dann, daB zwischen den M -reguliren Folgen vom Typus K,
bzw. L, und den M-singuliren Folgen vom Typus L, bzw. Ky (y € ¥)
eine bijektive Zuordnung besteht. In diesem Sinne werden wir im. folgenden
von einander zugeordneten Folgen sprechen. (Q2), (Q3) und (Q4) besagen,

daB (4, (Ri)ies) eine partielle Peano-Algebra iiber M ist.

Beweis. 2)=1): 4 erfiillt 2), dann 148t sich also, da (A‘, n) .=:.A
eine partielle Peano-Algebra ist, jede Abbildung §: M B in eine beliebige
Algebra (B, (hi)ie 1) € Ky zu einem Homomorphismus ¢: A —B fortsetzen.

(%) C* bezeichne den Hiillenoperator beziiglich der partiellen Struktur. )

() Tm (Q3) und (Q4) klarer formulieren zu konnen, sind wir zu der zwelte_m auf
Seite 172 eingefiihrten Bezeichnungsweise iibergegangen. Die Bedeutung von hi und
R(S;, M) ist dabei offensichtlich.
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Es muB also nur noch gezeigt werden, dafl ¢ auch ein Homomorphismus
beziiglich der vollen Struktur von 4 ist. Sei also

q=(glo € 8i) e A¥—R(8;, M),

wobei wegen der Symmetrie der Definitionen beziiglich Ky und Ly ohne
Beschrankung der Allgemeinheit angenommen werden kann, daf ¢ eIy
fiirein y ¢ ¥, d.h. 8; = K, und k; = f¥. Dann ist aber wegen (Q1) und (18)
)= (3")7(a) e B(Ly, M) ,* also

T p(galx e Ky) = f¥{glod(f¥(a))|o € Koy

= 120l o < Eo)) = 7P {g” (el A € L)) = () -

Damit ist nachgewiesen, daB A von I Ry-frei erzeugt wird. Wegen
A ey gilt also 4 =~ F(M, Ky).

1)=2). Angenommen, es gibt eine Algebra A4 ¢ Ky mit einer Teil-
menge M ¢ 4, die die Bedingung 2) erfiillt. Dann gilt, da nach dem eben
Bewiesenen 4 von M Ry-frei erzeugt wird, 4 o F(M, K¥). Bei diesem
Isomorphismus tibertrigt sich aber die Struktur von 4 aut F(M, fy),
g0 daB auch F(M, Ry) die Eigenschaft 2) besitzt. Der Beweis von Satz 2.2
ist also erbracht, wenn folgender Hilfssatz bewiesen ist:

HIurssatz. Zu jeder Menge M gibt es eine Algebra A e Ky, die die
Bedingung 2) von Satz 2.2 erfiillt.

Zum Beweis gehen wir analog vor wie R. Kerkhoff in [7] bei der
Konstruktion von Peano-Algebren:

Sei M eine beliehige Menge, I definiert wie in (14), ¢ := M u 1,
G = {f|f: [1, m}-0 Abbildung, m > 1 natiirliche Zahl}; f ¢ & schreiben
wir auch als Folge f=: (¢, ..., ¢,), wenn f(u) = 6, (u=1,..,m). Das
1-Tupel (c) ist dabei vom Element ¢ « ¢ zu unterscheiden. H sei schlieBlich
die Menge aller nichtleeren Teilmengen von &. In H definieren wir partielle
Operationen %; vom Typus 8; (i e I) wie folgt:

(20) F{Mlo € 85) i= {(i, 0, 1y e em)| 6 € Sty (61, ey ) € M}, Falls
(M) o € 8;) keine singulire Folge ist (mam beachte, daf hi(M,| o € 8;)
# @, falls es existiert).

Dabei nennen wir eine Folge (M.|z e T) e H” singulir genau dann,
wenn 7' = §; fiir ein ¢ ¢ I und wenn es eine Folge (N,| o e 8;) ¢ H¥ gibt,
s0 daf gilt:

Im Falle i e Ky, dh. T= 8;=1I,, ist 8; = Ky,

im Falle ¢ e Ly, dh. T = 8= K,, ist 8y =Ly,
und fiir jedes € 8 ist

(21) M= {(1,0,8,.,dn)l o€ 8y, (&, ..., dy) e N} .
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Nennen wir die nicht-singulidren Folgen in H von einem Typus S; (¢ € I)
reguldr, so ist, falls (N] o € §;) regulir ist, (21) gleichbedeutend mit

(22) M, = kN, oe8;) fir jedes te8;.

Die Menge aller regulédren Folgen vom Typus S; in H wollen wir mit R;
bezeichnen (i € I), wobei R; offenbar nur von der Menge S; abhingt.
R; ist jeweils der genaue Definitionsbereich von &} (i e I).

Es existiert nun eine Bijektion von M auf M':= {{(m)}} meM }
vermoge m —{(m)}, und wir betrachten in H die Unteralgebra 4: = C*M’
mit der Struktur (A:);cr, wobei fiiv 4 eI h;: = hi|4. Ferner sei R(8;, M)
:= Ry n A% die Menge der M'-reguliren Folgen vom Typus &;in 4 (s.u.).
7 und §¥ werden gemiB (16) und (17) definiert. Behauptung: (4, (hi)ies)
erfiillt (Q1) bis (Q4) beziiglich M’. Denn (Q2) ist nach Definition von 4
Klar; und (Q3) ist leicht einzusehen, da alle Elemente von einem k(M| ¢ « S;)
Folgen einer Liinge > 3 sind, withrend jedes Element aus M’ die Linge 1
hat.

Zu (Q4): Sei

B Mo} o e ;) = BN 2 € 8;) = a3

dann existiert fe h M, o € 85) = (N, z e 8;), also f= (3,7, 15y Om)
= (Jy %y Gbyy vury @), somit 4=7j. Ist nun fiir ein o eS8 (61 .y Cm) € Mo,
80 ISt (2, 0, €y <y Cm) € AN, % € 85), also nach (20) (e, ..., €m) € No, somit
M,CN,, aus Symmetrie daher M,= N, (o€ 8y).

Zu (Q1): Die Injektivitit von f und §*folgt aus der Giiltigkeit von (Q4);
daB gerade R(Ky, M’) bzw. RE(Ly, M') die Definitionsbereiche sind, ist
auch klar. Sei nun (M, ¢ 8;) e A R(8;, M'). Aus (21) folgt, daB
samtliche Elemente eines M, (z ¢ §;) eine Lénge > 3 haben, also M. ¢ M’
und daher M, = h; (N, = eSs) (v €8;). Andererseits folgt aus (21) fiir
jedes 7 €8

M= {(z, 0,dyy s @) 0 €85, (diy oy m) eNo}.

Wie zu (Q4) schlieBt man jetzt auf 4, =7 (v ¢ Si), ferner 8i,=8:= 85
und N, =N, (xe8;,7e8). Da nun also M,= k(N oeSy), muf
(N,] o ¢ 8;) notwendig M’-regulir sein. Ist zB. 8;= Ky, d.h. 8j = Ly,
80 ist (M| v € Ky) = §¥(N) 0 e Iy), §” ist also surjektiv, ebenso FlyeX).
Tm die Struktur (h;)ier von 4 geeignet zu vervollstindigen, werden nun
Abbildungen f%: AFY— 4™ und ¢’ 4™ A" definiert durch:

, oy, falls  aeR(Ky, M'),
P@: =g, falls oed™—R{E, M),

(23) 7*(a) , falls  aeR(Ly, M},
g'(a): = l(f”)—](a) s falls ae AL"—R(LW M.
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Be#immt man dann f} und ¢} (1 € Ly, » € K,) (d.h. h; fiir 4 I ) als kommu-
tative Erg@nzgnger{ von (17) entsprechenden Diagrammen, so erhilt
g:;n c;ff)eusm}}thfzh eine RKy-Algebra (4, (hy)ies), die die Bedingung 2) von
zd_.~ beztiglich M’'C A erfiillt, Nach einem Satz von Pickert und
;a{; er Waerden kann man dann anch eine zu dieser isomorphe Algebra
in 31, dge tﬂ[ 2umfaJ3t und 2) von Satz 2.2 beziiglich M erfiillt
us Satz 2.2 lassen sich nun unmittelbar einice Fol \ 2
eru
z.B. folgt aus (Q1), (Q3) und (Q4) g germeen sihen,
_ IKo_Rom L Jede M-singilire Folge aeF(M,Ry)"—R(S,, M)
(tel) ist eine Folge ohne Wiederholungen und es gilt Bilda ~n 1 ; g
Aus (Q1) und (Q4) folgt -
R ]SKOR:');.LAR 2 Av/fs Qe F('M, Ry)s‘——R(Si, M) und beF(M, Ry)%—
.( 3}4 ) solww Bilda ~ Bildb = & folyt Bi=8; und a=b; d.h je
zwei -singuldire Fol, g i i i Durchsel
S zlemh gen, deren Bilder einen wichtleeren Durchschnitt
Aus diesen beiden Korollaren und (Q2) ergibt sich schlieBlich
KororLA®R 3. Hs ist stets

F(M,Ry)=M0v |J Bilda
a M-singular ’

und dies ist eine disjunkie Vereinigung.

§ 3. Weitere Strukturaussagen iiber Kr-frei erzeugte Al-

gebren. Sei (4, (p;);es) eine beliebi
erhilt man dUIc{I d.ie7 i’))eﬁnition e Algebra vom s (Li)es, damn

DM:=M o g (M)
JE

einen mehrstufigen Hiillenoperator auf 4 (¢)

e o - Man setzt dabei DOM: — M ,

= D(,gLé], D°M) fiir jede Ordinalzahl . Ferner

B°M:=p'M—( D'm)

?
B<e

die a-te Bai i
a-te Bairesche Klasse von M in A fiir eine beliebige Ordinalzahl a.

Bekanntlich i i
nntlich ist dann, wenn § die ordinale Dimension deg Typus (Ty)

ist (d.h. die Kleinste re ire i it ei T
fir alle J e ) na g (iulgﬂt: Ordinalzahl mit einer Michtigkeit > |1y

Cii =Dy = UBM.
a<<

(°) Vgl. Schmidt [14] und [18] sowie Stomifski [19].
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Ist ® e CM und z e« B*M, so heiBt a=: o(z, M) die Stufenzahl von
beziiglich M. Ist a e (CM)T eine Folge, so werde auch eine Stufenzahl
von a beziiglich M definiert durch
(24) gla, M):= sup ola, M).

aeBilda
Ist T= T; fiir ein j edJ, so gilt, falls 6 = w,, 0 < o(a, M) < 6.

Sarz 3.1. Sei NC F(M,Ky) und N enthalte kein Bild einer M-sin-
gulidren Folge. Ist dann x € B°N (0 < a < é), so existiert genau eine M -sin-
guliire Folge a e F(M, $¢)5— R(8:, M) (fiir genau ein i e I) mil x ¢ Bilda;
und dabes gilt :

(25) Bilda C N v B°N,

und fiir die a sugeordnete (M -regulire) Folge b gilt BildbC | B*N.
B<a

Beweis durch transfinite Induktion: Sei z e B*N, dann existiert
eine Folge b € N¥ mit & = hy(b). b ist dann nach Voraussetzung M -re-
gulir. Ist nun zB. S;= Ky, so ist ¢ «Bldf (6)C N U BN und f%b)
ist M -singulir und eindeutig bestimmt (vgl. Korollar 3 zu Satz 2.2).
Gelte nun die Behauptung des Satzes fiir alle Ordinalzahlen o« mit 0 <o
< y < 6 und sei y >1 und # ¢« B'N. Dann existiert wiederum eine Folge
b e(\J B*N)® mit = hy(b). Wegen y >1 gibt es ein b eBildb BN
fir g'<1111’ B mit 0 < § < y. Nun ist aber b sicher ungleich der M -singuliren
Folge a; mit b ¢ Bildas, denn die Resultate aller Anwendungen fundamen-
taler Operationen auf a; haben nach Induktionsvoraussetzung Stufen-
zahlen < §, wihrend o(hy(b), N) =y > f. Wegen der Disjunktheit der
Bilder verschiedener M -singulirer Folgen muB b also M -reguldr seim.
Daher gilt « ¢Bilda fiir die b zugeordnete A -singulire Folge a, und
es ist Bilda C D*N. Nach Induktionsannahme folgt daraus mit den Ko-
rollaren zu Satz 2.2 BildeC N u B’N. Damit ist Satz 3.1 bewiesen.

Mit Korollar 3 zu Satz 2.2 ergibt sich daraus sofort:

KOROLLAR 1. In F(M, Sy) ist B°M fiir 0<a disjunkte Vereinigung der
Bilder M -singulirer Folgen, und die Bilder der zugeordneten M -reguliiren
Folgen sind ganz in | DM = | B®M enthalten. B°M enthdlt kein Element

p<a 8

eines Bildes einer M?singula‘ire;aﬁ’olge.

KOROTLAR 2. In F(M,Ry) haben alle Elemente des Bildes einer
M-singuliren Folge a die gleiche Stufenzahl o(a, M) beziiglich M. Die
Stufenzahlen beziiglich M der Elemente des Bildes der a zugeordneten Folge b
sind similich Keiner als o(a, M) und bilden eine konfinale Teilmenge des
Abschnittes {8] f < ola, M)} der Ordinalzahlreihe: o(a, M) ist die kleinste
Ordinalzahl, die echt groper ist als alle Stufenzahlen beziiglich M der Elemente
von Bildb.
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Hieraus ist ersichtlich, daB die Mengen E(S;, M) in Satz 2.2 durch M
und 8; eindeutig bestimmt sind.

Die Definition der reguliren und singuliren Folgen soll jetzt auch
auf nicht frei erzeugte Ky-Algebren ausgedehnt werden, und zwar in
Anlehnung an die Korollare 1 und 2 zu Satz 3.1:

DEFINITION 3.1. A sei eine von N C A erzeugte Sy -Algebra.

ae { jf: heiBe N -singulir genau dann, wenn fiir a: = o(a, N) gilt:
Pla)e(U DIy wnd ag(l) DPNY,

7o) e (gaD"N)K” wd  af(l) DNy

anderenfalls heiBe die Folge a ¢ A% (i ¢ I) N-reguldr. R (8, N) sei wei-
terhin die Menge der N -reguliren Folgen vom Typus §; in A.

Bemerkung. Die einer N -singuliren Folge zugeordnete Folge ist
ste‘ts N -regulir, die Umkehrung gilt i.a. nicht mehr (vgl. aber Satz 3.1).
Wie man an den Korollaren 1 und 2 zu Satz 3.1 sieht, stimmt fiir den Fall,
daf N A R_y-frei erzeugt, diese Definition mit der urspriinglichen iiberein,
und die einer N-reguliren Folge zugeordnete Folge ist N -singulir.

Mit Hilfe von Definition 3.1 kann man Satz 3.1 auch folgendermafBen
formulieren:

i KOROLLAR 3. Ist N CF(M, Ry) und enthilt N kein Bild einer M-sin-
guliren Folge, so isi eine Folge a e (CN )S‘ (¢ e I) N-regulir (N -singuldr)
genau dann, wenn sie M -regulir (M - singulir) ist, speziell gilt dies, falls ¥
auch noch Ky-frei ist.

Analog zu Korollar 3 zu Satz 2.2 gilt das

KOROLLAR 4. Ist N C A e Ry, s0ist CN = N u U  Bilda. Diese
Vereinigung st i.a. nicht mehr disjunkt. Ve

:!ZOROLLAR 5. 8¢ NCF(M,Ry) wnd b eine N -regulire Folge, die
M -singuldr ist. Dann gilt
(26) BildbC ¥ u U Bida.

@ N-singulir
und M-regulir

) Bew‘eis: Sei z eBilflb—N, dann existiert eine N -singulire Folge d
@t ZTe Bﬂ.da';‘ da b M-singulir und N -reguldr ist, gilt b £ & und wegen
Bildb ~ Bildd # @ mufl & M-reguliir sein.

Grundlegendlﬁir die spéteren Michtigkeitsabschatzungen von Erzeu-
gendensystemen ist nun dag folgende Brgebnis:
Sarz 3.2, Ist NCF(M,Ry), so gilt
(27) CNAMCNu U Bilda.
Ar

a N-singuli
and M-regular
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Beweis. Sel m e M—X¥, dann ist m e Bilda fiir eine N -singuliire
Folge a in CN, falls m ¢ CN. a muB dann aber wegen M ~ Bilda # @
M -reguldr sein.

KoroLLAR 1. Ist N C F(M, Ry), und enthilt N kein Bild einer M -sin-
guliren Folge, so gilt
(23) CNAnHM=N~M.

KOROLLAR 2. @Qilt unter den Voraussetzungen von Kovollar 1 CN
= F(M,Ry), so ist MCN. Ist N Ky-frei, so gilt M = N.

Denn st N Ky-frei, so ist N minimale Erzeugende, also gilt M D N.

KoroLLAR 3. Jede Erzeugende von F(M, Ry), die M mnicht wmfaBt,
enthdlt das Bild einer M -singuliren Folge.

In §4 werden wir nachweisen, daB die Michtigkeit von N u
v | Bilda unter gewissen Voraussetzungen iiber ¥ und {M| fir

a N-sing.
u. M-reg.

|N| < | M| auch unterhalb |¥| bleibt, diese Menge also I nicht umfassen
kann, d.h. N kann kein Erzeugendensystem von F(M, Kz) sein. Damit
wird dann die Verallgemeinerung der Ergebnisse von Swierczkowski auf
beliebige kardinale Dimensionen (bei ihm ist stets b = N,) erreichbar
sein. Swierczkowski wahlt iibrigens in [21] fiir seine Untersuchungen
der Rp-frei erzeugten Ky - Algebren nicht wie wir den Zugang iiber Satz 2.2,
der bei ihm gar nicht vorkommt, sondern iiber die Korollare 1 und 2
zu Satz 3.1, die er zur axiomatischen Kennzeichnung der {y-frei erzeugten
K- Algebren benutzt. Zur Darstellung seiner Ergebnisse wiirden wir
diese ordinalzahltheoretischen Methoden gar nicht bendtigen, da hier
aber allgemeinere Ergebnisse angestrebt werden, lassen sie sich nicht
umgehen.

Zuwm Beweis des nichsten Satzes, der sichern soll, dal mit Problem 1
auch gleichzeitig Problem 2 gelost wird, bendtigen wir den

Hrrssarz, Sei N C B°M CF(M, Ky), und N enthalte kein Bild einer
M -singuliren Folge. Dann ist N Ky -frei.

Beweis. Wir zeigen, daB CN beziiglich NV 2) von Satz 2.2 erfillt.
Nach Korollar 3 zu Satz 3.1 gilt R(S;, N) = R(8i, M) ~ (CN)’S‘, und (Q1)
und (Q4) sind unmittelbar klar. Mit Korollar 2 zu Satz 3.1 folgt sofort (Q3).
Es muB also noch C*N = CN bewiesen werden mit C* als Hiillenoperator
fiir die auf R(Si, N) eingeschriinkten Operationen. Aber angenommen,
es existiert ein @ e CN —C*N, so gibt es ein solches mit kleinster Stufenzahl
beziiglich M. Da ein solches nicht in N liegen kann, ist es im Bild einer
N -singuliren Folge a enthalten, die aber auch M - singulér ist. Die Elemente
des Bildes der a zugeordneten N -reguliren, also auch M -reguliren Folge
haben beziiglich M kleinere Stufenzahlen als die von Bild a, liegen aber
in CN und daher nach Voraussetzung in C*N. Dann gilt aber BildtaC C*N
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im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist auch (Q2) nachgewiesen:
CN wird. von N Sy-frei erzengt.

Satz 3.3. Fir alle Mengen M = @ gilt

HUP({F(M, &r)}) = Kr -

Zum Beweis benutzen wir die Tatsache (vgl. [18]), daB fir 4 ¢ Ky
mit |4] > 2 HUP({4}) = Ry genau dann gilt, wenn HUP({4}) fiir alle
1 < d-+1 (b die kardinale Dimension) eine von einer Menge N mit [N| = n
Ky-frei erzengte Algebra enthilt. Nach Satz 2.1 gilt b = N, fiir . Wir
unterscheiden:

1) » > &,. Dann ist B*M = | Bilda, wobei die Aussage H genau

dann auf eine Folge a zutreffe, ngl(cﬁ) a M -singuldr ist und das Bild der a

zugeordneten Folge in M liegt. Diese Vereinigung ist disjunkt und nicht

leer. Vermoge einer Auswahlfunktion werde jeder Folge a mit H(a) ein

Element a(a) ¢ Bilda zugeordnet, und man setze N: = }g)(Bild a— {a(a)})-
]

N CB*M entbilt dann kein Bild einer M -singuliren Folge, ist also nach
vorstehendem Hilfssatz Q{yp-frei. Zu jedem 4eI mit |S;] > N, (und es
gibt solche wegen b > N,) gibt es eine Folge a mit H(a) und |Bilda—
—{a(a)}] = |8il, daher gilt mit ¥': = {y||H,] > N,}:

N[> Y (E,+15,) = I8

yey!

(29)

fiir alle 4¢7 .

Nach Definition der kardinalen Dimension gilt daher fiir allen < d =d-+1
[Nl =n, so daB (29) fiir b > 8, bewiesen ist.

2) b= R,. In diesem Fall soll zu jedem = << N, eine #-elementige
Ry-freie Teilmenge von F(M, {y) angegeben werden. Bs existiert nimlich
einy ¢ ¥ mit I, > 2, und zu einem solchen y seien f¥ und f¥ zwei bestimmte
Operationen vom Typus Ky, ¢ # j. Jede konstante K,-Folge 0 = (a]c ¢ K)
zu einem Element a ¢ M oder einem Wert a von f7 oder f7 ist dann M -re-
gulir, ferner o(fl(a), M) = o(f¥(a), M) = o(a, M)+1 uwnd %a) # fYa).
Daher schlieft man induktiv, daB B M fiir natiirliche Zahlen r = 1 minde-
stens 27" verschiedene Werte von f¥ und 2"~ verschiedene Werte von bid
enthilt. Die Gesamtheit aller Werte von f¥ in B'M enthilt aber kein
Bild einer M -singuliren Folge, ist also eine mindestens 27 - elementige
Kr-freie Teilmenge von F(M, Ky), also gilt (29).

KoROLLAR 1. Bine Teibmenge N C F(M, Ry) ist gena dann Sy-frei,
wenn sie (F(M, Ry)-) frei ist.

Denn nach Satz 3.3 gilt ja fiir jede freie Teilmenge N C F(M , Re),
falls M = @,

indparsy ¥ D HUP({F(M, R7)}) = Ky; F(, Ky) =0 .

DaB jede Kr-freie Teilmenge von F(M, 8y) frei ist, ist Klar.
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KOROLLAR 2. Bine Menge N ist genau dann Sz-Basis von F(M, Kz),
wenn sie von F(M, Ky) ist.

Ein fiir spiter sehr niitzliches Ergebnis.

Wiahrend wir in o(a, M) einen ordinalen Abstand der Folge a von
dem Erzeugendensystem M kennengelernt haben, der Werte zwischen 0
und ¢ annehmen kann, soll nun fir von M erzeugte Ry-Algebren ein
Abstand der M -reguldren und M-singuliiren Folgen von M definiert
werden, der nur natiirliche Zahlen als Werte annehmen kann. Dabei
sollen im folgenden q, a, stets M -singuliire, b, b, die zugeordneten Jf -re-
guliren Folgen einer von einer Menge M erzeugten Ryp-Algebra 4 be-
zeichnen.

DerFINITION 3.2. Eine Folge (0;,b;) (bzw. Bby), (@a, Bs), ey (G, By
heiBe eine M -Kette der Linge n zu o (bzw. b,), wenn fiir jedes 4 mit
1< pu<n—1 Bilda,1 ~ Bildb, % . Sie heile vollstindig, wenn Bildb,
C M; wir wollen dann auch sagen, die 1 -Kette verbinde a; (bzw. b)
mit M.

Jede unvollstindige 3 -Kette kann offenbar ‘“nach unten” verlingert
werden. Es ist aber, wie man aus der Definition 3.1 von M -singuléiren
und M -reguliren Folgen leicht folgert

(o(ay, M) =) o(by, M) > o(az, M) = ... > 0{(an, M) > 0(bn, M)

eine fallende Kette von Ordinalzahlen, die einmal abbrechen muB. Nun
iiberlegt man sich leicht, daB eine M-Xette der Linge # genau dann
unvollstindig ist, wenn o(az, M) >1 und damit o(b,, M) > 0. Da sie
sich in diesem Fall noch verlingern I8t und dann o(an, M) > o(ans1, M)
gilt, existiert zu jeder M-Kette eine endliche Vervollstindigung. Dies
gibt Anlafl zu

DEFINITION 3.3. Sei ¢ eine M -singuliire oder M -regulire Folge in
einer von einer Menge M erzeugten Sy-Algebra, dann sei

(30) o(c, M): = min{n|n ist Linge einer M -Kette, die ¢ mit I
verbindet} .

Zusammenfassend haben wir also:

SATz 3.4. a) Jede M-singulire Folge a bzw. M-regulire Folge b
von A hat einen endlichen Abstand o(a, M) bzw. o(b, M) von M.

b) Es ist o(a, M)=1 genau -dann, wenn o(a, M) =1, und es ist
o(b, M) =1 genau damn, wenn o(b, M)=0, d.h. BildbC M. Sind a
und b einander zugeordnet, so ist o(a, M) = g(b, M) (a M -singuldr!).

c) Ist o(a, M)>1, a M-singulir, b a zugeordnet und Bildb A
~ Bilda = @ fiir eine M -singulire Folge 8, so ist o(a, M) > o(a, M)—1,
wobei fiir mindestens eine M -singuldre Folge a das Gleichheitszeichen eintritt.
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KOROLLAR. Ist (ay, b;) (bew. By), (az,Bs), ..., (Gny Du) eime BL-Ketie,
so gilt o(ar, M) < g(arer, M)+1 sowie auch o(by, M) < @(bry1, M)+1
Jir 1<r <n—1. Ist die Keite vollstindig und von minimaler Linge, so
gilt dberall das Gleichheitszeichen.

Schlieflich gilt noch

Sarz 3.5. Set NC F(M, Ky) und b eine N -reguldre Folge, die M -sin-
gulir ist, a die b zugeordnete M -regulire Folge, falls sie N -singuldr ist
(sonst werde sie nicht betrachtet); dann sind in jeder N-Kette 2u b (bew. a)
alle auftretenden N -singuldren Folgen a, M-regulir und alle zugeordneten
N -reguliren. Folgen b, M -singuldr.

Beweis. Offenbar geniigt es zu zeigen, daB a, stets M -regulir ist,
der Rest folgt induktiv. Nun ist aber a, s b, = b, Bilda, ~ Bildb, + 0
und b; M-singuidr, also muB a, M -reguliir sein.

Damit haben wir die Hilfsmittel fiir die Abschiitzung der Michtig-
keiten von Erzeugenden von F(M, &) beisammen.

§ 4. Méchtigkeitsabschiitzungen fiir Erzeugendensysteme.
Es sel M eine nichtleere Menge, N C F(M, Ry), dann sollen folgende
Abkiirzungen eingefiihrt werden fiir beliebige Ordinalzahlen « und na-

tiirliche Zahlen n:
SuXN:= {a|a ist ¥ -singuliire und M -regulire Folge in CN},
Ry N: = {b| b ist N -regulire und und M - singuliire Folge in CN},
S N:={ala e Gy W, ola, N)=a},
Ry N: = {b| b e Ry N ist einer Folge a c G4 N zugeordnet} ,
8%N:= ) Bilda,

aeCyN

U Bilds,

BERYN
G5fN: = {al 6 Gu X, o(a, N) = und o(a, N) < a} ,
REFN: = {B] b e Ry N ist einer Folge a e S3f'N zugeordnet} ,

(31) RyN:

I

S8iN:= {J Bilda,
assi‘lnlv'
RifN:= |J Bildp.
BeSirN

Aus den bisher bewiesenen Sitzen lassen sich unmittelbar folgende

Ergebnisse zusammenstellen (2, B beliebige Ordinalzahlen, # > 1 eine
natiirliche Zahl):

(Bl) [Sul|<|RuN|.
(B2) |G N|= Ry N|.

Mdchiigkeiten und Unabhingigkeitsgrade der Basen freier Algebren I 183

(E3) |S3'N| = R NI

(B4) Aus by, b, Ry N und b, = b, folgt Bildb, ~ Bildb, = O, fiir
by, bo € ©u N ist i.a. nur richtig, wenn N Sy-frei ist.

(B5) Aus b eRi "N folgt Bildb ~ SN == 0; wenn b e REN, so
Bildb C N.

(B6) RuyNCN o |JS8%N (vel. Definition 3.1 und Satz 3.1, Ko-

f<a

rollar 5).

(B7) Aus o # 8 folgt RN ~ RN =0 (vgl. (B4)).

(E8) Alle Elemente von Ry N (also auch von RyN und R N) sind
Folgen ohne Wiederholungen; falls N SQy-frei ist, gilt dies auch fir die
Elemente von SyN.

Wir machen jetzt folgende Voraussetzung:

(32) Sei meK, m> N additiv unerreichbar und fir alle y ¢ ¥ f<m
genaw dann, wenn Iy <m. wo(m)=:w set die zur Mdchtigkeit m
gehorige ordinale Anfangszahl, d.h. die kleinste Ordinalzakl o' mit
|| = M. 1< sei eine weitere Kardinalzahl, M 5= @ eine beliebige
Menge und N C F(M,Ry) eine Teilmenge mit |N|=n.

HILFSSATZ 4.1. Unter den Voraussetzungen (32) gilt fir 0 <a < o:
(33) |85 N| < m,

(34) RYN|<m und [Bildbj<m fiir alle beRyN.

Beweis (durch transfinite Induktion). SN =Ry N = 0. Gelten (33)
und (34) fiir alle § < y, wobei 0 <y < o, so gilt wegen (E6) |RuN|< |N|+
+ 385 N| <m, da m additiv unerreichbar ist. Mit (E4) und (E6) folgt
dafrgus sofort (34) fiir « = y. Da ¥, < m genau dann, wenn [, < m (nach (32?.),
fogt aus (34) auch [Bildaj <m fir alle ae SuN. Aus (E?) und (3}) fiir
a=y ergibt sich |Gy N|= |RuN| <m, also, da m additiv unerreichbar
ist, [S%N|< X [Bilda] <m, somit (33) fiir a=y.

ueGLN

KOROLLAR. Unter den Voraussetzungen (32) gilt:

(35) Aus a e Gyl und o(a, N) < o (dh ae }J hyN) folgt |Bilda| < m;

(36) Aus be|JRUN folgt (Bildb| <

<

(37) Aus ae |J GWN bzw. be UJ RN folgt |Bilda| <m bew.
@0 g

<< o<n<
|Bildb} < m. (Umformulierung von (35) und (36))-
BILrssATz 4.2, Unter den Vorausseteungen (32) gilt fir 0 <n < wy

(38) GhN|<m und |8 N|<my
(39) RN <m  und RN <m.

13
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Beweis (durch vollstindige Induktion). Aus Satz 3.4 folgt Ry N C N,
somit |R}N|<wm, mit (E4) und (B3) also |REN|= |G N|<m;
da m additiv unerreichbar ist, kann mit (37) daraus auf |S%FN|
=| U Bilda] <m geschlossen werden. (38) und (39) seien richtig

a G N
fiir alle natirlichen Zahlen <n (1> 1). Aus be Ry ™*N folgt mit (E5)
Bildb ~ 837" N # 0; wegen (B4) kann man iiber eine Aunswahlfunktion
damit eine injektive Abbildung von R ““N in 85°N angeben. Aus der
Induktionsannahme und (E3) folgt damn |R%“°N|= |S%™"N| <m.
Mit (37) folgen daraus (39) und (38) fiir #+1 anstelle von mn.
Hrurssarz 4.3, Unter den Voraussetzungen (32) gili:

(40) Vo SN <m.

Beweis. Bs ist Nu Sy N=Nv |J S5°N, wegen (38) gilt
a<la 0<n<en
also im Falle m > Ry, da m additiv unerreichbar ist:

IFo U SENI<IN+ D IS% N <m,
0<n<omg 0<n<awo

Sel nun m = §,. Dann ist o = w,, und n= |¥], wnd alle Mengen, die
in (33) bis (39) abgeschaitzt worden sind, sind endlich, inshesondere SN
wnd Bi'N (0 <n < w,); daher existieren gy = max{c(a, M)| a e N}
wd an: = max{o(a, M)l ae SN} (0<n<a), wobei a,— 0, falls
N =0 baw. 85N = 0. Fiir N = @ ist nichts zu zeigen, sei also N = @.
Wir zeigen dann: Ist S3°N # @, s0 ist an < ay_;.

Denn es ist ja Ri°NV eine Menge M -singuldrer Folgen, deren Bilder
mit N bzw. 85 "N einen nichtleeren Durchschnitt haben. Daher
gilt fn:=max{c(b, M)| b €RAN} < apy (man beachte, daB o(b, M)
= o(b, M) fir alle b ¢ Bildb und b e RE*N). Mit Korollar 2 zu Satz 5.1
kann man also schlieBen, daf o, < fn < an:. Da man sich andererseits
leicht tiberlegt, daB aus a, = 0 (fiir ein # > 0) 85°N = @ fiir alle % >n
folgt, gilt: @y > ¢, > ... > g, > ... ist eine fallende Folge von Ordinalzahlen,
die also stationir werden muB; dies tritt genau dann ein, wenn q,= 0
fir ein »# > 0; es gibt also eine natiirliche Zahl k, so daB SN = @ fir
alle % > k. Somit gilt auch fiir m = Nt

Wo U S5PNI<IN+ ) 85N <m=x,.

O<n<ep 0<n<wmg

also (40).

KOROLLAR 1. Unter den Voraussetzungen (32) gibt es eine Ordinal-
2ahl y mit 0 <y < w, so dap
(41) SuN =0 fir alle Ordinalzahlen o> V.
_ Beweis. Ist 85N = 0 fiir ein g > 0, so gilt offensichtlich S%N — @
fir alle ¢ = f. 'Wire nun 85N s O tiir alle ¢ mit 0 < o< w, 80 wire
¥ ng,SHN[ 2 lo| = m im Widerspruch zu (40); also gilt (41).
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KOROLLAR 2. Unier den Voraussetzungen (32) gilt

(42) GuN=U&LN, ab Nu@sim:zvuusﬁm.
B<o B

<o

Damit erhalten wir als entscheidenden Satz fiir die Abschitzungen
von Erzeugendensystemen von F(M, Ry):

SATz 4.1, Ist m =N, eine additiv unerreichbare Kardinalzahl und
fiir alle y € ¥ ¥, < m genawu dann, wenn T, < m, ist M eine beliebige Menge
und N CF(M,{y) mit |Nj=:n<m (vel (32)), so gilt

(43) | M ~CN|<m.
Denn aus Satz 3.2 folgt zusammen mit Hilfssatz 4.3 und seinen

XKorollaren
IMACN| < NUuUSuN| =N JSuN <m.
a a<®

Daraus 148t sich sofort folgern:

KOROLLAR 1. @il wunter dem Voraussetzungen wvon Saiz 4.1 noch
| M| = m, so kann N F(M,KQy) nicht erzeugen: CN = F(M, Ky).

KoOROLLAR 2. Unier den Voraussetzungen von Satz 4.1 kinnen F(m, Ky)
und F(n, }y) nicht isomorph sein, d.h. n ¢ Rgy(m) fiir alle n < m.

Um die Verhéltnisse fiir endliche Kardinalzahlen iibersehen zu
konnen, sind noch zusitzliche Uberlegungen notwendig; dazu dienen die
folgenden Sitze.

Sarz 4.2. Bs sei T:=min{f, |y Y} (I eristiert, da K wohige-
ordnet ist!), N CF(M, Ky) eine Basis; dann gili:

(44) N=M INi>t.

Beweis. Nach Korollar 2 zu Satz 3.3 ist N Qy-Basis von F(M, Ry).
Aus den Korollaren 2 und 3 zu Satz 3.2 folgt daher (44), da im Falle
N # M eine M-singulire Folge a existiert mit N D Bilda: Wegen
|Bilda| = f gilt auch |[N| =1

KOROLLAR. Ist in Satz 4.2 |M| <%, so ist M die einzige Basis von
F(M, Ky); insbesondere gilt dann also Ray(|M]) = {|M]}.

HILFSSATZ 4.4. N sei eine Basis von F(M,Ry) und M #+0 £ N.
Mit den Bezeichnungen (31) gilt dann

oder

r r
(45) Npi=(Fv U SﬂlN)—(UOR'fuN)
u=0 p=
ist fiir 0 <7 < w, eine Basis von F(M, Ky).
Beweis durch vollstdndige Induktion. Ny= N ist ]?ach
Voraussetzung Basis. Sei also N, Basis fiir ein » > 0. Dann ist zu zeigen,

r
daB auch N,,, Basis ist. Nun ist nach (E6) R¥'NC XN v .UOS‘;*’N’ und
uZ

13*
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| r
us (E7) folgt R'N A | Ry N =0, also Rf*NCN,. Da M und N

a=0

Rr-Basen sind, gilt auch (¥ v UOS&N)ASQ?‘N=@, also RN A
st

~ 83’ N = 0, daher Nypyy= (N,—R3f*N) v 85N und ¥,C CNyyy. Da
R’V und G3'N aus einander zugeordneten Folgen bestehen, zeigt
man jetzt leicht, dal jede Abbildung von N,;; in F(M, Ky) zu einem
Homomorphismus fortgesetzt werden kann, indem man unter Benutzung
der Gleichungen (18) eine F(M, Ky)-Belegung von N, definiert, die nach
Voraussetzung dann homomorph fortgesetzt werden kann und deren
Fortsetzung auf N,; mit der dort gegebenen Abbildung iibereinstimmt.
Man beachte dabei, daB die Folgen, deren Bilder dabei gegeneinander
ausgetauscht werden, keine Wiederholungen besitzen und da8 ihre Bilder
paarweise disjunkt sind; denn M und N sind Rp-Basen. Ny ist also
auch Basis von F(¥, Ky).

KOROLLAR. Unter den Voraussetzumgen von Hilfssatz 4.4 ist N, Qy-
Basis von F(M,Ry) (0 <1 < o).

] EIL%?SSATZ 4.5. 8ei N Basis von F(M,Ry) und M # O = N, ferner
existiere ‘genau ein Yo ¥ mit 0 < ¥y, =:k <&y, und fiir dieses gelte 1,
=1 1< Ry. Ferner sei |[M|<N,. Dann gilt [N, <, (vgl. (45)) (0 < r
<), und fir d=1—k=l,—%, ist
(486) N = [N (modd) (07, t< ).

Beweis. Setzen wir m : = ,, |M|=:m, so sind fir m und n die
Voraussetzungen (32) erfilllt, und aus Korollar 2 zu Satz 4.1 folgt
| M| ¢ Byip(m). Da aber |N,| € By ([ M]) (0 <7< ), muB auch [Ny < R
gfalten. Da nun bei einem Ubergang von N, zu N,y1 gemiB (45) Mengen
einer Michtigkeit % bzw. I gegen solche einer Michtigkeit I bzw. &k aus-
getal.lscht werden, gilt |¥,| = |N,.,] (modd) (0 <r< w,), woraus (46)
unmittelbar folgt.

) KDROLLAR. 1. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 4.5 existiert
eine Zahl r mit 0 <r < Wy, 80 daf N,= M.

Beweis. Nach K‘orollar 1 zu Hilfssatz 4.3 gilt SN = @ fiir alle
Ordinalzahlen 7 > g mit einer geeigneten Ordinalzahl 8 zwischen 0 und wg.

8
Da dann aber nach Satz 3.2 MC N u UOSEIN, andererseits M ~ LﬁJ Ry N
) B T= =0
= @, weil alle F' N M-si ar si ilt MC(N ‘g
X olgen b sryo RN M-singulir sind, gilt M C (N v U SuN)—

=1

B
}"—(};JlRM-N) = Np, somit M = N;, da N, Basis von F( M, {y) ist.

KOROLLAR 2. Unter den Vorausseteun i :
_ - L gen von Hilfssatz 4.5 ¢ilt |V
= |M| (modd) fiir jede Basis N von F(HM, &5). P
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KoroLLAR 3. Unter den Vorausseizungen von Hilfssatz 4.5 folgt aus
|M|=F% und WCF(M,8Ry) mit k< |W|<l, dap W keine Basis von
F(M, &y) sein kann.

Damit haben wir bewiesen:

Sarz 4.3. Bs existiere genau ein yoe ¥ mit fy, = : k< x,, und fiir
dieses gelte 1: =1, <N,. Dann gilt fir alle m ¢ K mit m < R

fm}, falls m<k,
Ray(m) = {{p+s(1—%)] 0 <8< g}, falls k< <Ry, k<p <
und m=p (mod (I—k)).

(47)

Dieser Satz ist nfimlich fiir m < % eine Folge des Korollars von
Satz 4.2; fiir k¥ < m < 8, folgt er ans Hilfssatz 4.5 mit seinen Korollaren
unter Beriicksichtignng von Korollar 1 zn Satz 1.1.

Damit sind die allgemeinen Untersuchungen der Michtigkeiten von
Basen und Erzeugendensystemen Sy-frei erzeugter Ry-Algebren abge-
schlossen, und wir konnen uns der Losung der ersten beiden Probleme
zuwenden.

§ 5. Losung der Probleme 1 und 2.

HAUPTSATZ. R sei eine beliebige beschrinkte totaladditive Aquivalenz-
relation in K. Dann existiert eine nichiiriviale primitive Klasse U voll-
standiger Algebren, so dap die von A in K induzierte Aquivalenzrelation Ry
(vgl. (1)) mit R identisch ist: R = R,.

Beweis. Ist B = idg, so sel W= B:= Klasse aller vollstindigen
Algebren eines beliebigen Typus A. F(M, ) ist dann jeweils die von
der Menge M absolut frei erzeugte Peano-Algebra vom Typus 4, und
es gilt: F(M,¥UA) ~F(N,N) genau dann, wenn |M| = |N|, also B = Ra.
Ist R = idg, so ist B= Smav ‘g Ry, (bzw. R = tL‘JTRmm) (vgl. (RB),

Seite 170). Dann 158t sich B gemiB (R6) durch eine Menge Y abgeschlossener
Intervalle von K beschreiben. Eine solche Menge Y soll jetzt betrachtet
werden. Aus (R6) und Satz 1.8 folgt dann fiir die gemiB § 2 zn Y defi-
nierte primitive Klasse ]y (wegen R 3= idx lassen sich (Y1) bis (Y4) fiir
dieses Y erfiillen!): RC Ry, dh. R(m) C Ray(m) fiir alle me K. Sei
nun zB. R= Spnv :U Ry, (falls (6) vorliegt, geht man analog vort),

€T .
dann folgt aus (R6) und Satz 4.3 sofort Rey(m)= R(m) fiir alle m e K

mit m < . Sel also T3>, eine beliehige Kardinalsahl, r:= inf n,

s := sup 1. Im Falle s ¢ R(r) treffen auf m: = s+ und n : = r die Voraus-
E(r) sk o . .
setzmtiegertl von Satz 4.1 zu (st = ¥, ist immer additiv unerreichbar), im

Falle 5 ¢ B(r) sogar schon fir m:=s und n: =1 (dean nach (R1) muB s
dann additiv unerreichbar sein); denn Y ist ja dementsprechend zu B
definiert worden. Somit gilt T ¢ Ray{s+) bzw. T ¢ Ray(s), also (vgl. (R2))
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3 ¢ By, (1) fiir alle 3 ¢ K mit 3 >t und 3 ¢ B(r). Ist i additiv unerreichbar,
80 ist wiederum Satz 4.1 mit seinen Korollaren anwendbar, also 3 ¢ Ry, (i)
= Rgy(r) fiir alle 3 <i. Sei also i additiv erreichbar, d.h. insbesondere
i>X,. Da R totaladditiv ist, gibt es keine Kardinalzahl 3 < i, so daB
f3, tIC E(3). Ist daher q <imit q > §,, soist q < sup f=:5' < i. Wie

- . : 3 fER( )

fiir s folgert man i ¢ Rgy(q), Woraus mit (R2) Wlederunqn q ¢ Bgy(r) folgt
fir alle g < i Insgesamt gilt also anch Rg,(r) C R(r) fir alle reK,
womit schlieBlich R = Rg, nachgewiesen ist.

Die vollstindige Losung von Problem 1 erhalten wir damit in:

KororrAR 1. Fiir eine Aquivalenzrelation B von K sind folgende
Awussagen dquivalent:

1) R ist beschrinkt und totaladditiv;

2) es ewistiert eine nichtiriviale primitive Klasse U vollstindiger Al-
gebren, so da R = Ry;

3) es ewistiert eine nichttriviale primitive Klasse U von (nicht notwendig
vollstindigen) Algebren, so daff R = Ry.

Ist R eine beschrinkte und totaladditive Aquivalenzrelation in K
und % eine primitive Klasse mit B = Ry, so ist fiir jede Kardinalzahl
meK R(m) gerade die Klasse aller Michtigkeiten der 9-Basen einer
‘E:A]ggbra A, die eine ¥-Basis der Michtigkeit m besitzt. Aus Satz 3.3
mit seinen Korollaren, dem Korollar 2 zu Satz 1.2 sowie der Struktur
der zum Beweis des Hauptsatzes benutzten primitiven Klassen Ky fol-
gert man iiber Korollar 1 hinaus das

KOROLLAR 2. R sei eine Aquivalenzrelation in K. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1) R ist totaladditiv und beschrinkt;

2) es existiert ciine nichitriviale primitive Klasse N vollstindiger Al-
_qebfm,. 80 ‘da/i fir jede Kardinalzahl m ¢ K R(m) gerade die Klasse aller
Mdichtigkeiten der Basen (nicht nur A-Basen!) von F(m,N) ist;

?f.) o8 existiert eine nichtiriviale primitive Klasse 9 von (nicht notwendig
ﬁqusiandagen) Algebren, so dap fiir jede Kardinalzahl m e K R(m)
die Klasse aller Mdchtigheiten der Basen von F(m, A) st

‘ Na.ch .Korollam 2_zu Satz 1.2 kann nur eine beschrinkte Restklasse
einer Aqgwalenzrelatmn in K als Klasse aller Méchtigkeiten der Basen
einer geglgneten Algebra 4 auftreten, und sie kann dann auch als Rest-
klasse einer beschrinkten totaladditiven Aquivalenzrelation angesehen
‘werden. In Korollar 2 steckt daher schon die Losung des zweiten Problems:

KOROLLAR 3. Fiir eine Teilklasse T von K sind
dquivalent:

1) T ist Restklasse einer beschrinkten total
n K;

gerade

folgende Aussagen

additiven Aquivalenzrelation
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2) T ist die Klasse aller Mdchiigkeiten der Basen einer geeigneten
vollstindigen Algebra;

3) T ist die Klasse aller Mdichtigkeiten der Basen einer geeigneten
(nicht notwendig vollstandigen) Algebra.
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