Sur la structure de ’ensemble des points
de discontinuité des fonctions
qui admettent une dérivée aux points de continuité

par

F. M. Filipczak (L6d%)

Introduction. Dans ce travail nous nous occuperons seulement
des fonctions réelles, finies, définies sur l'intervalle fermé <0,1> = I.
Néanmoing, tous les lemmes et les théorémes que nous y établissons
restent en vigueur aussi dans le cas o les fonetions étudides sont définies
sur des intervalles arbitraires, finis ou non.

On sait que les conditions sous lesquelles: 1° une fonction f est con-
tinue au point @, 2° il existe une dérivée f'(x) finie, et 3° il existe une
dérivée f'(x#) non nécessairement finie, ne sont pas équivalentes. Dans
le travail [2] Kronrod a étudié la structure de l'ensemble des points de
discontinuité des fonctions qui admettent une dérivée finie en tout point
de continuité, c’est-a-dire des fonctions pour lesquelles les conditions 1°
et 2° sont équivalentes. Le théoréme établi par Kronrod peut étre énoncé
sous la forme suivante:

Pour que Pensemble B soit Pensemble des points de discontinuité d'une
fonction admettant une dérivée finie en tout point de continuité, il faut et
il suffit que Uensemble B soit un F, et en méme temps un Gs.

Le but principal de ce travail est Q’étudier la structure de Pensemble
des points de discontinuité des fonctions qui admettent une dérivée,
finie ou non, en tout point de continuité. Cet ensemble sera caractérisé
dans le théoréme 2. Les lemmes 1-5 et 7 serviront & démontrer que la
condition donnée dans ce théoréme est nécessaire; les lemmes 5 et 6,
ainsi que le théordme 1, prouveront qu’elle est suffisante.

Outre ce résultat, nous établirons le théoréme 3, dans lequel nous
caractérisons Iensemble des points de dérivabilité (c’est-i-dire des points
ot il existe une dérivée finie) d*une fonction admettant une dérivée (non
nécessairement finie) en tout point de continuité.

Il est & remarquer que dans les théorémes 2 et 8 la condition de
Pexistence d’une dérivée en tout point de continuité peut étre remplacée
par celle de 'existence d’une dérivée aux points, et seulement aux points
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qui sont points de continuité de la fonction, ¢’est-d-dire par une con-
dition équivalente aux conditions 1° et 3° (en tout point #). Les démon-
strations des théorémes 2 et 3 ainsi modifiés restent les mémes.

Notations. Soit f une fonction réelle, finie, définie sur I. Désignons
par:

1(@), (), f~(®), f*(») — respectivement la dérivée inférieure, supérieure,
4 gauche, & droite, de la fonection f au point «;

Ofy Dy, 4y — respectivement Vensemble des points de continuité, de

7y Hry di P > ’
discontinuité, de dérivabilité de la fonction f;

§ — lensemble des points olt il existe nmne dérivée (finie ou non) de lu
fonetion f;

P(w), (L(m)} — Densemble des nombres limites & droite (b gauche) de la
fonction f au point &, c’est-a-dire des nombres y pour lesquels il existe
une suite de points distinets a, ¢ I tels que

o=lime,, y=Ulmfx,) et

N0 N—>00

By > & (0 < @);

4y — Tensemble des points de structure asymétrique de la fonction 7,
cest-a-dire des points tels que L(») # P(2);

By — Vensemble des points @ ¢ I pour lesquely f(#) == — oo et F () = oo,
ainsi que f{x) e I (%) et f(x) e P(x); -

£ — 1_’ensemb1e des fonctions f telles que pour tout @ ¢ Gy on a f(z) > — oo
oun f(z) < oco. -

Nous admettrons toujours dans la suite que les ensembles considérés
sont contenus dans I.

§ 1. Quelques propriétés des ensembles F, et G; dans
Pespace I, Soit BCI un ensemble dénombrable et I,= I\B. Len-
semble I, est un G5. On peut le considérer comme un espace séparable.
Par fermeture (relativement a I,) du sous-ensemble B de Tespace I, nous
entendrons l'ensemble & ~ I, ot § désigne la fermeture do D’ensemble [
(dans I).

On démontre aisément que:

(1°)  L’ensemble E,C I, est fermé, ouvert, Fy ou Gy dans Vespace I, s et

seulement st By=F ~ I,, ot B est un ensemble fermé, ouvert (rela-
tiwement & I), F, ou @,.

(2°) IL’ensemble P fermé dans I, est parfait dans Vespace I, si et seulement
8% Uensemble P est parfait.

Lfas théorémes V, p. 67, et 5, p. 269, de la monographie de Kura-
towski [3] entrainent le théoréme suivant:
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(8°) 8i dans un espace séparable on a E ¢ Fy ou bien E ¢ G, , il existe un
ensemble fermé F # 0 de cet espace tel que F = F ~ & A F\E.

Remarque. La condition F =¥ ~ E ~ F\E est équivalente 3 ’éga-
lité = F ~ E=F\F. L'ensemble F satisfaisant & cette condition doit
étre parfait. Hn effet, si 2eF, on a s eF A F et @ eF\B. Lorsque
@ eF ~ B, on a évidemment ¢ ¢ F\Z et, comme & ¢ F\F, » est un point
d’accumulation de Pensemble F\JZ, done aussi de I’ensemble F. De fagon
analogue, i @ e F\E, on a & ¢ I' ~ F mais, comme weF ~ B,  est un
point d’accumulation de ’ensemble F ~ E CF.

Du théordme (3°) et de la remarque précédente on déduit:

(4°)  8i dans un espace séparable Vensemble E ¢ F, ou bien E ¢ Gs, il existe
un ensemble parfait non vide P de cet espace tel que P= P A E

= P\Z.

Levue 1. 8¢ B=A VB, ot AnB=0, 4¢G5, B est un ensemble
dénombrable, et si pour tout ensemble parfait P la condition: B ~ P est
un ensemble frontiére dans P eniraine la condition: ,, B ~ P est de pre-
mitre catégorie de Baire dams P, alors B est un F,.

Démonstration. Supposons que I'ensemble 4 ne soit pas un F,
dans Pensemble I, = I\B. En vertu de (4°) il existe un ensemble P, C I,
parfait dans I, et tel que l'ensemble P, ~ A est dense et en méme temps
ensemble frontiére dans P,. Soit P = P,, donc P est un ensemble parfait
et Py= P ~I,. L'ensemble B ~ P est un ensemble frontidre dans P.
BEn effet, si I est une portion de Vensemble P, c’est-a-dire un ensemble
parfait non vide de la forme <{a, by ~ P, 'ensemble K, = K ~ I, est une
portion de l’ensemble P,. L’ensemble 4 ~ P, étant un ensemble fron-
tiere dans P,, il existe un point # e K,\A. Evidemment ¢ B, done
#¢ AU B=Fg Nous avons aingi obtenu ze K\E. L’ensemble P ~ E
est done un ensemble frontitre dans P. De li et de Phypothése du lemme
il résulte que I’ensemble P ~ B est de premiére catégorie dans P.

D’autre part, l’ensemble Py ~ 4 est dense dans P, car il est dense
dans P,. Btant un G, il est résidual dans P. A fortiori Pensemble P ~ E
est résiduel dans P. Cette conclusion est incompatible avee la précédente,
en vertu de laquelle I’ensemble P ~  est de premiére catégorie dans P.
Cettie contradiction prouve que l’ensemble 4 est un F, dans l’espace I,
on a done, en vertu de (1°), A= A'~I;, ot A'eF,. A=A4"~(I\B)
=A\B, B=4 v B=(A"\B)uB=A4'u B. De cette derniére égalité
il résulte que F ¢ F,, c.q.f.d.

Le lemme suivant est dual au précédent.

Levvm 2. 8t B = A\B, oit A ¢F,, B est un ensemble dénombrable,
et si pour tout ensemble parfait P Uhypothése: ,, P ~ B est dense dans p”
entraine: ,,P ~ B est résiduel dans P”, alors B est un Gs.
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§2. La classe borelienne de Pensemble By.

Lemve 3. 8 fed, on & By = DAE, ot BB est un ensemble dénom-
brable.

Démonstration. Désignons par A Vensemble des points » tels
quef(w) ¢ L(z) ou bien f(x) ¢ P(#). On sait que les ensembles A et 4y
gont denombrables (v.[6] et [9]). On voit aisément que 8i fedst, on
a DA\(Au 4y CB;CDs. Des deux conclusions précédentes résulte
notre lemme.

LEMME 4. Si fes, on a BreGs.

Démongtration. On sait que Pensemble Dy est un I, (voir p.ex. [3],
p. 102). En tenant compte des lemmes 2 et 3 il suffit de prouver que
pour tout ensemble parfait P I'hypothése: pl’ensemble P ~ By est dense
dans P” entraine: ,l'ensemble P ~ By est résiduel dans I'. Supposons
le contraire et admettons qu’il existe un ensemble parfait P, # 0 tel que
lensemble P, ~ By est dense, mais n’est pas résiduel dans P,.

En vertu du lemme 3 Iensemble P, ~ By est un Py, il satisfait done
3 la condition de Baire. Avec la conclugion précédente cela prouve qu’ll
existe une portion P de lensemble P,, sur laquelle I'ensemble P ~ By
est de premiére catégorie de Baire. L’ensemble P ~ Dy est aussi de pre-
miére catégorie dans P, puisque, en vertu du lemme 2, Pensemble Dy\By
est dénombrable.

L’ensemble P ~ O est un G, done P~ G = ﬂ Gr, ol ley Gy sont

Nl
des ensembles ouverts et Gn D Gueq, pour n =1, 2,

Soit a= mlnt b = max t. Nous déﬁnirons maintena.nt les suites
ieP

de points {am}, {bn}, {ea} et {dn}, ainsi qu'une suite d’intervalles fermés
{<7n, sny}, telles que soient vérifiées les conditions:

(Ap) Pa<ta<$p<fu, OU pp=10X(An,0C), gn= min (b, da) ,

1 1
(Bn) 0<bn"‘ﬂ'n<;€, 0<dn—cn<,ﬁ'y
(Cn) “ {tny 8 C G’(v_t )
(D) (Tny8n) NP 520,
}(bn) — f(an) 1 {dn) —F (en)
(Eﬂ) bn“‘a'n >N 9 dn"‘cn < —n,
(Fn) <y 8y C (Pamty Snm1) , (<r1y 8 C (@, D))

Soit £ £ a et £ # b un point quelconque de l'ensemble P ~ By. Un
tel point exigte, car Tensemble P ~ By est dense dans P. La condition
& e By signifie que f(§) = oo, f(§)= — oo, f(§) e L(§) et f(§) e P(¢). Il
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en résulte qu’il existe des points «, et y; de lintervalle (a, b) et des suites
{&x} et {mx} tels que les conditions suivantes sont remplies:

(1) !E_a1‘<%’ ff; ];Sal) ,
@ pomi<d, O
(3) sgn(éx—é&)=sgn(f—a) pour k=1,2,.., imé& = ¢,
k—o0
llci_l)l;f(fk) =1,

(4) sgn(m—é§) =sgn(§—y) pour k=1,2,.., imp=§,
. F+00

Lmf(n) = f(£) .
k>0
Dey deux derniéres égalités (3) il résulte que dans I'intervalle

(6, 26—ay) (1) il existe un point & e (a,d), que nous désignerons par B,
et qui satisfait & l'inégalité

() 1 (B0) =1 (&) < 2 1f (&) —F(e)] -

D’une maniére analogue on déduit des égalités (4) que dans I'inter-
valle (£, 26 —y,) il existe parmi les points nx € (@, b) un point &, tel que

(6) [F(8) —1(&)] < L [F(&)—F(v1)] -

Nous établirons plus loin les relations suivantes:
(M sgn(f,—&) = sgn(f—ay), sgn(—&) =sgn(é—y),
[Br—8| < 26—, —§| = |E—ay| < },

8
®) 10, —&| < RE—p—E| = i—nl <1},
1) —F(o) _ f(Br)—F(§) | (&) —F(a)
®) Pr—a br—ay T fr—a
F(E)—flay) | F(Br)—1(£)
= 131—‘5"}“5"‘0‘1 /31—£+E_a]
f&) —flm) 1 Jf(&)—Ffla)] _1 f(E —f{e)
*SEw 1 el L Ba
(10) 160 =1 () _ F(8)—F(§) , [{E)—F()
O~y S —n Oy —y1
_f(rf —}(y1) 8) —1(§)
5-*£+5 Y1 O —E+E—n
1(&) —F(r) &) —f )| _ 1 f(E)—f()
SR R e = et tay =

() 8iw >y, (w,y) désigne D'intervalle (y,x).
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Les égalités (7) résultent des définitions des points f, et 4, ainsi
que des égalités (3) et (4); les relations (8) s’obtiennent de la condition
B, € (£, 26—a,) et de (1), ainsi que de la condition 9, e (&, 2 —y,) et de (2),
enfin les relations (9) et (10) sont des conséquences des conditions (7),
(8), () et (1) ainsi que des relations (7), (8), (6) et (2).

Posons :

4, = min(ay, f1) , by = max (a, f) ,

e, =min(y;, 8), d=max(yy,d).
On a évidemment les indgalités (13,) et les suivantes:
(11) a<a<E<h<b, a<e<éE<d<h.

De (9) et (10) il s’ensuit que les conditions (1) sont aussi remplies.
I'ensemble (p,, @) ~ P 5 0, puisque, en vertu de (11), & € (py, ¢:). Nous
avons aussi prouvé que P ~ Dy est de premidre catégorie dans P, il existe
done dang Densemble (p,,q;) ~ P un point e P ~ ¢;C G, Désignons
par (r,s) un intervalle quelconque contenant le point 7 et tel que
¢y, 80 C Gy ~ (P, g1). De cette inclusion résulte (A,). Les conditions (C,)
et (D,) sont évidemment remplies. Bn outre, on a {ry, s> C (a, d).

Considérons des points déterminés an, bu, ¢x et dy et un intervalle
(T, 8ny tels que les conditions (Ay)-(Fy) soient remplies. Dans 'ensemble
(Tny 8n) ~ P 5% 0 il existe un point & e P ~ By, il existe donc aussi des
POINts any1 b yn: appartenant & Pintervalle (ry, 8,) et des snites {£4}
et {ni} satisfaisant aux conditions suivantes:

@ 1§ —ana| < 2(%1_}_1), f(i)':ii?l) > d(n+1),
(29 ' —rma] <3 nl—{—l) I 5) __;?:“ < —4(n1),

(8  sgn(&,—&)=sgn(& —ap) pour k=1,2, .., }cims'k =§,
limf(‘f'k) = (£,
(4 sgn(nk—§&)=sgn( —ynr1) poUr k== 1,2, ..., limgyl =&,

Te-ro0

3:3110 F (i) == 1(&)

Des relations (3') et (4') on conelut que dansg les intervalles
(&', 28 —anys) €t (&, 26" —9ny) il existe regpectivement des points &
et 7y, de Vintervalle (14, su), que nous désignerons par fpi1 et uq 6t qui
satisfont aux conditions

(8" |f Brr1)—f( f)i < in %HH
(6) [FGus) 1 (€] < 311(&) —F ()]
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Observons maintenant que I’on a les relations suivantes:
(™ sgn (fp1—8&') = sgn(f'———anH) y o Sg(0n41—E") = Sgn (€ —ypi)
r _ ’ s 1
) | —é | < | —ans | < 7= (n—l—l) [6n1—=E] < |& ~¥n1| <'——‘—2(%+1),
FBurs) =1 (anr1) _ f (Busd) =1 (8) | F(E) —F(amsn)

Brt1—0nt1 ﬂn-&-l_an-l-l Brrr— Az
o JE)V Fonga) | F(Baa) =1 (&)
- ﬂ’"’“‘_—él_{—‘sl_a’n‘l“l ﬂn+1—¢f'+f'~aﬂ+1
.'f(ff ) —f (an+1) __}_ . [F(&) —F (an1)]
Q(E ~ 1) 4 iél_aﬂ'(mll

_ 1 f(&) —f(ans)
=71 E'—*am.: >n-41,

oy (s =T Gwn) _10un) 1) | 1)~ G

Ont1—Yn41 5n+1 —7n+1 Ont1 V41

< F(€") =1 (Ynt1) F(On41) =7 (&)
- §n+1‘—f'+§'—7’n+1 6n+1"‘5l+ 5'—)’n+1

HE) = (rmr) | 1 [F(E) —F ()]

SO ) T3 —pard]
1 f ) —f (7’n+1 .
4: ‘f —Vat+1 < —(n+1).

Afin d’établir les relations (7/)-(10'), il suffit de répéter le raisonne-
ment par lequel on a démontré les relations (7)-(10), en y remplacant
les relations (1)-(8) par (1')-(8').

Posons

Uny = 000N (Apr1y fot1) 3 Dot = max (n41y Puti)

Cnt1 = MIN(Vrt1, Onta) dn+1 = MAX (Ypt1y Ont1) -
Nous avons donc, en tenant compte de (7') et de i # £ Ypia,

(11’) Tn < Qpipy < § "< bn+1 < 8y, Pp < Cpyr < &< d",+1 < 8n.

Les conditions (Bpyq) ot (Ey.) sont remplies. Cela résulte respective-
ment des inégalités (1), (2') et (8'), ainsi que (9’) et (10"). De inégalité (117)
il résulte que ’ensemble (Ppi1, gnis) A P # 0, puisque le point & est un
élément de cet ensemble. I'ensemble P ~ Oy étant dense dans P, il existe
un point 4’ € (Pnss, guss) A P A G C Goys. Désignons par (Fass Sava) UD
intervalle quelconque contenant le point ' et tel que

a1y 8041 C Grar A (Putty Gota) -
Fundamenta Mathematicae, T\ XL

(5]
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Les considérations précédentes montrent que les conditions (Anya), (Cyyy),
(Dys1) b, en vertu de (11'), aussi la condition (Fuyy) sont remplies.
Posons

o0
(@) = By w) = ml 'y Sy
Fe
Lvidemment pour tout # on a ay < 2 < by et ¢n < & < dy. Désignons main-

tenant par @, celui des points an et by, et par y, celui des points ¢, et d,
pour lesquels ont lieu les égalités

1)) _ [0 L), 12010,
&L~y | B —a 2 by
1)) _ (1)) L)1),
O ~—Yn P Cp @ —dy

On a
(G (AN <f(bn> i) [@) = ()
— 2y, by —a L —Qy
f(bn) "‘f—_w:ll:;;(-)an f(an)> n, ()
110y ([ 1), 1))
&—Yn dyp—a & -~ Cp
<[ @ i) /) _
A — w.

De Ia et de 1’égalité lim w, = llm Ya = o il résulte que
n—>00

(12) f@)=o0 et fl#)=—co.

Drautre part, de (Cy) et de la définition de # on déduit que z e C;
et, comme fe#, on a

(18) f@) < oo oubien f(z)> —oco.

Les inégalités (12) et (18) sont incompaitibles, et ainsi la démonstration
du lemme est achevée.
§ 3. Structure des ensembles D; et ;.

Levwe 5. 8i A et B sont des ensembles quelconques de la classe T,

contenus dams I, il existe une fonction f définie sur I et satisfaisant auw
conditions suivanies:

() Nous avons utilisé ici le théordme: S bd > 0, ow o max (%:%)21;1:[—%
min (ﬂ 4
b’ d) '

\%
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) Sif()#07077'a]1mf(0)<f( )>£l_m_1¥1l‘f(t) ou

b—z—

Tam (1) > f (o) < i1 (r),
l— t—a+

(IT) ANBC Dy = {@: f(») #0}C 4,
(T1T) B\ACB ~ {z: {(#) = 0} = B ~ {&: f'(w) = 0},
(Iv) If (@) < %

Démongtration. Soit a,=27" et A= U A4, B= U B,, ot
n=0
A= B,=0, dn et By dtant des cnsembles fcrmés tels que Ay C Apey
¢t By C By y pour n = 1,2, 3, ... Désignons par W I’ensemble des nombres
rationnels et posons

an 0@, By) pour we(dn\Ap-1)AWetn=1,2,3,..,

—an (2, By) pour  @e(dn\dn)\W et n=1,2,8,..,
0 pour zeI\A4,

f@) =

o inf lg—y| lorsque H#£0,
o(z, B) = ‘ veld
1 lorsque #=0.

La condition (IV) est évidente et la condition (I) sera établie quand
nous aurons prouvé que pour toub point » tel que f(x) 7~ 0 il existe deux
suites {xx} et {yi} satisfaisant aux relations suivantes:

(1) rp<®<yr powr k=1,2,3,.
hmy‘(m ) < f(w) >11mf(yk) i oweW
c—->°0

(2)

et limf(zg) > f(2) <lmflys) i o W.

D’aprés la définition de Ia fonction f et en vertu de inégalité f{z) # 0
on a @ ¢4, done, pour un # naturel, # e 4z\An-1. Le point @ n’est pas
un élément de 1’ensemble fermé A,—,, par congéquent le nombre g(z, An—1)
est positif. Désignons-le par 6. Llintervalle (z—&,s+06) ~I est done
contenu dans la somme des deux ensembles disjoints Aa\An—1 et I\4x.

Considlérons les deux seuls cas possibles: le premier, ot # est lextré-
mité d'un intervalle contenu dans Ax\An-1, et le second, olt @ est un
point d’accumulation & droite ou & gauche de Pensemble INAs. Si @ est
Pextrémité d’un intervalle contenu dans An\An-1, on peut extraire de
cet intervalle deux suites de nombres irrationnels {tz} et de nombre.s
rationnels {zx} convergentes vers @. D’oll, en tenant compte de la conti-
nuité de la fonction o(x, Bs), on obtient

(8) }aim;f(jtk) = —an o (w, By) = —f(®) <f(w) lorsque wzeW,
b*
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* ©
et Im

(4) lim]‘ (ek) = @n @*w, Bn) == —f(w) > f(@) loxsque a4 W.

Dans le second cas, on peut extraire de L’ensemble I\4, une suite {&),
convergente vers », de points appartenant i Iintervalle (0, %) ou bien
4 lintervalle (»,1). De la suite infinie et bornée {/(éx)} on peut extraire
une suite partielle convergente {f(&u)} == {f(nx)}.

Comme 7 € INAy = (I\A4) v L’%H(A,,.\Amwl), o1 a f(nx) = 0 ou hien
f(ne) = S=am ¥, Bm), ot m = n--1, done toujours

, U("?'ﬂ” & Ong1 @*(Mey Braa)
Dol on obient

(5) I];ilgf(‘ﬂk) < llgrolov ()| < }ri_{&an-ld (ks Buy) = tyy 4@, Byy1)

< 00 0% @, By) = f(w) lorsque e W,
(6) lim‘f(‘m‘) > —lim !7‘(’770”2 —"limanﬂ 92(771“: Bn~~|—1) === (g Qz(m; Bn+1)
k=00 Je-+00 Je->00

> —an¥®@, By) = f(x) lorsque w¢W.

Les quatre cas suivants, qui sexcluent mutuellement, peuvent se
présenter:

(1°) @ est un point intériewr de Vensemble AaN\A

(2°) = est un point @acoumulation & gauche et & droite de Iensemble I\Ay;
(3°)

n=13

@ est Vewtrémité gauche d'un intervalle contenu dans Vensemble An\Aps
et en méme temps 4l est un point @ accumulation & gauche de Densemble

INAy;

@ est Pemtrémité droite d'un intervalle conteny dang Densemble Ap\An—

€t en méme temps il est un point daccumulation & droite de Pensemble
I\An.

(4°)

Dans la suite de cette démonstration nous désignerons ¢y par 1 ou iy,
suivant que & < # ou # > ». Des conventions analogues se rapporteront
aux points 2 et ;.

Nous définirony maintenant, pour le point considéré @, los suites {my}
et {yx}. Les définitions de ceg suites dépendront der cas (1°)-(4°) et de la
rationnalité du point #. Dans lo cag (1°) nous posons wy == t; et yx = ti
lorsque_ © e W, ou bien my = 25 et y; = 2} lorgque @ ¢ W. Dans le cas (29
2= g et yx =7, dans lo cas (3°) wy = Ny Yk == 1} lorsque 2 ¢ W, ou
Yr= 2 lorsque © ¢ W. Dang le dernier cag (4°) nous admettons yx = 7
et or =t lorsque 2 ¢ W, ou xp =25 lorsque ¢ W. De ces définitions
et des formules (3)-(6) 1l résulte quil existe des suites satisfaisant & (1)
et (2). La propriété (1) est ainsi établie.
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Passons maintenant & la démonstration de la propriété (III). Dans
put, considérons @ eB ~ {t: f(¢) = 0}. 11 existe donc un nombre na-
(t;irel 'n’tel que ¢ By\Bn-i. Le point & n’est pas un élément de ’ensemble
Ay = ’U(Am\flm_l). Sinon, on aurait # e Au\Am-1 et @ ¢ Bn pour
n-1"" '
w m <m'n,1 et cela donnerait f(z) = - ame*®, Bm) # 0, en contradiction
la condition f(x) = 0.
avecDe la relation ¢ Ay, il résulte que le nombr(? ) =0 (@, Ap-y) esF
ositif. Si 7 est un nombre quelcongue satisfaisant & Pinégalité 0 < || < 6,
fe point @--h n'est pas un élément de l'ensemable A,—.. D’olt résultent
successivement les relations suivantes:
ghe INAp-1 = (INA) v U (An\dm-1);  flo+h)=10

N=n
ou bien ) N
flo+h) = Lame@w-+h, Bn), ol mz=mn;

[f(2+h)| < aneX@+ 1, Ba) .
Le point # € By, done
o(@-+h, Bn) < e(@+h,0)= |h] et [Ha+h)| < anh?.
On obtient de 1 pour 0 < |h| < 6,
flath)—f (@)

)

If(w"l'h)l < anlh! .

Al

Nous avons ainsi prouvé que f'(#)=0 et que B r?{t: F(t) = Q}tC Be;\
A {t: f(t) = 0}. D’autre part, si f'(z) =0, f est continue au point & et,
en vertu de (I), on a f(x) =(}. () 0} ost évident

La condition B\A C B ~ {@: f{w)=0; & nte.

Reste & établir la propriété (II). Dans ce bub, il suffit de prouver
les inclusiony suivantes:

(7 DiCA,

(8) AN\B C Dy C {w: f(#) # 0},
puisque Pinclusion

(9) {w: f(&) 5= 0y C Dy

est une conclusion immédiate de (I). ‘ )
Nous établirons en premier lieu la relation INA C 0,y é%uwatl)zlil:;
% Pinclusion (7). Soit # un point de Iengemble I\4, f un nlcﬁn ;i A? o
arbitraire et # un nombre naturel tel que a, < . L’ensem 66 w+61); -
ouvert (sur I), il existe donc un nombre 6 > 0 tel que {x—9d,
¥ —
CI\As. L'ensemble IN\An= (I\4A)w U 1(A,,,\Am_1). Pour te(@—94,

M=n-t
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@+ 0) ~ I nous avons done t e I\A ou bien /e d,\4

. X M ~1 pour
Les dfarnleres relations et la définition de la fonetion ;Lerlltlminlegf jf,(ytb)> "
O/u blgn f(8) = am ety Bn), ol m>n. On a donc toujours 4 N
< o 0%(t, By). D’ol Pon obtient pour les mémes ¢ Ul

[F(6)—f(@)] = |f(1)] < ano¥t, Ba) < an < ¢.

Le point 2 est done un point de continuité de 1 i
; ¢ de la fonction f.
u _L’fmsemble A\B est une partie de Iensemble {m: f(aﬁ) #0} I
; gt, g @ ;‘A\lB,'on a;lpour tout » g(w; By) > 0, done f(x) = --a, @2(‘90. BI;
. De Pineclusion BC{x: f(x) # et de ésulto 1 nier
s (o) \B C{w: f(@) # 0} et de (9) résulte la premiére
Pour établir la seconde partie de la relatic i i
> 3 Pa & relation (8) il suftit d’ p
que (A\B)~ {#: f(x) =0} = 0 et que @ H dobserver
{o: (@) = 0} C (I\A) U [(A\B) ~ {8 [(2) = 0}] U [B ~ {2 }(s) = 0]
= (INA) v [B~ {z: f'(2) = 0}1CCrv Cr= 0 cuqtd
Lmvme 6. Soient D C I un ensemble de 1
! a classe Iy, P et  d -
ensembles dénombrables de Pintervalle I ne contenant pa; les po%ztseso seotu:s[

5; les ens.embles _D, P et @ sont disjoints deun & dewm et |D)| =1, il emiste
¢ fonction croissante f définie swr I et satisfaisant auw conditions

(X Di=Pov@,

(IT) dy=D,

(11I) {w: f'(0) = oo} = I\(D u P),
(IV) {w: ]f“(‘w)‘l <} DP.

"y d(lﬂ)lin;(c)mi?ra,tiont. Nous définirons la fonction f comme la somme
netions ¢ et h. Définissons d’abord la foncti
' : tion g. Ce sera une
fonction de sauts non décroissante statisfaisant anx condigtions

W p,-2u0,
(2) {z: ¢'(z)=0}D D,
(3) g @=0D2Puq.

ot PE\le Qd(ifén:(l)lss;nt;) la fonetion g nous distinguerons deux cas Pu Q=0
ce cas les co.ndition\s) Q1: 0, mous a’dlfnm"tonﬂ g(@) =0 pour eI, Dans
S PwO 0 nous m( )-(3) sont évidemment remplies. D’autre part,
PUQ en une suite ("f?‘h"{eons les éléments de I’ensemble dénombrable
Pensemble D ¢ 7, commlelalela,ogoﬁgl?g (;21, o ms', v O 1Ous représentons
fermés et non vides D,. Nous posons ltllr(:epsli;te ascendante densombles

a = lllf.’.ﬂn , o =1 St
1 et ap= "min |m— =
it — X =
n 1<i<y l j] pour n 2, 3,

e aa®
cm
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0 pour 2e{0,0a),
(4) g@ =} 3 627" ¢(@u, Du) vOUr we(a,1>.
<

La fonction g est non décroissante, puisque a, > 0.
Ta condition (1) est remplie, car, les ensembles Pu@ et D étant
disjoints, on & @(&n, Da) > 0 pour tout @, et par conséquent

g(wa) = 2 am 27" @'(@m, D) < 2 tm-2"" ' (@m, Dm) = Lim (1) .
Lm<n Tm<n t—n+
Ta fonction g admet une dérivée nulle en tout point de ensemble D.
En effet, si @ € Dy &b @m € <&, 2+ By, ol 0 < |h| < min e —®x| on am >n
k<n

et o(@my Dm) < 0(%m, D,) < [on—a] < |Bl. Dol l'on tire

g(z+h)—g(®)

A ML NS A S

1 - 1\,
5 < = 2 2 m-Qz(wm;-Dm) <m‘22 "h = Ihl .

Ihl am 6{@,a+ Ry m=1

Oette inégalité prouve que g'(x)=10. Linclusion D, C {z: g'(#) = 0} se
trouve ainsi établie pour tout n et, par suite, 1a formule (2) est démontrée.

Ta condition (3) est évidente lorsque la suite {x,} est finie. Dans le
cas contraire, observons que la suite non croigsante de nombres an Sa-
tisfaisant pour tout # & la condition 0 < an < 1 converge vers zéro lorsque
m-»co. On peut donc associer & tout nombre positif b <1 un nombre
naturel %(h) tel que axm+1 < I < axm. Evidemment ,%k(h) = oo. Soit

maintenant p un nombre naturel quelconque et » un mnombre réel sa-
tisfaisant & l'inégalité 0 < kb < ap. Cetite dernidre inégalité et la définition
du nombre k(h) prouvent que k(h) = p. Dans lintervalle <wp—Fh, o)
C (#p —axmy, £p) il ne peut y avoir que des points xm pour lesquels
m > k(h), donc

1 Z am2"™- ¢ @my D)

b g cip—hip)

g(2p) —g(@p—h)
h

o0

< 1 a2 < Z‘ gm — g~k

O - Y =) +1

De cette limitation on conclut que g~ (#y) = 0. )
Pour Pensemble I\(D v P) de la classe @, et de mesure nulle il existe,

en vertu dun théoréme de Zahorski [11], une fonction croissante kb sa-
tisfaisant aux conditions

) On=4dt=1,

(6) {o: W(@)= oo} =I\(D v F).
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La fonction f, étant la somme d’une fonction non déeroissante g
et d’une fonction croissante h, est croissante. Elle admet une dérivée
f'(®) = oo partout, ol ¢'(¥) = oo, ou A'(w)= co, done, en vertu de (6),
on a
(M) {o: f(2) = o} DIND v P).

Des relations (5) et (6) il vésulte que dp= D v P, ce qui donne,
avec (2) et (3), les inclusions respectives

(8) 40D
eb
9) {w: [fF@)| < 0} D(PU@Q)N(Dul)=P,.

La fonction f satisfait & la condition (I), puisque Dy == Dyg=Pug.
La condition (IV) est aussi remplie, car elle est équivalente ) I’inclu-
sion (9). Pour prouver la condition (II) observons que Ay CIN(Dyu
v {: f(@) = co}), ce qui donne, avec (I) et (7), L CTIN{(PuU@)u
V[I\(D v P)]} = D. D'l Lon obtient, en tenant compte de I’inclu-
sion (8), I'égalité (IT).
Nous établirons finalement la condition (ILT). D’apros (7), cette con-
dition est équivalente & Linclusion {#: J'(v) = oo} CIN(D v P) qui résulte
e (II), (IV) et de la relation évidente

{@: /(@) = oo} CIN(4y © {w: |{-(@)] < o0}) .

TreorEME 1. 8¢ B, I, G ot H sont des ensembles quelconques satisfaisant
aux conditions

(1% BECFCGCHCI,
(2°) Bell,, HeF,nQ,
(3% IH\E|= 0, H\F dénombrable,

il ewiste une fonction ¥ telle quo B == dy B= Oy, G = 4.
Démonstration. Nous définirons In fonction f comme la somme

de. six fonctions tout au plus g, @1y Yoy Y1y @ €6y, dont leg quatre pre-
miéres seront définies par les formulos

0 pour ==k,
(1) Pu(®) = .o
25in T bowr @tk
0 our sk
(@) (=" powr w=%.

Pour défi.nir ]?, fonetion suivante nous profiterons du lemme 5, en
vertu duquel il existe pour les ensembles 4 = I\H et B = H une fonc-

©
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tion ¢ satisfaisant aux conditions (I)-(IV) de ce lemme. Puisque les en-
sembles A et B sont disjoints et que 4 o B =1, ces conditions sont
équivalentes aux suivantes:

3) Dy = {&: ¢(w) # 0} = I\H;
#) dp= {w: ¢'(2) = 0} = {w: ¢(2) = 0} = H;
() sizeD,, on a

lim ¢ (t) < ¢(z) > lme(t) ou bien lim @(t) > p(x) < Im p(1);
{—z— [ t>z— x4

(6) lp(z)| < % pour wel.

Nous définirons mainetnant la fonection y. Dans ce but, nous profi-
terons du lemme 6, en vertu duquel il existe, pour les ensembles
D=I\(H\E), P= (H\G)~(0,1) et @= (G\F) ~ (0,1) une fonction
croissante y safisfaisant aux conditions

() Dpy=Povu@=(H\F) ~(0,1)=(E\F\(P,v @),
o P = (H\G)\(O, 1), = (G\F)\((): 1);

(8) 4= D =I\(H\E) = (I\H) v F;
(9) fo: 9'(0) = oo} = I\(D v P) = ((\J) u P;;
(10)  {o: [y (@) < oo} D P = (H\@) ~ (0,1) = (E\G®\P; .

Posons y(r) = @(z)+y(®). Nous démontrerons plus loin que la
fonction ainsi définie y satisfait aux conditions suivantes:

(11) C,=FuP uQ,,
(12) 4,=F,
(13) GUP,CAXCGUR,, ou R,=(I\G\(©,1).

Des égalités (3) et (7) il résulte que
D, ~D,C(I\H) ~ (H\F) =0,
done v )
Dy = Dy v Dy = (INH) v [(H\F)\(P; v @)] = (INF)\(PL v @) -
Cette derniére relation est équivalente & la condition (11). L’égalité (12)

est aussi vérifiée. Bn effet, les fonctions ¢ et v sont dérivables aux points
de V’ensemble E (voir (4) et (8)), done

(14) EC4,.
D’autre part, aux points de l’ensemble (G\E) v P, qui est partie de

Tensemble H, la fonction ¢ admet une dérivée finie et la fonction y une
dérivée égale & <+ oo, donc

(15) (G\B) v P, C{x: y'(2) = oo} .
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D'oll, en tenant compte de Pinclusion évidente 4, C C\{x: x'(2) = oo}
il résulte que 4, C(F v Pyv @)\(G\E) v P,]= F; avee (14) cela éta-
blit Végalité (12).

La premiére inclusion (13) résulte immédiatement de la formule (12)
et (15) et de Iinclusion évidente 4, v {u: x'(e) = oo} C 4%. Reste & établir
la seconde inclusion (13). Dang ce but, considérons x e (H\@)~ (0,1).
Avec cette hypothése on a ¢'(x) = 0, tandis que y~(x) existe et est finie,
La dérivée wH(z) = oo, puisque @ est, en vertu de (7) et (10), point de
dsicontinuité A droite de la fonction croissante . Des deux dernidres
conclusions il résulte que g*(x)= co et x () # too. Nous avons aingi
établi Pinclusion
(186) (H\G) ~ (0, 1) CIN4} .

Des formules (3) et (5) il résulte que sim € (0, 1) ~ Dy, on a9 (2) = — oo,
7(2) = oo les seuls points de Uensemble D, = INH, ol peut exister la
dérivée ¢'(x) sont done 0 et 1 (si ces points appartiennent & l'ensemble
I\H). La fonction y admettant aux points de 'ensemble I\H une dérivée
finie, on a done

) (I\H) ~ (0, 1) C I\4% .

Les relations (16) et (17) donmnent (I\@) ~ (0, 1) CI\4;. Cette inelusion
est équivalente & la seconde inclusion (13).
Nous définirons maintenant la fonection f en posant pour » el

(18) @)= 2 @)+ ) Tong(@)+ baya(@)] ,

k=0
ol Pon a, pour k=0 ou k=1,
a_—{OsikeG, {o si k¢ G\F,
PR lrsike NG, T l1sike@\F.
Pour démontrer les dgalités

(19) =B, G=F ot dAi=¢@

nous nous appuierons gur les conclusions suivantes:

(A) 8i g est une fonction définie dans Vintervalle <0, 1> satisfaisant
pour k=0 ou k=1 aux condilions

(20) lotk)—limg(a)] <1 et lg(k) —Iimg(x)| <1
X sl

et 8t h=g+qr, on a

=4y,  Oh=O\<ky et

A= AN, ob <k = <k, k).
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(B) Si k (égal & 0 ou 1) est point de continuité de la fonction g définie
dans Vintervalle 0,15, la fonction h = gty vérifie les ébgalités
Ap= Ag\<k>, Cn= Og\<k> et A% = 43 U k).

(C) 8i la fonction p définie. dans Vintervalle <0,1)> est continue au
point &k (k= 0 ou k= 1), la fonction g = ¢+ p satisfait aux conditions (20).
Bn particulier, la foncton y satisfait auw conditions (20).

La conclusion (A) est vraie. En effet, de la formule

g(x) pour w=F%,
h(z) = g(w)+251n-——1~— pour

= we(k, 1=k = 1 —k, k),

il résulte que

1
z—k
< gk)+1—2 < h(k) < g(k)—1+2

lim () < Fmg(2)-+2limsin
Tk a—k w—rk

< limg(w)+2Tmsin —— < Tmh(z) .
>k ook X—F "z
D'oll, en tenant compte du fait que & est extrémité de Pintervalle <0, 13,
on conclut que % ¢ Cp et & ¢ 4%.
La conclusion (B) résulte immédiatement de ce que la fonction g est
continue au point % et de la formule

we(k,1—k>,
z=Fk.

9@) pour
40 ={ glar+ (-a7**  pour

De méme, la conclusion (C) résulte immédiatement de V'inégalité (6).

Nous étudierons maintenant la formule (18) définissant la fonetion f;
les seuls cas possibles et s’excluant mutuellement sont les suivants:
1°0eF et 1¢F; 2° keF (k=10 ou k=1) et 1—ke@\F; 3° keF et
1-kel\G; £20eA\F et LeG\F; 5°ke G\F ot 1—k e I\G; 6° 0 eI\G
et 1 e I\G. -

Dans le cas 1° la fonction f= y et les ensembles Py, ¢, et E; sont
vides. D’0ll, en tenant compte des formules (11)-(13), on tire les éga-
lités (19).

Dans le cas 2°on & Py= R, =0, §; = {1 —k) et f = x4v1-y. Celte
derniére égalité et la conclusion (B) (pour g= y et b =f) donnent

= A\QL—ky=E\Q;=EF, Cr=0C\d—ky=FvP,uv@N\G:=F
ot Mi=A,od—Tp=A0Q,CGURvQ=G0.

‘Linclusion A% C G établie précédemment, rapprochée de la premiére

inclusion (13), donne 'égalité A} = G.
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Sikel et 1—keI\G (cas 3%, on a f = y+¢1-5. La fonction ¥ satis-
fait & la condition (20). Avec (A) cela donne

A=A\ AL=ky=d,=8, Cp= Ox\<1~70> et HE VL AN G B

Ces formules, avee les égalités @, = 0 et R, = (1--k> ot les relations (11)
et (13), donnent les égalités (19). .

Dans le cas 4° on & f= y~+yp+py, Py= L= 0 et Q== <0y u (L.
La fonction y est continue au point 0 et la fonction g = x4 o 68t continue
au point 1; en appliqnant donc deux fois Ia conclusion (B) on obtient
Ay = 4,\05, Cp= C\O0) et 4} =4} 0> ainsi que 4= AN\,
Cr=0\{)> et 4} =4} L {1>. Dol, en tenant compte des relations
(11)-(13), résultent les bgalitds dr== 4,\(<0> v <1)) = E\@, = I of
Or= 0,\Q:=1F ainsi que Dlinclusion Af=AfLQ,CGUR, L@ = &
rapprochée de I'inclusion 47D A}D G celle ¢i donne 1'égalité 4% = @G.

Considérons maintenant le cas 5° pour lequel f= y+pi i+,
Qr=<k> et By =<1—Fk). La fonction g= y+q_j vérifie les égalités
dg=B, Oy= O\{1—k) et 4 = AX\{1—k>. Cela résulte du raisonne-
ment fait dans le cas 3% La fonction g = X -P1-x o8b aussi continue au
point &, puisque & € @, C C,. Bn vertu de (B) on a done 4y = A\ = B,
Or= Cp\(E> = O\(@s  By) eb AF = A5 U (k) = (A3\L ) U <ky. Ces
dernieres relations, avec (11) et (13), entrainent leg égalités (19).

Le dernier cas 6° se présente lorsque 0 et 1 sont points de 1’'senemble
I\_G. Alors f= y+pot+ @, By = <0> w <1 et @, = 0. Bn posant dans le
raisonnement du cas 8° k=1, on obtient pour la fonction 9= x4+
les égalités suivantes: 4y = B, 0y = O,\<0) et AF = A3N\L0)>. La fonetion
¢ =@+ (p+p,) satisfait 3 la condition (20) pour % == 1. Cela résulte de la
conc_lusion (C) et de la continuité des fonctions ¢ et ® au point 1. En
app.hquant maintenant & la fonection =g+ la conclusion (A), on
obtient les égalités Ar= AN\U> =B, O5= O \{> == O\R, et A}
= A\ = A3\R,, d'oit résultent les égalités (19), c.q.f.d.

Levue 7. 8i Pensemble B ell,y, CeGy ot CCBCI, il ewiste un
ensemble K ¢ Fy, ~ Gy tel que (C K C B.

Démonstration. Pour les ensembles A == INC et B il existe, en
vertu du lemme 5, une fonction f satisfaisant aux conditions (X)-(IV)
de ce lemme. De Iégalité 4 w B= T et des conditions (IT) et (IIT) il
resulte que 4y C Oy = {w: f(#) = 0} = {@: f(w)= 0} ~BCds. D l'on
obtient l’ég_a.lité 4= Cr. L'ensemble O est donc égal & Pensemble de
tous les points @, olt la fonction f a toutes ses dérivées de Dini finies, il
est donc un 7, (v. [10]). Nous avons ainsi prouvé que l’ensemble
K = Cf e.F',{ N @s. (La méme conclusion résulte du théoréme de Kronrod
cité dans Pintroduction). Pour achever la démonstration, il suffit d’obser-
ver que (= B\A c A = Of = I\Df C I\(A\.B) = B,
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COROLLAIRE 1. 8i fedsk, on @ Dy=K v P, By=K\Q, ot K ¢ F, ~ Gy
et P et @ sont des ensembles dénombrables.

Démonstration. BEn vertu du lemme 4 D’ensemble By est un G4 et,
en vertu du lemme 3, on a By C Dy. Puisque Dy e F,, il existe, en vertu
du lemme 6, un ensemble K tel que By C K C Dy et K ¢ F, ~ G;. D'aprés
le lemme 3, les ensembles P = DAK et @ = K\By, étant sous-ensembles
de lengemble dénombrable D\By, sont dénombrables. Xvidemment
Dy=K v P, Br= K\@, e.qfd.

THioREME 2. Pour que Pensemble A soit Vensemble des points de
discontinuité @une fonction f admettant une dérivée (finie ou infinie) en
tout point de continuité, il faut et il suffit que A=K P, ot K eF,~ Gy
et P est un ensemble dénombrable.

THEOREME 2'. Pour que U'ensemble A soit Vensemble des points de
discontinuité d’ume fonction f e st, il faut et il suffit que A=K o P, ot
K eFy,n s, et P est un ensemble dénombrable.

Démonstration des théorémes 2 et 2’. Puisque chaque fonction f
satisfaisant & Pinclusion AF D Cr est une fonction de ’ensemble o, il suffit,
pour établir les théordmes 2 et 2', de démontrer les propositions suivantes:

(A)y Si A=Dsret fest,ona A=K P, ot KeFon G et Pest un
ensemble dénombrable.

(B) 8i A=K o P, ol K eFy ~ Gy et P est un ensemble dénombrable,
il existe une fonction f telle que AFD Oy et A = Dy.

La proposition (A) résulte du corollaire 1. Il n'y a donc qu’s prouver
la proposition (B). Dans ce but supposons que A soit la somme de deux
ensembles, dont le premier K est un F, et en méme temps un G4, le second P
est dénombrable. On peut définir les ensembles E, ¥, G et H de telle
maniére que les hypothéses du théoréme 1 soient vérifides. Il suffit, en
effet, de poser F = G = I\A4, H = I\K et de prendre pour ¥ un sous-
ensemble quelconque ¥, de I'ensemble I\A tel que [B|= [I\A4]|. Il existe
alors une fonction 7 telle que 4% = Oy=I\A et Dy=I\F = A, c.q.fd.

THRORBME 3. Pour que Vensemble B soit Vensemble des poinis de
dérivabilité @ume fonetion | admeliant wne dérivée (nom nécessairement
finde) en towt point de comtinuild, il fout et il suffit que B = H\C, ok
Hel, ~nGset 0CH est un Gy de mesure nulle.

Démonstration. Soit dr=F et soit f une fonction admettant
une dérivée en tout point de continuité. Pour une telle fonction 1’ensemble Cr
est, en vertu du théoréme 2, égal & H\P, ol ensemble H est en méme
temps un F, et un @, et lensemble P est dénombrable.

Nous profiterons maintenant du théoréme suivant (v. Ward _[7]
et [8]): Toute fonction ¢ admet une dérivée finie en presque tout point
de Vensemble §, = {w: ¢(w)> — oo ou §(x) < oo}


Artur


78 . M. Pilipczak

De ce théoréme résulte que 'ensemble {2: |[f'(%)| = oo}, étant sous-
ensemble de I'ensemble S;\4y, est de mesure nulle done |[H\E| = |C/\Z|
= |AN4y| = [{w: |f'(®)] = oco}| = 0. On sait aussi (v. [10]) que pour
toute fonction f ’ensemble des points, ol toutes les dérivées de Dini gont
finies, est un F,. Sous les hypothéses de notre théoréme cet ensemble
est identique & Pensemble 4y = B, donc F ¢ ;. Il en résulte que ’ensemble
C = H\F ¢ @s. Nous avons ainsi prouvé que I = H\C0, ot H ¢ F, ~ G,
et ¢ est un G5 de mesure nulle.

Réciproquement supposons que B = H\C, ol les ensembles H et ¢
satisfont aux mémes conditions que précédemnment. Posons dans le
théoréme 1 F'= @ = H. Il existe donc une fonetion f telle que df=F
et Or=TF = @ = 4%, c.q.fd.

Remarque 1. En g’appuyant sur les théorémes 1, 2 et 3 on dé-
montre aigément le théoréme suivant:

Pour que les ensembles T et I soient respectivement dgoux aux ensem-
bles 4r et O d'une fonction | admettant une dérivée en tout point de continuité,
il faut et il suffit qu'il ewisle un ensemble H tel que

1°) BCFCHCI et |H\B|=0,
(2°) BeFyy, HeF,nGs, H\F dénombrable.

Remarque 2. 8i /e, il exigte une dérivée finie en presque tout
point de Pensemble (7. Cela résulte du théordme de M. Ward cité dans
la. démonstration du théoréme 3. La classe des fonetions f telles que
[Cr\4r| = 0 est effectivement plus large que la classe 4. L’ensemble des
points de discontinuité d'une fonction de cette classe peut &tve un I,
toub & fait arbitraive. En effet, si 4 ¢ F, et T désigne un sous-ensemble
quelconque 7, de Iensemble I\A ayant méme mesure que I \4, il existe
pour les ensembles 4 et B= F, en vertu du lemme 5, une fonction f
telle que Dy= ANE = 4, {#: f'(#)=0}= B\4 = F. On a donc Cr\4s
CUNANE et |0A\dy] < [(INA)\E| = 0.

Remarque 3. En choisissant convenablement, dans les lemmes 5
et 6, respectivement les ensembles 4 et B, ainsi que D, I’ et @, on peut
obtenir certains résultats connus. Par exemple, lorsque les ensembles A
et B sont disjoints et 4 v B = I, le lemme 3 fournit la preuve que la
condition donnée dans le théordme de Kronrod, cité dang Vintroduction,
est suffisante. De méme, lorsque P = 0 et { est un engemble dénombrable
queleonque, la fonetion f du lemme 6 est non déeroissante, admet partout
une dérivée et l'ensemble de ses points de discontinuité Dr= Q. Des
exemples de telles fonctions ont ét¢ donnés par Garg [1] et Marcus [5].

Congidérons encore P’exemple de la fonction f que I'on obtient du
lemme 6 lorsque P =0, @ est un ensemble dénombrable quelconque

im© Bur la structure de Vensemble des poinis de discontinuité des fometions 79

et I\D un G; quelconque de mesure nulle contenant Pensemble @. Alors
la fonction f a les propriétés suivantes:

(19 elle est non déoroissante sur I,
(20) D=9,

(39 =1,

(4°) dh=4 et {2 f()=co}=I\D.

L’existence d'une telle fonction f a été démontrée par Lipifski dans [4].

Remarque 4. Dans la classe des fonctions 7 satisfaisant & la condi-
tion A¥D Cy, l'ensemble A% est, en vertu du corollaire 1, de la forme
(H\P) v @, ot P et @ sont des ensembles dénombrables ef HeF, nGs.
1 résulte du théoréme 1 que cet ensemble peut étre de la forme H\P,
c’est-a-dire que si les ensembles H ¢ F, ~ G~ sont quelconques et P dé-
nombrable, il existe une fonection f telle que A% = H\PD Cy. Ce fait
donne lieu & poser la question suivante: quelle est la structure de ’en-
semble AF pour une fonction f qui admet une dérivée finie ou infinie
en tout point de continuité?
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