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Sur les coupures irréductibles du plan.

Par

‘Casimir Kuratowski (Varsovie)

Un ensemble fermé E est dit une coupure du plan, s'il existe
deux points (en dehors de E) qui ne penvent étre unis par aucun
continu disjoint de E. Si, de plus, aucun (vrai) sous-ensemble fermé
de E n'est une coupure, £ sera dit une coupure irréductible.

La circonférence d’un cercle présente un simple exemple d'une
coupuie - irréductible; deux circonférences tangentes forment une
coupure réductible. ' o

‘Dans le N.2 je donne un théoréme d’existence: toute couptire
qui coupe le plan en un nombre fini de régions contient une coupure
irréductible. Le méme théordme serait en défaut si I'on omettait la
condition que le nombre des régions soit f ini; dans l'ouvrage de
M. Kuaster?) o trouvera un exemple d'une coupure qui coitpe
le plan en une infinité de régions et qui ne contient auwcune cou- |
pure irréductible. | | |

D'autre part, si I'on suppose que la coupure est un continu de
Jordan (c. & d.image continue d’'un intervalle), elle contient toujours
une coupure irréductible (quel que soit le nombre des régions) qui
est, de plus. une courbe simple fermee. Les questions qui s’y rat-
‘tachent sont traitées au N. D. | S ‘

‘A la notion de coupure irréductible on est amené aussi en con-
sidérant-la frontidre des régions en lesquelles une coupure décom-
pose le plan. Si toutes ces régions ont une frontiére commune, colte
frontitre est une conpurs irréductible el seulement dans ce cas (v. N. 1).

Aingi Pétude des coupures irréductibles coincide avee I'étude des
courbes qui sont frontidres commuines des régions déterminées par

1) A paraitre dans ce volume..
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elles sur le plan. Dans le cas le‘plus simple, ot le nombre des

régions est 2, cette notion était étudiée par M. Schonflies sous

le nom de ,geschlossene Kurve*. Mais M. Schon flies supposait
quune coupure irréductible déeompose le plan toujours en deux
régions 1); cependant, comme I'a prouvé M. Brouwer?), il existe
des coupures irréductibles, de nature bien plus compliquée, qui
décomposent le plan en un nombre arbitraire de régic;;as,
fini on dénombrable.. Tous les exemples dont M. Brouwer sest
servi sout des continus indécomposables¥) et clest de la que pro-
vient le fait que leur structure ne pouvalt étre simple au point' de
vue géométrique. |

Or, il est naturel de se demander Pintervention des continus
indécomposables dans la construction des coupures irréductibles qui
coupent le plan en plus de deux régions est-elle essentielle? La ré-
ponse affirmative est fournie par le théortme (th. VI) suivant: il
n'y a gque deux gemres de coupures irréductibles qui coupent le plan
en plus de dewx régions; ces coupures somt ou bien des continus indé-
composables ou bien des sommes de deux contimus ndécomposables. Tl
existe des coupures de chacun de ces genres: M. Brouwer, comme
nous l'avons déjh dit, a prouvé l'existence des coupures du premier
genre, M. Knaster en a donné (dans Pouvrage cité) un exemple
du deuxiéme genre 4). | |

Y Die Entwickeluny der lehre von Punktmanmyfaltzgkmten 1I Leipzig 1908,

p. 124 (XTV).

%) Math, Ann, 68, 1910 et Proceed. Akad. Sc v. XIV Amsterdam 1911. Cf.
Denjoy Contnas et discontinu Comptes Rendus t 151 Paris 1910 0131 Panteur
gignale aussi des exemples du méme genre. :

% Un continu est dit indécomposable s'il n’est pas somme de deux continus
différents de lui. Lies premicrs exemples des continus indéeomposables étaient ceux
de M. Brouwer, En les modifiant, Janiszewski est arrivéd & un exemple plus‘
simple (v, Journ, de I'Ee. Polytéchn. 1912, Thase, chap, il); cet exemple fut trans-
formé encore par M, Knaster en un qui est, on peut supposer, de la forme
définitivement la plus simple (v. Fund, Math, Il p. 210). A la couvsidération des
continus indécomposablés on est conduit par des différentes notions de I’Analysis
situs; outre la motion de coupure irvéductible, citons celles de continu irréductible
gntre deux poinle, ds continn de condensation, de continu saturé, Cf, Janiszew- -
ski ot Kurntowuski Sur les continus indécomposables Fand.- ‘Math. 1. L’existence
des continus indécomposahles était connue aussi par les mathématiciens japonais,

Cf, Yoneyama, Tohokn Math, Journ. 1917 p. 60. :
Yy M, Denjoy (L e) fait la remarque suivante sur les frontléres COMIMUNes

- de trois régions: deux points quelconques pris sur I'ime d'elles définissent, non

g* .
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Dans le N. 6 jétudie les familles composées de coupures dis-
jointes. Je prouve qu'une telle famille, si elle est indénombrable,
elle ne contient que tout au plus une infinite dénombrable de cou-
pures réductibles, tandis que tout le reste (indénombrable) se com-
pose des coupures irréductibles. |
" Les théorémes des NN. 1, 2 et 6 peuvent é&tre étendus & les-
pace a 7 dimensions; ceux des NN. 3—D ne subsistent que pour

le plan.

Définitions et notatioms. C(E) désigne le complémentaire de E, c. i d.

'ensemble des points p qui n’appartiennent pas i E; en gymboles p non & K. T est
I’ensemble de points de E et de leurs points limites. E est dit owvert si C(#)

est fermé, ¢, i. 4, 8i C(E)= C(E). Un ensemble K est dit connexe, 8l n'admet -
pas de décomposition K =M + N, MN 4+ NM =0, M=|= 0 =l= N, Un ensemble
connexe fermé est un continy. Un ensemble connexe ouvert est une rdgion, E étant
ouvert, FIE)=E — E désigne la frontiére de K. ln sous-ensemble de K qui

_n'est contenu dans aucun autre sous-ensemble connexe de F est dit composante de K.

Un ensemble E est une cotspure entre & et b, si H oest fermé, aeC(E), beC(E)

ot tont econtinu K qui contient a et b satisfait & l'inégalitd K E‘—"-:O 8i, de
plus, aucun vrai sous-ensemble de F n'est une coupure entre a ot b, F est dit

. conpure irréductible entre a et b. Si 'ensemble F est une coupure irréductible

ponr tout conple de points entre Jesquels il coupe le plan, K est dit une coupure
srréductible compléte {ou tout court: coupure irréductible).

1. Nous aurons constamment récours dans ce N aux propriétés

" suivantes du planY):

R étant une composante d’'un ensemble ouvert K, on a

(«) R est une région, R un continn, tous deux points de R se
laissent unir d’'un continu dans R;

8) F(R) C F(E);
(y) si C(E) est un continy, F(R) Pest également;

(3) si aeh et heC(E). F(K) est une coupure entre a et 0.

pas deux arcs différents, mais deux arcs dont I'un au moins coincide avec toute
la courbe“. On pourrait conclure de li qu'une coupure irréductible qui coupe le
“plan en plus de deux régions est nécessairement indécomposable, Qu'il n’en oat
pas ainsi prouve M. Knaster i I'aide de I'exemple mantionné dans le texte,

. ") Pour la démonstration de ces propriétés voir p. ex, Hausdorff Grund-
zilge der Mengenlehre Leipsig 1914, Pour I'extension de la propriéié (y), due
i M. Brouwer, aux ensembles non-bornés voir Mazuarkiewicz, Xand. Math, III,

~ p. 20 et Knaster et Kuratowski, Fund, Math, V, p'. 31 sn.
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Rappelons quelques résultats sur les coupures entre deux
points obtenus par M. Mazurkiewicaz:

Théoreme X. Si K est une coupure entre a et b, B contient une
coupure irréductible entre ces poinis.

M. Mazurkiewicz indiqua deux démonstrations de ce théo-
réme. La premiére s'appuie sur le fait que la propriété d’étre une
coupure entre deux points fixes est inductive !); ¢. a d, si
B, DL, ... LK, :)... est une suite descendante de coupures entre

a et b, le produit i E, en est encore une. D'aprés un théordme

Hem]

général de M. Brouwer?) sur les propriétés inductives, il en ré-
sulte l'existence d'une coupure irréductible entre o et & qui est
contenue dans /.

L’autre mode de raisonnement 3) repose sur ce

Lemme. £ étant une région et S une région compo-

sante de U(I“f) la frontiére F(S) est une coupure irré-
ductible entre tout couple tel que aeR, be S.
(En effet

) | RS CEE),

car selon (B): F(S)CF(C(R)=R. 0( R)CE.C(B)=FR.C(R)=F(R).
Or, si 4 est un vrai sous-ensemble fermé de F(S), il existe un
point pe[F(8) — 4], dans le voisinage duquel il n'y a aucun point
de 4; mais dans ce voisinage il y a des points de S et de R, car,
selon (1): pe F(R). On peut donc unir a et b sans traverser A).
Pour déduire le th. I de ce lemme désignons par E une cou-
pure entre a et b, par R la région-composante de C(E) qui contient

o et par § celle de C(B) qui contient b, D’aprés le lemme, F(S)
une coupure irréductible entre a et b et d'aprés (B) et (1) on a

F(8) C F(B) C F(C(E) C &

De plus, selon (y) et («), #'(S) est un continu. On a done le
Théoreme II. Une coupure irréductible entre deux points est un
continu. Il en est de méme de coupure irréductible compléte.
La méme lemme nous aidera & prouver le
Théoréme III. Powr qu'un ensemble jermé K soit ume coupure

1) ¥ond, Math, 1, p. 68.
%) Proceed. Akad., 8¢, Amsterduwm 1911,
") Mazurkiewicz Fund, Math, V, p, 193.
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irréductible entre a, et ay il foui cf il suffut que a ot ay appartien-
nent & deuz régions différentes Ry et B, de C(E) et que Ton ait
(2) -F(Rl) = = F(L&,)

Démonstration La condition est nécessaire. Kn effet, si
F(R,) = E, Vensemble F(K,) est. selon (B) un vral sous-ensemble
fermé de E qui coupe le plan, conformément 4 (3), entre «, et a,.

La condition est suffisante. Car supposons l'égalit¢ (2) véri-
fide et soit S la région-composante de ((R,) contenant a,. Par suite
a, € SKy. Je dis que S=F,. | |

En effet, en vertu de (1): F(S)C F(R,)= F(Hy), done tout
point de R; peut étre uni a a, par un continu disjoint de F(S),
ce qui entraine R, (C S. D’autre part, S étant région-composante de
C(E), on a S.R, =0, dott S.F(R,)= 0, done S. F(Hy)==0, ce
qui prouve que toul point de S peut étre uni 4 ¢, par un continu
disjoint de F(R,), d'od S K,. |

Légalité S==£K, entraine F(S)= F(R,)=FE Donc, selon le
lemme, E est une coupure irréductible entre a, et as.

Corollaire. Powr qu'ume coupwre soit une coupure irréductible
complete il faut et il suffit quelle soit la frontiére comnuine de toutes
les régions en lesquelles elle décompose le plan.

2. Comme nous avons vu dans le N précédent, il subsiste un
théoréme d’existence concernant les coupures irréductibles entre
deux points. Si 'on passe aux coupures irréductibles complétes,
il faut faire des resirictions (voir imtroduction). Pour mettre en
évidence la différence entre ,coupure irréductible entre deux points*
et ,coupure irréductible compléte* considérons le continu 4 com-
posé de deux ensembles de points:

1°: de la circonférence ¢ =1

20: des points y = sin 1 2, 0> 1, qui forment deux lignes
dont I'une approche la demi-circonférence situde & droite de l'axe
Y et l'autre celle qui en est située & gauche.

~ Le continn A4 est une coupure irréductible entre les points y==2
et y=—2 de I'axe ¥, mais n'ést pas une coupure irréductible
compléte, puisqu’elle contient une circonférence. (Le continu non-
borné A peut &ire aisément transformé en un continu borné jouis-
sant des mémes propriétés). |

Lemme. Soient 4 une coupure entre a, et a, et B un
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~sous-ensemble fermé de 4 qui n’est pas une coupure

entre @, et ¢;. Si 4 ne contientaucun pointintérieur
et 851 4 coupe le plan enn r\égidns, Ble coupeenn—1
Démonstration, Soit B, k,,... B, la suite des régions-com- |
posantes de C(4), a e Ry, e R,. Soit S,, 8,,... S, la suite des
régions-composantes de C(B). Il sagit de prouver que m < 5. |
Or, l'ensemble 4 ne contenant aucune portion du plan, on
a 8. 0(4)F0(E=1,2...m). Soit Si: B,=E0. Je dis que B,(C 8.
En effet, selon (8): F(8) C F(C(B)) C B C 4, done F(8). R, =0,
ce qui prouve que . tout sous-continu de K, est disjoint de FY(S);
done l'inégalité S,. k&, == 0 entralne B, (C § |
. Ainsi, chaque région S,(i==1,2,...m) contient une au moins
des régions Ry, £,... K,. De plus R, et R, sont, par hypothése,
situées dans la méme région-composante de C(B). Done m<n—1.
Théoréme IV, Si une coupure coupe le plan en un nombre fini
de régions, elle contient ume coupure irréductible (complite).
Démonstration. Supposons que l'ensemble fermé A4 coupe
le plan en n régions, Soit p,, ps,... p, une suite de points extraits
de ces régions. ' )
D’aprés le th, I, 4 contient une coupure B irréductible entre

_a, et a;. Si B n'est pas encore une coupure irréductible compléte,

elle contient une coupure 4, == B. Mais B étant une coupure irré-

duetible entre a, et ay, 4, n'est plus une coupure entre ces points.

D'aprés le lemme, 4, coupe le plan en n — 1 régions au plus.

En opérant sur 4,, comme nous Yavons fait avee 4, on arrive
4 laide d’un nombre fini d’opérations & une coupure irréductible
entre deux points qui coupe le plan ‘en, précisément, deux régions.

D'aprés le lemme, c'est une coupure irréductible compléte.

3. Dans l'analyse de la structure des -coupures jrréductibles la

‘notion de continu irréductible entre deus points, introduite par M. Z -

retti, est fort utile, On donne ce nom & tout continu qui contient
deux points fixes mais dont aucun vrai sous-continu ne I'est contient
simultanément, Nous nous servirons aussi d’une notion, due & Ja-
niszewski: nous dirons. qu'un soug-conﬁnu K de C est son con-
tinu de condensation, #'il contient deux points au moins et si

Fiama s

- C—K=0 '

Les théordmes suivants sont surtout importants pour nos re-
cherches: L ‘
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(1) si B est un sous-ensemble fermé d'un eunsemble fermé 4,

on a

A—A_A_B=A=BY

(ii) 4, et 4, étant deux ensembles fermés et bornés dont aucun

n'est une coupure entre p et ¢ et A, . A, étant un continu, 4,44,

ne coupe nonplus le plan entre ces points 2);

(iii) i A, et 4, sont deux continus bornés et 4,. 4, n'est
pas continu, 4,+ 4, est une coupure du plan..

Lemme 1. K étant un sous-continu dune coupure
hornée 4 irréductible entre p et g, lensemble 4 — K

est connexe.
Démonstration. On peut ¢videmment poser

(1) | 0K+ 4

Dans un ouvrage de M. K naster et de moi?) ce théoréme est
&tabli: si K ést un sous-continu d'un continu A tel que 4 — K
w'est pas connexe, alors 4 se décompose en - deux continus 4, et ,

tels que |
(2) A =4, + 4,, A, . 4,=K,
(3) 4, % A=k A,.

Or, 'hypothése que 4 est une coupure irréductible entre p ot ¢
entraine en vertn de (3) que ni 4, ni Ay n'est une coupure entre
ces points, Ceci implique selon (i) que 4; 4 4, n'est nonplus une
coupure entre p et g; mais A = 4, + 4,. Cette contradiction prouve
que A — K est connexe.

Lemme 2, Si 4 est une coupure irréductible (com-
pléte) bornde et K un vrai sous-continu de 4 qui con-
tient plus dun point et n’est pas un continu de con-
densation, alors K.4 —K n'est pas uncontinu ot A—K
est un continu irréductible entre tous deux points
appartenant A deux composantes différentes del'en-

————

semble K.4 — K,

1) Vair ma note Sur lopération A ..., Fund, Math, 1lL, p, 183 (6).
~ ?) Lea théorémes (ii) et (iii) sont diw @t Janiszowski (Prace Mat.- iz, Var
sovie 1913) Cf. Straszowicz, Fund, Math 1V p. 130,
3 Fuud, Math. 11, p. 210,
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Démonstration. §i X est connexe, X est un continu N,
Done, en raison dulemme précédent A—K est un continu. Comme,
par -ml’xlpwo‘t_hése: A—K+A+Ket K+ A—K=4, le produit
K. A4 — K n'est pas un continu (selon ii).

Or, soient « et b deux points appartenant & deux composantes
différentes de I'ensemble K. A—K. Nous allons prouvér que A—K

est un continu irréductible entre a et b. Il s'agit donc de prouver
que, 81 un continu L satisfait sux conditions

(4) aeL, beL,

(9) LC A=TF,
on a '

(6) L=4d—K.

Remarquons d'abord que L.K n'est pas un continu, car au-
trement les points « et b seraient en raison de (4) et (b) situés sur
ane seule composante de l'ensemble K . A — K. L’ensemble L. K
n’étant pas un continu, on conclut de (iil) que L+ K est une cou-
purg du plan. 4 étant une coupore irréductible, on a done L 4 K=4,

dot A—KC Let A—KCL, ce qui, rapproché de (b), donne

l'identité (6). ;

Theovéme V. Une coupure irréductible bornée est ou bien un
continu indécomposable ou bien somme de dewx continus irréductibles
entre le miéme couple de points. S

Plus préeisément: on a (dans le second- cas) 4=L + M, od
'ensemble /..M contient deux ecomposantes aun moins et les conti-
nus L et M sont irréductibles entre chaque couple de points appar-
tenant i deux composantes différentes de L. 2L

Démonstration. Supposons que la coupure irréductible 4 -

~ue soit pas un continu indécomposable. Chaque continu décompo-

sable econtenant un vrai sous-continu (ayant plus d'un point) qui
n'en est pas un continu de condensation ®), 4 contient un sous-con-
tinu K tel que

(%) 0fA=K=4
Posons [ == A — K et M= A — L, donc

1y Hausdor({f op. cit p. 248, ‘ |
" Junisxewski ot Kuratowski, 1, ¢, thdéoréme 1L
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A-M=A4—A—4—K,
d’ott selon (i): B

8) A—M=4d—-K=L.

D'aprés le lemme 2, L est un continu. De plus, selon (7) on
a 0= L4 et L n'est pas un continu de condensation de 4, car
on aurait 4= A — L=2M et suivant (8) on arriverait 2 Iidentits
L=0. | ‘ - | ,
En remplagant dans le lemme 2 K par L. et puis par M, on e
conclut que L .M n’est pas un continu et que L et M sont denx
continus irréductibles entre tous deux points appartenant & des
composantes différentes de l'ensernble L. M. |

4. Les résultats du N.-3 nous permettent de caractériser lis
coupures irréductibles” dans le cas le plus intéressant: lorsqu’on
a une décomposition du plan en plus de deux régions ayant unp
frontisre commuue. Nous allons invoquer les théorémes suivants:

(a) si A4, et 4, sont deux ensembles ferméss et bornés dont
aucun ne coupe le plan et si 4, + 4, coupe le plan en plus de:
deux régions, le produit 4, . 4, contient trois composantes au moiné !); |

(b) sile continu C est irréductible i la fois entre p et ¢, g et
r, g et r, C est indécomposable %). :

En outre, pour pouvoir étendre nos résultats aux ensembles

" non-bornés, nous nous servirons de la méthode dinversion?).

Citons en deux théorémes: S
(¢) s A est une coupure irréductible non-hornée et si le centre
d'inversion veC(4), alors 4% + v est une coupure irréductible bor-
née et le nombre des régions en lesquelles 4 et A* 4 v. coupent
le plan est le méme¢); | -
(d) si 4 est un continu indécomposable borné, 4* est un con-

‘tinu indecomposable 5).

- Théoréme VI. Toute coupure irréductible qui coupe le plan en
plus de deux régions est ou bien un conbinu indécomposable ou bien f‘
somme de deux continus indécomposables.

1) 8traszewices, 1. ¢, p. 128,

1) Janissewski ot Kuratowski, 1. ¢, théoréme 1V,

3) Of. ma note Sur la méthode d'inversion, Fund. Math, 1V,
‘) Knaster et Kuratowski Sur les continus non-bornds, I'und, Math, V, p, 81, |
%) Ibid. théoréme du N. 11. -
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Démonstration Nous établirons d’abord ce théoreme dans
I'hypothése que la coupure A4 est bornde.

D’aprés le théoréme V, si 4 n'est pas indécomposable, 4 se dé-
compose en deux continus;

(1) d=L+4 M, L:}:A:{:M

qui sont tous les -deux irréductibles entre tout couple de points
appartenant i des composantes différentes de L . M,

Selon (1), ni L ni M w'est une coupure. On en conclut, en vertu
de (a) que l'ensemble L.M contient au moins trois composantes.
Soient p, ¢, r trois points appartenant i trois composantes de L.M.
Done chacun des continus L et M est irréductible & la fois entre
petgqg qgetr petr cequ entraine, en vertu de (b), que ces
continus sont indécomposables, ¢. q. f. ]

Passons au cas ol 4 est non-borné. Soit ve G(A) D’aprés (c)
A* 4 v est une coupure irréductible bornée qui coupe le plan en
plus de deux régions. On peut done appliquer & (A4* ) le théor. VL

Or, s1 4% 4 v est indécomposable, le continu A4 ==(4* 4 v)* est
selon (d) aussi indécomposable. De méme, si A* + v se décompose
en deux continus indécomposables L et M, les continus L* et M*
sont indécomposables et on a: 4 = (4* + v)* = L* + M*,

5. Théoréeme VII. S une coupure irréductible (bornée) emtre
a et b est un continu de Jordan (c.-a-d. une image continue d’un
intervalle), elle est ume courbe simple fermée (c.-h-d. image biconti-
nue d’une circonférence).

- Démonstration, Je déduis ce théoréme des deux proposi-
tions suivantes:

(1)1) si aucun sous-continu d'un continu borné 4 ne coupe A,
A est une courbe simple fermée; | : |

(2)2) Si K est un sous-continu d'un continu de Jordan A et
si B désigne l'ensemble de points que I'on peut unir & un point
fixe par un sous-continu de A4 — K, alors les ensembles 4 — K et
K+ K sont des continus,

Ainsi, pour établir notre théoréme, il suffit conformément & (1)
de prouver que, 4 étant une coupure irréductible de Jordan et K |
en étant un sousucontmu, K ne coipe pas A.

1) V. ma note des Fund, M&th Vv, p 119, théor du §.3.
1) Ibid. p. 113 (AI),
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Or. supposous par contre que K eoupe 4. In employant B dans
le méme sens que dans (2), on a done B=f K —4, d'oll

(8) R+KsAdF4—R
1l résulte de (3) que ni R+ K ni A— R ne sont des coupurcs
entre a et b. Le produit de ces ensembles est un continu, car

(A—R). (R+K)=(d—R). K=K

done selon (2) et le théor. (if) du N. 3, leur somme west nonplus
une coupure entre a et 0. Mais

(A—R) + B+ K)y=A—R+ E=4

Done K ne coupe pas 4, c¢. q f d. ’

Tl résulte du théor. VII que la condition suffisante et nécessaire
pour yu'un ensemble plan soit une courbe simple fermée est, qu'il
soit un continu de .Jordan (borné) et une coupure irréductible entre
deux points Car la nécessité de cette condition suit immédiatemént
du théoréme connu de Jordan. |

Le théortme VII permet de préciser les théorémes I et IV
pour le cas de coupure qui est un contiou de Jordan. Hn effet, si
A est un continu borné de Jordan et B une région-composante de
C(4), 1a frontidre F(K) est également un continu de Jordant). Or,
si A coupe entre a et b, l'une des deux régions-composantes de
((4) déterminées par a ou b est bornée. Soit done B cette région
et ae R. La frontiére F(R) étant un continu de Jordan, l'ensemble
R = R + F(R) est un continu de Jordan borné*). Par conséquent,
si S est la région-composante de C(R) contenant &, F(S) est un
continu de Jordan, En méme temps, F(Y) est selon le lemme du
N. 1 une coupure irréductible entre a et /. D’aprés le théor, VII,
FY(8) est donc une courbe simple fermée.

Nous avons ainsi le: S

Corollaives). A étant un continu de Jordan (bormé) qui coupe

B Cf. M azur‘kiewicz‘ Fund. Math. V; p. 137 ot Torhorst Math,
Zeitschr, 1X,

3} C'est une conséquence immédiate de la ,connexité locale* des continus de
Jordan. Voir: remarque I

) Cf. R. L, Moore Math, Zeitschrift 1922, p. 260, La démonstration de
M. Moore me wemble insuffisante, Car désignons par R une région hoimée uyant
pour frontidre denx circonférences tangentes et soiont as K, h== le contre do la
circonférence intéricure. Lo ,outer boundary (= lu circonf, extérisure) ne coupe
pas entre « et b, contrairement & I'agsertion de M. Moore,
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le plan entre a el b, A contient une courbe simple fermée qui coupe
le plan entre les mémes points. Notamment: si B désigne une région-

composante de C(4), chaque région-composante de C(X) a pour
frontiére une courbe simple fermée,

Remarques: I En se servant de la notion de nconnexité locale” (due & MM, M a-
enrkiewicz et Hahn) on peut étendre plusieurs théordmes sur les lignes de
Jordan aux continus non-bornés (ui sont localement connexes en chaque point,
¢-i~-d, anx ,continus de Jordan non-bornés*, On dit qu'un continu C est locale-
ment connexe au point p, si chaque cercle R de centre p contient un continu
I tel que p ost un point intérieur de K relativement & C; en symboles

(4) K(CR.C ps(C—T—K)

En appliquant la méthode d'inversion au théor. VII, on en déduit que: si
une coupure trréductible entre dewx points est un econtinu de Jordan ﬂon-bdmé,
elle est une courbe simple ouverte (image bicontinue d'une droite 1)).

IL Bur les continus irréductibles entre deux points la notion de connexitd
locale an point p. coincide avec la propriété du point p d’étre situé sur an con-
tinu de condensation, Cela résulte de ces deux théorémes:

(5) si C n'est pas localément connexe au point p (appartenant & C), p est situé
sur un. continu de condensation de C3);

(6) p étant situé sur un continu de condensation d'un continu ( irréductible
entre deux points, C n'est pas localement connexe au point p3). |

Nous établirons 4 présent ce théoréme: ‘ |

C étant une coupure irvéductible du plan, la condition nécessasre et suffi-
sante, pour qu'un posnt p de C soit situé sur un comtinu de condensation de C,
est que C ne sott pas localement connexe au point p. _

Démonstration. D'aprés (5) la condition est suffisante, Pour prouver qu'elle
est nécessaire nous n'allons considérer que le cas de coupure bornée, car celui de
coupure non-bornée se raméne i celui-ci par inversion,

Supposons que ¢ soit un continu de condensation contenant p, malgré gue

C noit localement connexe au point p. Donc C=C - @ et la formule (4) est
réalisée, R étant un cercle tel que C -~ R=|=0. Posons

(7 : L=C—K M=C—IL=C—C—K
donc, melon (i} N. 3:

(8) | ‘ | C - Me= L,

1) Dans une note publide dans les Trans, of the Amer. Math. Soc. XXI, 1920,
M. J. R. Kline démontre ce théoréme, ninsi que le théor, V1I, pour le cas ol
ln coupure coupe lo plan en préeisément denx régions. Comme on .voit, cette
restriction peut ftre omise, . :

%) Théoréme de M. Mazurkiewics, Fund, Math, I p. 176.

% Mazarkiowicx, ibid p. 205 et Karatowski Fond. Math III p. 221.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

142 | C. Kuratowski:

K n'étant pas un continu de condensation, puisque pé C— (= K—’-#:'U, on
3 C-‘-':L:f-'-(), ce qui implique d'apres le lemme 2 du N, 3 que le continu M

est jrréductible entre deunx points. ‘
(‘omme p n'est pas un point ‘’accumulation de C— K

peut I'entourer d'un cercle K, (contenu dans R) disjoint de ¢ — K. Donc

(9) | ¢ (CCcC—CZRC M ,

(en vertu de (4)), on

Or, selon un théoréme de J aniszewski?), si un continu contient le centre d'un
cercle, il contient aussi un continn (ayant plus d'un point) situé entiérement dans
ce cercle et contenant son contre. Le continu ¢ contient donc un sous~continu ¢,

tel que ,
(10) . psQ, (COR,.

Jo dis que ¢); est un continu de condensation de M. En offet, em raison de
9) et (10) on a: Q,C C— C— K =C— L, doi
‘11) Q. L=0.

Or, @, étant un continu de condensation de C, la décomposition évidente:

C—-(;)lz(Mle)-}-(C-»M)—in

donne

Mais, en vertn de‘la formule: XDX-— Y )X— fa), on A:

CCHD(C=M—Q I C—HM—¢,
et d'aprés (8) of (11): (( — M) — @, = L. Ainsi (C—M)— ¢, = L eot, selon (12):
C=M—0,+L, donc ¢—LC M—9,,d'00 C—LC M=0, M, ce qui donne
d'aprés (7): M — @, = M. g

It est ainsi établi que ¢, est un continu de condensation de M. Daprés (6)
M n'est donc pas localement connexe au point p. Il en est de méme de C, car
les points de C situés dans ie voisinage de p appartiennent & M (formule ((9)).

II1. Nous allons prouver un théoréme qui entre dans le mime ordre d’idées gue
le théor. VII. Il nous fandra A cet effet étendre la motion de .couper le plan® aux |
ensembles non-fermés: nous omettons la rvestriction que la coupure soit fermée,
Cest ce théordme:

Si A est un ensemble fermé et borné qui coupe lo plan entre a et b et o
aucun (vrai) sous-ensemble connexe de A ne coupe le plan enire ces points, A
est une courbe vimple fermée, : .

Démonstration, SBelon Jossthéor, 1 et 11, A ost un continu, Jo vais m'appuyer
dans la suite sur le théoréme suivant, qui provient de M, Schiinflies #), mais

1} Thése, théor. IV, Chap, 1.
) Sur Uopération A, . c. théor. 3, p. 183.
3) L. cit. Chap. V. .
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qui dans sa forme géndrale a été tabl; par M, Zarankiewiczt): soit 4 un

: y : . ‘ les régions-compo-
gantes de C(d4) qui contiennent a et b resp, 8i tout point de 4 est accessible de

R, et ‘de *Ry, 4 est mne courbe simple fermde. (La proposition: wle point p est

accessible de R“ veut dire: il existe un continu K tel que pe K ot 0 K —p(_ R).

Ainsi pour prouver nofre théoréme, il suffit de prouver que chaque point p
de A est accessible de R, et de R,, Or, le lemme 1 du N. 3 entraine que 4 — p est
connexe; il existe donc, par hypothdse, un continu K tel que: a, be K ot K. A=p.

i I'on pose K, = /.R,, on a done ps K, e as K, —p( R,. Il ne reste donc
yu'a prouver que A ost un coutinu,

Or, si K, n'était pas un continu, on aurait une décomposition de K, en deux
ensemblos formeés (non vides) M ot N de sorte que

Ki=M+N, M. =0, peN, dot M R,.
Mais alors '

K=K, + (K — B) =M+ N4 (K ~ Ry

onn M. [N (K — R.)] =0, ce qui contredit I'hypothése que K soit un contino.

6. Lemome 1. & étant une famille de continus dis-
joints dont chueun coupe le plan en plus de deux

‘régions, & est finie ou dénombrable,

Démonstration. 4 chaque continu K de & on peut attacher
un systéme de trois points py, gy, 7, tels que 1°: K coupe le plan
entre tous ces points, 2% les coordonnés de ces points sont ration-
nels. Je dis que le méme systdme de trois points ne peut corres-
pondre & deux continus K et L différents et appartenant & &

Supposons, par coutre, que P, == ., §x = ¢, *x —=7r,. Comme
K==L on a K.L=0 d'oli on conclut qulil existe une région-com-
posante f? de C(L) telle que o
(1) ” K CR done K.C(R)=0.

¢

L détant une coupure entre p,, g, et r,, 11 existe parmi ces points

-au moins deux, svient p, et g,, qui’ n'appartiennent pas & E. Done

@  pueOR), e C(R)

Or, L ¢tant un continu et R -une région-composante de son eom-
plémentaire, I'ensemble C(R) est un continu ?). Ce continu unit, en
vertu .de (1) et (2), les poinls p, et ¢, sans recontrer K, contrai-
rement . I'hypothése que K coupe le plan entre ces points.

1) Thése, i paraitro, | :
%) Cest un thdoréme dit 4 M, Brouwer. Cf. N. 1 (y).
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Il est ainsi établi qu’y chaque continu K correspond un autre
systéme de trois points. L'ensemble de tous ces systemes etant tout
au plus dénombrable, il en est de méme de la famille &

Lemme 2. & étant une familledecontinusdisjoints
et bornés qui sont des coupures réductibles, & est
finie ou dénombrable. |

Démonstration En vertu du lemme précédent on peut sup-
poser que chaque ¢lément K de ¢ coupe le plan en deux régions
I(K) et E(K). K étant une coupure réductible, on conclat du théor. -
ITI que K n'est pas la frontidre soit de /(K) suit de A(A) Par
raison de symétrie, on peut supposer que, G(A) désignant la fron-
titre de I(K), il existe un point p(K) tel que

(3) ) el K — ()}

Soit g(A’) la distance de p(K) & G(K) On peut supposer qu'il
existe un nombre naturel & tel que \

@ B>y

quel que soit K. Car, si pour chaque & particulier lu famille de
tous les K assujettis & linégalité (4) est finie ou dénombrable, ¢ est
tout au plus dénombrable.

.Choisissons de chague région I(K) un pm'nt 4 coordonnds ro-
tionnels. L’ensemble 4. ivus les points i coordonnés rationnels étant
d_éudmbrab‘le, notre lemme se raméne au cas ol le méme point
appartient & toutes les régions [(K). Soit done

(5) o | rel(K), quel que soit K.
Soit ‘ |
(6 Rh R!) Ru)"‘

la suite de tous les cercles dont le rayon et les coordonnés du centre
sont rationnels. Envisageons les ensembles formés par la réunion
d'un nombre fini de ces cercles, c.-h.-d. les ensembles de la forme
R, +RB.+...+R,. On peut ranger tous ces ensembles en une suite

(7) 'SI)SIQ';’Su;"'

Les continus K étant bornés, on peut fuire correspondre, en
vertu du théor. de Borel, & chaque K un nombre a(K) tel que:
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(8) K C 8un

(9) s x&Sux il existe un point ye K distant de 2 moins que %

Pour prouver notre lemme il suffit de proaver que l'inégalité
K, & K, entraine n(K,) % n(K,).

Or, linégalité K, 4= K, entraine, par hypothése, K, K, =0,
d'ov I(K,)=I(K,), car autrement on aurait G(K,)=G(K,)CK, .K,.
Soit done
(10 sel(K,) — I(K,),

Selon (b) on peut unir » & s par un continu situé dans I(K,);
comme &l(K,) et s non £/(K,), ce continu rencontre la frontiére

de I(K;) done le continu K,. Ainsi K,.I(K,) =0 et comme
K,.K; =20, on en tire: ‘

(11) K, CI(K,)
d’ou, selon (3):
(12) | p(Ky) e I( Kx.)-

- Supposons maintenant que #(K,)=n(K,), c.-d-d. (iue Sy =
= S,,(K') == IS'- ' '

D’aprés (3) et (8): p(K,)eS. Il existe done, en raison de (9)

un point ge K, tel que, L désignant le segment & extrémités p(K,)

1
et ¢, la longueur de L est <z Ce segment traverse la frontitre

~de I(Ky), car, d’aprés (11) et (3), gel(K,) et p(K,)noneI(K,)
lSoit done geL. Q(K,)- La longueur du segment L étant <_71‘—_-, Ia

distance de p(K,) & g est de méme <"-1]-c-, mais ceci contredit la for-

mule (4).

Il est ainsi établi que n(K))Fn(K;) e q. £ d.
 .Les deux lemmes entrainent le | ,

Théoréme VIII. Etant donnée une famille nom-dénombrable &
de continus disjoints et bornés dont chacun est une coupwre du plan,
& se décompose en une famille non-dénombrable de coupures irréduc-
tibles qui coupent le plan en deux régions et dune famille au plus
dénombrable d'autres coupures. =

Il est enfin & remarquer que la famille & tout en étant non-
dénombrable, peut ne contenir aucune courbe simple fermée,

Fundamenta Mathematicae VI, : 10





