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Sur une propriété des ensembles ambigus.
b .
W Slerpln kl (Varsovne)

D’aprés M. de la Vallée Poussin un ensemble de points E
et ambigu ou A de classe a, #'il est & la fois F et O (de M. Le-
besgué) de classe <{a ). Le but de cette Note est de démontrer
le suivant ‘

Théoréme: Si G est un ensemdle O de classe <a(a>0) e H
un ensemble F de classe <K a, et 81 G ) H, il existe un ensemble K .
qui est A de classe a, et tel que G ) E D H.

Ce théoréme est analogue & un théordme de M. Hahn sur les
fonctions semi-continues, généralisé par M. Hausdorff (Einschie-
bungssatz) ¥), et c’est une analyse de la belle démonstration de
M. Hausdorff qui m'a conduit & une identité pour les ensembles
sur laquelle est fondée la démonstration de notre théoréme

1l nous sera plus commode d’introduire au lieu des ensembles
O et F'de M. Lebesgue les ensembles P* et Q= de M. Haus-
dorff3). On peut définir ces ensembles par linduction transfinie
comme il suit. P* sont les ensembles ouverts, Q1 sont les ensem- "
bles fermés. Soit maintenant ¢ un nombre ordinal donné >1 (et
<), et supposons déja définis les ensembles P% et Q¥ pour §<a:
nous définirons les ensembles P% comme les sommes X, + E, +..
olt B, est un @, et £ <@, pour n=1,2.., et les eueembles
@* comme les complémentaires des ensembles P“ '

).C.dela Vallée Poussin: Integrales de Lebesguc etc,, Paris 1916, p. 135,

'3) V. F. Hausd orff: Uber halbstetige Funkitionen wnd. dcrm Verallgemet«
nerung, Math, Zeitschrift 5 (1919) p. 295 et p. 309

% 1L e, p. 807,
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On voit sans peine que les ensembles O de classe <o de
M. Lebesgue coincident avec les ensembles P*, et les ensem-
bles F de classe < avec les ensemble ¢*. Notre théoréme sera
done démontré, si nous prouverons, pour tout nombre ordinal a,
la proposition suivante:

Si G est un P* et H un Q% et 5i G DH, il existe un ensemble
b oqui est & la fois P* et Q% ok tel que GOEDH?Y.

Lemme: Si G, ¢ H,(n==1,2,...) sont dewx suites infinics d'en-
sembles, tels que

(l) ' G:C Gac @wa H:Dﬂa :DH; :D
et

(2) . Gy 4Gy +Gy + .. D H Hy Hy. ..,
on a

(8) @.H, *f’;@nﬂa'i‘ Gy Hy + .. o= Hy(Gy+ Hy)(Cs + Hy) (G + Hy). .

Démonstration. Soient @, et H,(n==1,2,..) deux suites
infinies d'ensembles satisfaisant aux conditions (1) et (2), et posons

(4)  Pe= G H, +GHy + G Hy
(®) | Q== Hy(Gy+Hy)(Gy A Hy)(Gy+ H,) ...

Soit » un élément de P. D'aprés (4), il existe un indice n, tel
que p&@, H,, d'ol résulte, d'aprés (1):

peG,, pour kzn, et peH,, pour kg,
ce qui donne tout de suite:
peHy, ot pe(Gy+ Hiyy), pour kessl, 2,8,...,

done, d'aprés (b), p&Q. Nous avons ainsi démontré que P C ¢.
~ Or, soit g un élément de ¢. Posons
® H s H, HyHy....

ot distinguons deux cas:
1) geH, D'aprés (2) il existe done un indice s, tel que ¢e@,,

et puisque, d'aprés (8) et geH, nous avons geH,, il ewt gect, H,, done,

d’uprés  (4), geP.

) Cette proposition ent d'aillours un peu plus géndrnle que lo théordme énoned
plan hant (« pouvant ftre un nombre ordioul de sssonde eaphoe),
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2) gnon e H. D'aprés (6) il existe donc un mdiee k, tel que
g non ¢ H,: soit m le pluy petit parmi ces indices. II ne peut &tre
m==1, puisque, d'aprés geQ et (5), nous. avons geH,. Nous avons
done mwn-{-L ol 2 est un nombre naturel, et il résulte de la dé-
finition du 1‘10mbre m que g appartient & l’ensemble H,  =H, Or,
de ¢eQ et de la furmule (5) résulte que g&(G,+ H...), ce qui donne,
d’aprés geH,, == H,,, geG,, Nous avons donc ¢eG,H, done
d'aprés (4), gl

Nous avons ainsi démontré que Q CP, et pulsque NOUs &AVOnS
prouvé plus haut que PCQ, il est P=() et la formule (3) est établie.

Soit maintenant Gt un ensemble P“(a >O) H wun ensemble ¢*,
et supposons que G ) H. |
L'ensemble G étant un P* nous pouvons poser

(7) G = G1+Gz+Gs+

olt @, est un Qb et £ < a, pour n=1,23,...,, et nous pouvons
encore supposer que '

(8) @cmcacm
Pareillement, H étant un @* nous pouvons poser

(9) " H=H, H;H,_,y.'. o

ott H, est un P7 et 7, <C @, et nous pouvons supposer

Posons | |

(11) b= G1H1TG2H3 +G’H +

D’ttprés»..(B) (10), (7), (9) et d'aprés G:)H les ensembles G of
H, (n==1,2...) satisfont aux conditions de notre lemme: mnous

avons done l’égalué (3) qui donne, d'aprés (11):
(1"3) - E‘”“"HI(GJ +H Ge+Hs)(Gs+Ht)

Les formules (11 ) et (7) donnent ‘tout de suite B C(x et “les
formules (12) et (9) dounent: FD H. Nous avons donc G:),BDH

Un ensemble Qf ol §< @, étant comme on sm/t un P“ et le
produit de deux’ ensembles P* étant encore un F% nous concluons

BATIA peme ‘que les ensembles G,iH (n.-- 1, 3 ) aont des Pu Une |
. 'll "



résulte de la formule (
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somme d'une infinité ‘dénombrable d'ensembles P~ étant un P% il en
J 11) que E est un P% Or, un ensemble P,
ol £< a étant un Q% et la somme de deux ensembles Q* étant
encore un % mnous concluons que les facteurs du ‘produit (12) sont
des ¢* Un produit d'une infinité dénombrable d’ensembles @ étant
un ¢° il en résulte de la formule (12) que E est un Q%

L'ensemble F est donc & la fois P* et @%: il satisfait douc aux
conditions de notre proposition, qui est ainsi établie.

Voici une application du théoréme démontré, Soit flx) une fonction de claswe
<o de M. Baire, 2z un nombre positif donné, Posons

48) H=E[fm) ke, 6= < (b-p1, pour k=0, 1, £2,...

flx) étant une fonction de classe L o les ensembles H seront, comme on sait,

des ensembles F' de classes <@ ot les ensembles G des ensembles O de classes
< a. 1l existe done, d'aprés motre théordme (pour tout entier % donné), un on-

=
semble fy qui est 3 1a fois F et O de classe < @, ot tel que

aw & ) B ) Hy.

Posons

(15) | g Flag) = ka pour xeE) — Wy (k==0, x1, $3,..)

on voit sans peine que la fonction Flz) sera ainsi définie pour tout x réel, e
(13) et {14) résulte sans peine que (k- e < Ala) < (k-+1e pour weliy — Hymi,
done, d'aprés (13)
| | flw) — Fla) | < &
pour tout « réel, ‘ - : _ :

Or, soit 4 un nombre rée} donné, k Ventier le plus grand, tel «ue /s < A, 1
Pentier lo plus grand, tel que le < 4. De (15) résulte sans peine que
(16) E(Flx) < d]= ‘E{If’l.;v)  fe] = B, et E[F(x) > A} = E[Fz) > le) = CE;
les ansembles;'Ek étant ﬁx la fois I et 0 de classes < @, les ensembles Iy et
CE; sont O de classes <Za. 11 en résulte, d'aprés (6), que F(x) est une fonction
de .classe < . Nous arrivone ainsi aun

Théoréme: flo) étant une fo ction de classe < a, et & un nombre posiisf
donné, il emiste toujours une fonction de classe <o qui ne prend que les va-
leurs pultiples de & et qui est égale & fiz) a moins de & prés.

C'est une- généralisation du théoréme, démontré par M, Kempisty pour los
fonctions de classe 1 1), ' -

On peut démontrer qus toute fonction do classe < @ qui ne prend que Jon
valenrs multiples de & est uné différence de deux fonctions semi-continues mupé-
rieurement de classe <Ta (¢'cat-i-dire de denx fonctions qui sont limites de suites

) Fund, Math. v, 11, p, 185,
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non croissantes de fonctions de classes < a)!). On obtient ainsi ce théortme .qui
est une généralisation du théoréme de M. Maznrkmwxcz ) anx fonctions de
classe quelconque:

Théoréme ¥): flx) étant une fouctton de classe < d, et 2 un nombre positif
donné, il existe toujours une fonction Fiz) qui est une différence de deux fone-
tions semi-continues supérieurement de classe & et qui est égale 4 flx) & momns
de = prés.

1) Cf. Fund. Math. t. 11, p. 38,

Y Fund. Math. t. 1L, p. 32 et 134,

3) Ce théoréme été démontré par M. S. Kempisty par une voie différente:
voir Annales de la Société Polonaise dé Mathématique t. 1, (1922), p. 73 (Th. ITI).




