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Sur les fonctions continues relativement monotones

par
F. M. Filipczak (£6d%)

Soit f une fonction réelle, continue, définie sur I'intervalle I. On voit
aisément qu’il existe alors un ensemble non vide parfait P C I, sur lequel
la fonction f est monotone (non croissante ou non déeroissante). Llexis-
tence de cet ensemble est évidente lorsque I’intervalle I contient un
sous-intervalle dans lequel la fonction f est monotone. Si un tel inter-
valle n’existe pas, nous dirons que la fonction f est nulle part monotone
(sur I), et alors l’existence de l’ensemble P résulte de la propriété de
Bolzano-Darboux des fonctions continues. On arrive au méme résultat
en démontrant qu’un au moins ensemble de niveau f '(y), ot ¥ e f(I),

- contient un sous-ensemble parfait. Les ensembles de niveau des fonctions

continues, nulle part monotones, définies sur des intervalles ouverts
et finis, ont été étudiés par Garg [1]. Il a démontré que pour ces fone-
tions les ensembles de niveaun sont des ensembles non-denses et que I’en-
semble des valeurs ¥ e f(I), pour lesquelles les ensembles de niveau f ()
ne sont.pas des ensembles parfaits, est de premiére. catégorie dans f(I).
De plus, toute fonction continue, dont les ensembles de niveau ont les
deux propriétés mentionnées, est nulle part monotone.

Nous dirons qu’une fonction définie sur un ensemble parfait D est
nulle part monotone (sur D), si elle n’est monotone sur aucune portion
de cet ensemble, c’est--dire sur aucun ensemble non vide de la forme
(@, b) ~ D. Dans la présente note je m’occupe de trois problémes:

1) Existe-t-il pour toute fonction continue f, définie sur un eusemble
parfait D, un ensemble parfait P C D sur lequel la fonetion f soit mono-
tone? Ce probléme a ét6 formulé et posé par K. Krzyzewski. Je vais
montrer que la réponse est affirmative (théoréme 1). Signalons qie le
méme résultat o &té obtenu indépendamment par T. Swigtkowski.

2) Les ensembles de niveau des fonctions continues nulle part mono-
tones, définies sur des ensembles parfaits, jouissent —ils nécessairement
des propriétés établies par Garg pour les fonctions définies sur des inter-
valles? .Je vais montrer que la réponse est négative, en donnant un
exemple de fonction continue, nulle part monotone, définie. sur 'ensembie
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de Cantor et telle que ses ensembles de niveau sont des ensembles con-
tenant un point (théoréme 3).

3) La réponse & la question 2) étant négative, il est naturel de
chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour quune fonction
continue, définie. sur un ensemble parfait, soit nulle part monotone
sur celui-ci, J’établis de telles conditions dans le théoréme 2.

Notations. Soit f une fonction réelle, finie, définie fur un ensemble
parfait D et désignons par K Densemble de tous les points d’accumu-
lation & gauche et & droite de I’ensemble D, par By ensemble des points
ol la fonction f admet des extréma faibles locaux et par Oy ’ensemble
des points & de l'ensemble D tels que pour tout nombre &> 0 il existe
des points ¢ et 2z de 'ensemble D ~ (#— &, ®+ &) satisfaisant aux inégalités
(t—a)(e—m) > 0 ot f(t) < f() < f(2). Désignons enfin par My (resp. Wy)
Pensemble des points ¢ D pour lesquels il existe des nombres positify
dz tels que pour tout ¢eD ~ (#—68z, ®+0z) on & linégalité [f () —7(2)]x
X ({t—a) <0 (resp. [f(t)—F(®)](1—2x) > 0).

. LIevve 1. 85 les nombres réels @i, y; (6=1,2,3) satisfont ouz
inégalités

[we— | < |ws—a,| et [Y2—9) < [¥s—],
on a

g0 (25— ) (Ys— ¥2)] = sgn[(@— ) (y5— y)1-
Démonstration. sgn(w—um,) = SEN (g~ &y + By — @) = 8gN (23— ),
puisque [#,—@,| < |y— ). Pour la méme raison sgn (y5— g1;) = 8gn (Ys— 1y)-
Ces égalités donnent, par un caleul évident,

Sgn[(@y— a) (Yo~ 9)] = 581 (25— 2,) 380 (Y3~ ) = 881 (15— ) 5N (Yg— ¥y)
=sgnl(@—a) (#—9)], c.q.td

LeMME 2. Pour toute fonction f définie et continue sur un ensemble
" parfait D, les ensembles My, Wy et E; sont des ensembles de la classe F,
de Borel.

Démonstration. Désignons par M, (Wa), n=1,2,38, ... "ensemble
des points we My (weWy) tels que Iinégalité UF)—f(@)](t—z) <0
([F () —f(@)](t—2) = 0) est vérifide pour tout Ze.D m (e—1/n, o+1/n)
et par HF (B;) Pensemble des points @ ¢ Hy tels que

@) =7 (fl@)<f()) pour tout teDn (m»—- ;’;, o4 %) .
Evidemment on a les égalités
W my=UM, W=0W., B=(05)(05).
Be=l Nl Nl nml

Les‘ensembles Mn et Wy sont fermés. Bn effet, si wpe M, (wxe Wa)
et ,1111010 2= @, il existe pour tout nombre & 0 < & < 1/n, un nombre k,
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tel que pour tout mnombre mnaturel %>k, on g lor—2) < & Bi teD
A (@—1/n+ &, 2+1/n—¢), on a pour tout % > k, linégalité [f (o) —f(2)1 %
X (we—1) < 0 ([f (wr)—f ()] (4x—t) > 0). Bn passant & 1a limite avee ko0,
on en tire )
) @) —f@l@—1) <0  ([f@)—f®)(z—1) > 0)
pour teDn (w—1/n+¢,x-+1/n—e). Comme & est un rombre positit
arbitraire, l'inégalité (2) a lien pour teD ~ (z—1/n, #+1/n). Le point
& eMp (weWn). Les ensembles M, et W, sont done fermés.

On démontre de méme que les ensembles By et Hy sont fermés.
En effet, si o e By (wxeBy), alors pour tout nombre g 0<e<l/n,
on a |mx—a| < e pour k suffisamment grand. Pour les mémes indices
et pour tout i eD~ (w—1/n+te, 2+1/n—e) on a

flaw) 2 () (flaw) <F(2)) .

En passant & la limite avee % -—>oco, on en tire

3) Ha) =7 (fl@) <f(t)

pour t €D~ (#—1/n+e,2+1/n—e). Le nombre &> 0 étant arbitraire,
il en résulte que la condition (3) est vérifiée pour ¢t e D ~ (w—1/n, x+1/n),
done @ € By (w « By ). Par conséquent les ensembles B et H; sont fermés.

Du fait que les ensembles My, Wy, B et E, sont fermés et des
formules (1) il résulte que les ensembles My, Wy et By sont des ensembles
de la classe F, de Borel, c.q.f.d.

Lemve 3. Pour qu'une fonction f définie et continue sur un ensemble
parfait D me soit constante sur aucune portion de cet ensemble, il faut et il
suffit que Vensemble Ey soit de premiére catégorie dans D. :

Démonstration. Admettons que la fonction f ne soit constante
sur aucune portion de l’ensemble D. Nous allons prouver que les ensem-
bles By et B, (v. la démonstration du lemme 2) sont non-denses dans D.
Supposons que Uensemble H; (E) soit dense dans un ensemble D, = D ~
A (a,b) % 0, ot 0 < b—a < 1/n. L’ensemble B (By), étant fermé, con-
tient I'ensemble .D,. La fonction f n’est pas constante sur Pensemble D,
done il existe deux points # et 2 de cet ensemble tels que f(z) # f(2).
Comme les points » et # appartiennent 3 Pensemble Ey (Er), il résulte
de Pinégalité |w—z| < 1/n que f(x) =(2) et f(a) <f(2) (f(a) <[f(e) et
f() = f(2)), d’on f(z) = f(2) en contradiction avec l'inégalité f(x) # f(=).
L'ensemble By (Ey) n’est donc dense sur aucune portion de I'ensemble D,
il est donc non-dense dans D. Avec 1'égalité (1) cela prouve que Ey est
de premiére catégorie dans D.

Admettons maintenant que I’ensemble Hy soit de premiére catégorie
dans D et supposons qu’il existe une portion D, de l'ensemble D, sur
laquelle la fonction f est constante; alors on voit aisément que D, C E{,
contrairement &4 I’hypothése, c.q.f.d. '
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LeMMmE 4. Pour toute fonction f définie, continue et nulle part mono-
tone sur un ensemble parfait D les ensembles My et Wy sont de Ppremiére
catégorie dans D.

Démonstration. A cause des formules (1) il suffit de prouver
que les ensembles My, et W, définis dans la démonstration du lemme 2,
sont non-denses dans .D. Supposons que ensemble M, (W,) soit dense
dans une portion D, de l’ensemble D, contenue dans un intervalle de
longueur inférieure & 1/n. Soit #, 2z € Dy et # < 2. Comme ’ensemble I,
(Wn) est fermsé, il contient ’ensemble D,. Des conditions » < ¢, |o—2|
<1/, xeMn (meWs) et de la définition de I’ensemble M, (W) il ré-
sulte que f(w) > f(2) (f(®) < f(2)). Cela signifie que la fonction f est non
croissante (non décroissante) sur la portion D,, en contradiction avec
Thypothése du lemme 4. Les ensembles M, et W, sont donc non-denges
dans D, c.g.f.d.

Leymus 5. Pour toute fonction f définie, continue et nulle part mono-
tone sur un ensemble parfait et borné D, les ensembles f(My) et f(Wy) sont
de premiére catégorie dans f(D).

Démonstration. Je démontrerai d’abord que sous les hypothéses
du lemme 5:

(4)

L’image f(Q) de I'ensemble parfait @ = D ~ <(a, b> est un ensemble
parfait.

La fonction f étant continue, 'ensemble 7(Q) est fermé, il suffit
done de prouver qu'il est dense en soi. Soit 4 e 7(@). Il existe un point
z €@ tel que f(x) =y. Pour tout nombre ¢ > 0 on peut trouver un nom-
bre 6> 0 tel que l'image f[D ~ (x—48, 2+8)]C (y—¢,y-+¢). Sur la por-
tion @ ~ (#—8,2+4) la fonction 7 n’est pag constante, il existe done
un point ¢ €@ ~ (z—48, w+8) satisfaisant & la condition 1(t) = f(z). Bvi-
demment f(f) € (y—e,y+8) A F(Q). Nous avons aingi démontré que tout
point y de I’ensemble f(Q) est un point d’accumulation de celui-ci.

De (1) résultent les formules suivantes:

® 10t =G rat, 1wy =0 rom, 1@y =0t o .

A cause des formules (5) il suffit-de prouver que les ensembles f (M)
et f(W,) sont non-denses dans I’ensemble parfait f(D).

L’ensemble M, est fermé et borné, done Pensemble (M) est aussi
fermé. Supposons que l’ensemble f(Mn) ne goit pas non-dense dans f (D);
il existe done un ensemble non vide et parfait P = {a, b> ~ f(D) Cf(M,).

Soit p = 1‘1‘1D1n t, ¢= 12%1( t. Divisons lintervalle {p,¢> 3 laide

des points p=a <@y < ..<ar=g¢ de telle maniire que pour tout
k=1,2,..,r on ait ag— ax—1 < 1/n et posons I; = {@x—1y ax) N My. Les
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ensembles fermés f(Ix) recouvrent ’ensemble f(My), done aussi Pensemble

parfait P. Il existe nécessairement un ensemble f(I1) et un ensemble

parfait non vide @ tel que @ = <¢,d) ~ P'= (¢, d> ~}(D)Cf(L). En

effet, si un tel ensemble n’existait pas, les engembles {(Ix) seraient non-
r

denses dans P et ’engemble P =kU1 [f{Ix) ~ P] serait de premiére caté-

go;‘ie dans P, en contradiction aveec le théoréme de Baire.

Soit @, un point de Iensemble (a;_1,a) n D tel que 1(@) € (¢, d) A
~ f(D). An nombre & = min[f(w,)— ¢, d— f(x,)] on peut faire correspondre
un nombre d, > 0 satisfaisant aux conditions 0 < 8y < min (w,— a1y, a1— a;)
et |f(wm)—F(t)] < & lorsque ¢ e (wy— 8y, Wy-+8;) A D.

8i le point @ e D\My, od Dy= (my—by, 2544, ~ D, on voit aisé-
ment quil existe un point 2 D, tel que [f(z)—J(2)](z— 2)>0.

Posons a= min(x,#) et f=max(r,2). On a done a< B et f(a)
<1

Supposons qu’il existe un nombre ¢ eD tel que
(6) fla) <f(1) <f(8).
Puisque f(t) €@ Cf(I), il existe un point t,el; tel que f(t,) = f(#). 8i
%< B, on a [t—B] < 1/n et [f(t)—7(B)(t,—p) > 0; si t,> o, on 2 [te— a|
< 1/n et [f(t)—f(a)](ty— a) > 0. Dans chacun de ces cas nous aboutissons
4 une contradiction avec la condition ¥, ¢ M,. Il n’est done pas possible

"qu'il existe un point ¢ satisfaisant & la condition (6) et, par suite, pour

tout te.D on a f(f) <f(a) ou bien j(&) =f(8).

La fonction f est uniformément continue sur Pensemble D, on peut
done faire correspondre au nombre positif f(f)—f(a) un nombre &,
0 <8 <minfa— (—8), (@s+0)— B, tel que

If (@) — f (w2)| < F(B)— (a)

Soit ¢ €D~ (a—8, a+4), alors f(t) < f(a)+F(B)~F(a)=f(B). Dans
Pensemble D ~ (a—3, a—48) il n’existe pas de point ¢ satisfaisant & la
condition (6), donc pour tout ¢ e.D ~ (a—»3, a+8) on a f(f) < f(a). Cela
signifie que a € By. Pour la méme raison B ¢ By, d’oll, en vertu de la dé-
finition des points a et §, résulte que # ¢ Hy. Nous avons ainsi établi
Tinclusion D\ My C Dy ~ Ey, qui entraine la relation
(7) DyC(Dyn My) v (Dyn Br)u B,

o D, désigne la fermeture de I’ensemble Dy, B V’engemble formé par les
points @,—8, et @+ 4d,.

De Tinclusion (7) il résulte que l’ensemble parfait D, est de pre-
miére catégorie dans D,, puisque, en vertu des lemmes 3 et 4, les en-
sembles Dy ~ By et Dy ~ My sont de premiére catégorie dans D,. Cette
contradiction prouve que l’ensemble f(My) est non-dense dans f(D) et,
par conséquent, l'ensemble 7(My) est de premidre catégorie dans f(D).

lorsque @, 23D ot |mp—ay] < 8.
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L'ensemble f(Wy) est aussi de premiére catégorie dans f(D), puisque
W= M_y, c.q.i.d.

LEMME 6. Si la fonction f est définie, continue et nulle part monotone
sur-un ensemble parfait D, il existe pour tout point xy e H = D\ My et tous
nombre §>0 wun point zeH (@8, #+8) tel que [f(w)—f()]x
X (w— ) > 0.

Démonsgtration. Soit 4 un nombre positif quelconque. De la dé-
finition de ’ensemble My il résulte qu’an nombre 4/2 on peut faire cor-
respondre un point ¥ tel que y €D~ (wo—5/2, zp--6/2) et

{8) f (@) —F (@)l (y—0) > 0.

- La fonetion f est continue au point ¥, il existe donc un nombre positif
k< |m—y| tel que [f()—7 ()| < |f(@)—F(y)] lorsque teD ~ (y—k, y+k).
Dans I’ensemble D ~ (y—Fk, y+%) il existe un point @ ¢ H, car en verta
du lemme 4 I'ensemble H est dense dans D. Nous avons dome |f(z)—
—f@)| < [H{m)—F ()| et |w—y| <k, d’0l, en tenant compte de (8) et en
vertu du lemme 1, nous obtenons

sgn {{F(@o)—f (@)1 (@— @)} = sgn {[f (4)—f (@) [(y—20)} = 1.
Tvidemment ‘
Jo— 2| < |a;——g/|+|g(—— @o| < 2ly—mp| <&, c.q.fd.

THEOREME 1. Pour toute fonction f définie et continue sur un ensemble
parfait D il existe un ensemble parfait P C D sur lequel la fonction f est
‘monotone. ‘

Démongtration. Le théoréme est évident lorsque la fonction f est
monotone gur une portion de ’ensemble D; on peut done admettre que
la fonction f est nulle part monotone (sur D).

. Désignons par a et b deux points quelconques de I'ensemble K tels
que @ < b. L’ensemble H,= (a,b) ~ H (voir le lemme 6) est dense dans
Tensemble parfait Dy = <a, b ~ D. La fonction f & valeurs finies, con-
‘tinue sur ensemble fermé et borné D,, est uniformément continue sur
celui-ci; une fonction 8 =d(¢)> 0 se trouve ainsi définie pour s> 0,
telle que les conditions @y, 2, € Dy et |#,—my| < 8(s) impliquent la con-
dition |f (2)—F (@) < &

- Boit @, un point queleconque de I’ensemble H,. En vertu du lemme 6
il existe un point e H, tel que [f(@)—f(@)](@—m) > 0. Posons a,
=min(z, %) et 6= max(r,%). On a donc a<a, <ay<b et f(a)
< f(@).

Nous définirons maintenant par récurrence, pour n = 8,4,..., les
suites de nombres positifs gn, &n, 0 et 7, et la suite de points as < Hy
telles que les conditions suivantes soient vérifides: :
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(9s) on= < las—ar|, e =1gf19?,§2n_1 [Fa)—f(an)], bn=10(en),
‘ o = 1010 (gn, 8s) ;
(105) [f(am)—f(an)](@n—an) >0 et |apm— | < s
les nombres naturels r et m satisfaisant aux conditions 7 — " Lm et

1<m<2n
Les nombres g, &, 8 et 7y sont positifs, puisque 0= Gy—a,
o= Floa)— (). ’
Au point a, e H et au nombre 8= min(a;—a, b—ay, 7;) on peut
faire correspondre, en vertu du lemme 6, un point a3 € H tel que

oy—ag] <6 et [f ()~ f (@)1 (ay—a5) > 0.

Le point ainsi défini ay ¢ Hy et remplit les conditions (10,).

Supposons que pour # > 2 on ait défini les nombres positifs gn, e,
Oy 1n €6 le point an e H, tels que les conditions (9,) et (105) soient rem-
plies. Des inégalités on > 0, en> 0 et des relations (9,) et (104) il résulte.
que a; 7 ax et f(as) # f(ax) pour j#£% et 1 <j, k<n. Les nombres
@n+1y En+1y Opy1 b 7nqq Sont donc positifs.

Soit n+41=2°4-g, les mombres naturels p et g étant tels que
1<9<?2" Le point a,<H, En admettant, dans-le lemme 6, 6=
min(a;—a, b— ag, 7a+1), on conclut qu’il existe un point ay,1eH tel que

Fla)—F(@ni1)[(ag— @n41) >0 0t [gg—tnya] < min (ag—a, b— gy Ypt1) -

Les conditions (10n41) sont évidemment remplies. En outre anq; e (a, b),
et, comme a1 est un point de ensemble H, il appartient aussi & Ven-
semble H,, .

Nous allons maintenant prouver que les points ay ainsi définis ont
les propriétés suivantes:

[F (ar)— F (an)) (a4 — an) > 0

L’ensemble 4 composé des points a;, a,, ...

(1)
(12)

pour k#n.

est dense en soi.

Linégalité (11) sera établie par.récurrence. Pour les indices % et m.
inférieurs & 3 elle egt évidemment vraie, on peut donc supposer qu’elle
a lieu pour les indices % et m inférieurs & n (n > 2).

Soit n = 2"+ m, olt L<m<2"; on a done (10,) et

(A3)  [f(om)—f(ax)](@m—ar)-> 0 lorsque m=#%k, puisque m,k < n.

Bi k= m, linégalité (11) résulte de (10s), car elle est équivalente
& la premidre des inégalités (10,); si k % m, elle découle du lemme 1
et des inégalités (10,) et (13).

Fundamenta Mathematicae, T: LVIIL 6
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Tlengemble A est dense en soi, car on &, pour tout n,
b—a

0 < |tn— Gorin| < for4n < m

et cette derniére expression tend vers zéro si r—-co.

Soit P = A. L’ensemble P ainsi défini est parfait et constitue une
partie de l'ensemble D. Nous allons montrer que les conditions #,y ¢ P
et @ < y impliquent Pinégalité f(#) < f(y). De la définition de ’ensemble
P il résulte que

@ =limay, y=Dlnan,.
k-»c0 k-0
Comme #< y, ou & pour les indices % suffisamment grands Pinégalité
fn < Gmy. BEn vertu de (13) nous en tirons flan) < f(am). Passant & la
limite dans eette inégalité lorsque %->oco, on obtient finalement & cause
de la continuité de la fonction f, Pinégalité f(») < /(y), e.q.f.d.
Remarque 1. En introduisant la fonction g, définie par la formule

(-1,  lorsque f(a)=—oco,
g(@) = i_-if-_(l;%ﬂ , lorsque [f(#)] < oo,
1, lorsque f(#)= -0,

on peut démontrer que le théoréme 1 reste vrai aussi dang le cas ol
1a fonction f admet des valeurs infinies.

Remarque 2. Le théordme 1 peut &tre démontré sans en appeler
aux lemmes 2 et 4. On peut, en effet, admettre que la fonction f est
nulle part monotone sur ensemble D et considérer les cas suivants:

1° L’engemble H est dense dans D.

2° I’ensemble H n’est pas dense dans D.

Si P’ensemble H est dense dans D, le lemme 6 peut &tre démontré
sans profiter du lemme 4, et alors les considérations relatives & ce cas
sont identiques & la démonstration, donnée plug haut, du théordme 1.

8i I'engsemble H n’est pas dense dans D, I'ensemble M contient
une portion D, de P’ensemble D. Comme la fonction f n’est constante
sur aucune portion de I’ensemble D, on prouve aisément, en §’appuyant
sur la définition de Lensemble My, que pour tout point #, € Dy ot tout
nombre 6> 0 il existe un point « e Dy C M, satisfaisant aux conditions

lo—mo| <8 et [f(@)—f(@)](z—a) <0.

En appliquant cette dernidre inégalité au lieu de Pinégalité correspon-
dante du lemme 6, on peut construire dans la démonstration du théo-
réme 1 (pour le cas 2°) un ensemble parfait P C D sur lequel la fonction f
est non croissante.
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»THEOREM_E 1'. 8i la fonction § ést définie, continue et nulle part mono-
tone sur un ensemble parfait D, il ewiste deur ensembles parfaits non vides
P, ¢t Py, contenus dans D, sur lesquels la fonction | est respectivement
croissante ou décroissante.

Démonstration. Désignons par K (X) Pensemble de tous les points
d’accumulation & gauche et & droite de ’ensemble X, et par P, Ten-
semble parfalt non vide contenu dans K(P) ok P désigne l’enslemble
du théordme 1. 8i @ <y et @,y ¢ Py, il existe des points an et a, (v. I
démonstration du théoréme 1) satisfaisant & la condition # < U < g < Y.
11 g’ensuit que f(2) < flam) <f(on) <f(y).

Il régulte du lemme 4 que P'ensemble D\W; est dense dans D. On
peut done établir pour 'ensemble D\ Wy un lemme analogue au lemme 6
et ensuite construire un ensemble dense en soi B C D composé des point;
by, by, by, ... tels que

(bm—bn)[f (bm)—f(bn)] <O  pour m #n.
L’ensemble P, peut étre défini comme un certain sous-ensemble
non-vide parfait de l’ensemble K (B), c.q.f.d.
THEOREME 2. Soit f une fonction définie et continue sur un ensemble
parfait et borné D. Alors los conditions suivantes sont équivalentes:
(I) La fonction | est nulle part monotone sur D.
(IX) L’ensemdle Of est dense dans D.
(III) Pour toute portion P de Vensemble D, Vemnsemble f(P\Oy) est
un ensemble-frontiére dans f(P).
(IV) L’ensemble My Wy est un ensemble-frontiére dans D.
(V) Pour toute portion P de Vensemble D, Pensemble Hp des valeurs
de y € f(P), pour lesquelles les ensembles 1~ (y) ~ P C Oy, est dense dans f(P).
- Démonstration. Nous établirons d’abord 1’équivalence des con-
ditions (II) et (IV). De la définition des ensembles Oy, By, My et W, il
régulte que

(14) D\Oy = Eyu Myu Wy.

Cette égalité et (II) entrainent (IV). Admettons maintenant que len-
semble Myvw Wy soit un engemble-frontidre dans D. Supposons que la
fonetion f soit constante sur wne portion D, de lensemble D. La défi-
nition de l'ensemble My entraine done Iinclusion D, C My, en contra-
diction avee I’hypothése que l'ensemble My Wy est un ensemble-fron-
titre dans D; la fonction f n’est donc constante sur aucune portion de
Pensemble D. Par conséquent, en vertu du lemme 3, 'ensemble Ey est
de premidre catégorie dans D. L’ensemble My Wy étant de premiére
catégorie dans D en vertu du lemme 2, il s’ensuit, par (14), que Pen-
semble Oy est dense dans D. '

a*
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L’équivalence des conditions (III) et V) es’a’ (.évidente, car f(P\Oy)
= f(P\Hp. Il reste donc 3 établir celle des conditions (I), (IX) et (IIT),

Démonstration de Iimplication (IIT)=(II). Supposons que
Tensemble Oy ne soit pas dense dans™ D. Il existe donc une portion P
de Tensemble D telle que P\Oy= P, d’olt f(P\Os)=[(P) en contra-
diction avee la condition (ILT).

Démonstration de Limplication (II)=(I). Soit Dy une portion
quelconque de Pensemble D et # un point de l’ensemble Dy ~ Or. Bn
vertu de la définition de l’ensemble Oy il existe dans lensemble Dy des
points ¢ et 2z tels que (x—t)(z—2)> 0. et F(t) < () < f(#); cela signifie
que la fonction f n’est pas monotone sur D,.

Démonstration de Pimplieation (I)=-(IIL). De 1'égalité (14)
régulte que

F(D\Oy) = (B Myw Wy) = {{By) w | (M) © (W) .

Les ensembles 7(My) et f(Wy) sont de premiére catégorie dans f(D) en
vertu du lemme 5. Pour prouver que l’ensemble f(D\Oy) est de premiére
catégorie dans f(D), il suftit de démontrer que ensemble f(Hy) est de
premiére catégorie dans f(D). .

Soit p = xg:i;lt, q= Iﬁ%xt et {p, g\D= Lﬂj(p” , qn), les intervalles

(Dny ¢n) btant disjoint denx.2 deux.

Posons
f®) pour wxeD, _
gl = f(pn)+’—‘—q—;—n)*}-;‘f"’<m—pn) pour @< (pn, gn) -

La fonction g est continue dans lintervalle {p, ¢> et on a évidem-
ment By C By v 4, ot A = {p)> v {g> v U ({pa> v {gu)). L’ensemble g(Hy)
3

est dénombrable en vertu du théoréme de Sierpingki [2], par conséquent
Yensemble f(E;) est dénombrable, donc de premiére catégorie dans f(D).
L'ensemble f(D\Oy), de premidre catégorie dans l'ensemble parfait
F(D), est, en vertu du théoréme de Baire, un ensemble-frontiére dans (D),
La fonction f est nulle part monotone sur une portion quelconque
P de 'ensemble .D. Par conséquent, en remplacant dans le raisonnement
ci-dessus Pengemble D par P —nous concluons que lensemble f(P\Oy)
= f[P\(P ~ Oy)] est fronti¢re dans f(P), c.q.f.d.
Remarque 4. Soit une fonction réelle f, définie ot continue sur un
ensemble parfait et borné D.
Introduisons les conditions suivantes:
' (a) Pour tout y DPensemble de niveaw f~*(y) est un ensemble mon-dense
dans”D. :

icm
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(B) L’ensemble f(D\Oy) est frontiere dans HD).

- ()Yé g’ensetm;le H ;:s m;ﬁ«;)rs Y, pour lesquelles les ensembles de niveau
Ty r, est dense dans .

. (8) L’ensemble B des valeurs y, pour lesquelles les ensembles de niveau
7 (y) sont des ensembles non-vides et Dparfails, est dense dans f(D).

(OT)  («) et (8),
(V) () et (1),
(VI)  («) et ().

Les conditions (IIT) et (V) du théordme 2 ne peuvent étre rempla-
cées par les conditions (III') et (V"); en effet, nous allons démontrer
que chacune de ces conditions ne suffit pas (bien qu’elle soit nécessaire)
pour que la fonction f soit nulle part monotone sur D.

En effet, il existe une fonction g finie, définie, continue et nulle
part monotone sur Pintervalle I= ¢(—1, 0. On peut admettre de plus
que g(I)D<0,1> et g(0)= 0. Désignons maintenant par C I’ensemble
de Cantor sans le point zéro, et posons D= I v € ainsi que

() pour
x  pour

wvel,

f(w)={g zel.

1 g'ensuit du théordme 2 que Pensemble g(I\O,) est frontiére dans g(I).
Puisque Of= 0,, on a

1(D\Oy) = F[(I\Og} v O] = F(I\Oy) v 1 (0) = g(INO)) v C .

L’ensemble f(D\0y) est donc frontiére dans P’intervalle f(D) = g(I), car
il est la somme de l’ensemble frontidre g(I\O,) et de I'ensemble non-
dense C.

D’autre part, la fonction continue f n’est nulle part monotone gur D,
car elle est croissante gur la portion C de l’ensemble D.

La fonction f remplit évidemment la condition ().

TEfoRRME 2'. Si Pensemble D est une intervalle, les conditions: (I),
(IL), (III), (IV), (V), (III'), (V') et (VI) sont équivalenies auw hypothises
du théoréme 2.

Démonstration. La condition (V), étant équivalente & (I), im-
plique 1a condition («); dans le cas contraire il existerait un nombre ¥
tel que le niveau f '(y) serait dense dans une certaine portion D, de
Tensemble D. L’ensemble fermé 7 (y) contient done D,; cela veut dire
que la fonetion f est constante sur D,, ce qui est en contradiction avec
la condition (I). Il en résulte immédiatement que la condition (V)
& pour conséquence la conjunction des conditions («) et (y), et par suite
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1a condition (V') laquelle est évidemment équivalente & la condition (III').
La condition (V') implique facilement (voir [1]) la condition (VI), qui
est équivalente & (I), comme il a été démontré au [1], c.q.f.d.

THAoRBME 3. I ewiste une fonction f définie et continue sur Pensemble
C de Camitor, avec les propriéiés suivanies: .

(i) 7 est univalente,

(ii) f est mulle part monotone sur C.

(=]
: : &n S -
Démonstration. Soit # € C, done = ‘Z';g’—" ot on a, pour m:
-

2n =0 ou bien x,=2.

Posons
0, sl @=2,
q)(mn) = 1, si @n=10 et Dpt1 = 0 )
, 8 @=0et Tpp1=2,

et
- 2&‘ ¢ (@n)
f(w) - e 31| ‘

La fonction f est continue en tout point x € G, car gl teC et [f—a|
< 87" on a t = @ pour k < n, done g (ak) = @{ty) pour k < n— 2. Il g'en-
suit que

1

fa)—fol< D) 2-37%=38"".

k=n—1

La fonction f est évidemment univalente; il reste 4 prouver qu’elle
est nulle part monotone.

Soit (2,1) ~ €= C, une portion de l'ensemble C et soit @,teC.
Comme # < 1, il existe un nombre naturel n tel que = { pour k< n,
@n =0, t,= 2, et pour k>n il existe un indice 7, tel que @ =0 ou
bien un indice n, tel que i, = 2. Soit, par exemple, @n == 0.

Posons

o, 8 k<n,

ax = | 2, si n<k<m+1,
0, si kE>mny,
o, Sl k<n,

b =12, si m<k<m-+1 ou bien k=mn+3,
0, i k>n+1 et b#Eng+3,

o = ax, 8 k<n, -

* 2, s k>n,

©
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et enfin

o0

o
“*25&’ b=

k=1

On voil aigément que s<a<b<e<t
: et f(e) < f(a b):
prouve que la fonction f n’est pas monotone sur Coz c.(;;.(f.31<f( ) oela

Travaux cités
[1] M. K. Garg, On level sets of a 123 here i function, T
Math. 52 (1968), pp. 60-68. ! und.

[2] W. Sierpifiski, Démonstration de la dénombrabili
- 3 ilité de
d'ums fonction, C. R. Boc. Sei. Varsovie 5 (1912), pp. 232-237. " ooy exiviesles

UNIVERSITE DE £0D2

Regu par la Rédaction le 18. 1. 1965


GUEST




