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Uber gewisse Topologien auf geordneten Mengen

M. Novotny und L. Skula (Brno)

1. Einleitung. In dieser Arbeit wird folgendes Problem studiert:
Es seien @, H geordnete Mengen, welche gleichzeitig topologische T,-
Réume sind. Wir geben notwendige und hinreichende Bedingungen an,
unter welchen die Menge aller isotonen Abbildungen der Menge G in H
mit der Menge aller stetigen Abbildungen der Menge G in H identisch
ist. Bs zeigt sich, daB bei der Losung dieses Problems die sogenannte
rechte und linke Topologie auf einer geordneten Menge eine wichtige
Rolle spielen. Daher wird ein Satz iiber diese rechte Topologie bewiesen;
er betrifft die Beziehung der rechten Topologie auf der geordneten
Menge zur Einbettung der geordneten Menge in gewisse Kardinalpo-
tenzen.

Wir gebrauchen die iibliche Symbolik der Mengenlehre. Die Menge,
welche « als einziges Element enthilt, bezeichnen wir mit {#}. Durch
{#] P(2)} wird die Menge aller Elemente # symbolisiert, welche die Eigen-
schaft P (z) haben. Sind M C 4, B Mengen, ¥ ¢ B ein Element und f eine
Abbildung der Menge A in B, so setzen wir

D =G@leedy, [y)={alf@) =y}

Es sei 4 eine Menge, R, § Aquivalenzrelationen auf A. Wir setzen
B <8 genau dann, wenn fiir jedes Paar # ¢4, y ¢ A von Elementen
mit der Bigenschaft aRy stets #8y gilt. Die Abbildung p der Menge A
auf A[R, fir welche z e p(z) bei jedem x ¢ A gilt, heiBt kanonisch.

Unter einer geordneten Menge wird stets eine teilweise geordnete
Menge verstanden. Die geordnete Menge G mit der Ordnungsrelation <
bezeichnen wir mit (@, <). Eine Gegenkette ist eine geordnete Menge,
in der je zwei verschiedene Elemente unvergleichbar sind.

Es sel @ eine geordnete Menge, 4 C @ eine Teilmenge von & Wenn
aus we d, ye@, y<wo stets y e 4 folgt, heilt die Menge A Anfang der
Menge G. Insbesondere heifit die Menge A (z) = {f|te@, t <z} durch
2 e G erzeugter Hauptanfang. Dual werden das Ende und das durch z e G
erzeugte Hauptende E(z) = {t|t e G, t > a} erklirt,


GUEST


314 M. Novotny und L. Skula

Unter einer Topologie wird stets eine Topologie im Sinne von Bour-
baki [2] verstanden (*). Auf der Menge G wird die Topologie % definiert,
wenn die abgeschlossene Hiille w3/ fiir jede Menge I C G erklirt wird;
den entsprechenden topologischen Raum bezeichnen wir mit (@, u). Eine
Teilmenge eines topologischen Raumes heiBe ao-Menge, wenn sie ah-
geschlossen und offen ist. Sind auf der Menge & zwei Topologien U, v
gegeben, so heiBit die Topologie u feiner als v und v gréber als %, wenn
jede im Raume (@, v) offene Menge auch im Raume (G, w) offen ist.

Es sei @ eine geordnete Menge. Es sei ferner 4 eine Topologie auf @,
weleche dadurch definiert ist, da8 fir jedes Element ze G das System
U(z) aller Umgebungen des Elementes # vorgeschrieben ist. Wenn fiir
das ”Syst-em U(z) die Beziehung

N U=A@ [ N U=E@)]

UeU(z) UeU(z)

bei jedem x ¢ @ richtig ist, so heiBit u allgemeine linke Topologie [allge-
meine rechte Topologie]. Ist u eine allgemeine linke Topologie [allgemeine
rechte Topologie], bei welcher die Menge 4 (s) [F(x)] eine Umgebung
des Elementes # fiir jedes © e @ ist, heiBt u linke Topologie [rechie Topo-
logie] auf @.

Es sel @ ein topologischer Raum, R eine Aquivalenzrelation auf &.
Dann gibt es die feinste Topologie auf der Menge G/R, bei der die kano-
nische Abbildung der Menge G auf G/R stetig ist. Diese Topologie heiBlt
Quotiententopologie.

Es sei (G, u) ein topologischer Raum, M C @ eine Menge. Dann
ist M ein topologischer Relativraum; seine Topologie wird mit ua be-
zeichnet.

2. Mengen von isotonen und stetigen Abbildungen. In die-
sem Absatz wird mit ¢, H ein Paar von Mengen bezeichnet, fiir welche
card G > 2, card H > 2 gilt. Auf der Menge @ ist die Ordnungsrelation <,
auf H die Ordnungsrelation < gegeben. Wir bezeichnen mit I die Menge
aller isotonen Abbildungen der geordneten Menge (@, <) in die geordnete
Menge (H,=)(2). Ferner setzen wir I* — {11 eI, cardfy(G) = 2}. Wir
nehmen an, daB auf der Menge @ die Ty-Topologie u, auf der Menge H
die Ty-Topologie v gegeben ist. Wir bezeichnen mit § die Menge aller
stetigen Abbildungen des topologischen Raumes (G, %) in den topologi-
schen Raum (H,v). Ferner setzen wir §° — {11 €8, cardj (@) = 2}. Fiir
ein beliebiges Element z ¢ & bezeichnen wir mit U(z) das System aller

() Im Buche [3] heilit diese Topologie allgemeine ' -Topologie; in der Arbeit [4]
erscheint sie unter dem Namen einer AU -Topologie.

(*) Esist T = HE wo H die Kardinalpotenz im Sinne von Birkhoff ist; vgl. [1].
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Umgebungen des Elementes # im Raume (@, u); shnlich sei V(y) das
System aller Umgebungen des Elementes y im Raume (H, v) fir jedes
yeH.

2.1, Hirssarz. Es sei u die rechte, v eine allgemeine rechte Topo-
logie. Dann ist I = 8.

Beweis. I. Es sei fe I, ¢ &, V e V[f(2)], ' « E(z). Dann ist » <
also f(z) 2 (') und f (') e B[f(2)] C V. Daher ist FIEx)]CV und f ist
stetig im Elemente » e & Also ist f e §; daraus ergibt sich I C 8.

II. Es sel fe8, o, me@, 1, <. Fiir jede Umgebung U e U(x,)
gilt @, ¢ U. Es sei V e V[f(»,)] beliebig. Dann gibt es eine solche TUmge-
bung U, € U(m), daB f4(T,) C V gilt. Daraus ergibt sich j(a,) eMU)CV
fir jedes V eV[f(z,)]; also ist f(x,) EVEV([)(:Q)]V = H[f(z,)]. Daher ist

fl@) = f(2,) und fel. Also ist SCI.

Wir haben bewiesen, dafl I = § gilt.

Bemerkung. Aus diesem Hilfssatz folgt das Resultat, welches
in [2], St. 20, BEx. 3 angegeben ist.

2.2. Hrurssatz. Die Menge (G, <) sei keine Gegenkette und es gelte

S:C I Bs sei yy, Yo H, Y1 #Ys, yzeysz,)

Darin ist y; <y, oder ¥, = yy.

Beweis. Es gibt eine solche Umgebung V, eV (y,), daB y, e H—V,
gilt (Axiom T,). Ferner gibt es solche Elemente z,,x, ¢ &, daB @, < @,
gilt. Es gibt eine solche Umgebung UeU(z,) [oder U eU(x,)], daB
Zy € —U [oder @, ¢ @— U] gilt. Wir kénnen annehmen, daB U eine offene
Menge ist. Wir setzen

y, fir jedes teG—T,

g(t)={yz fir jedes teU.

Damn st geS2C I3 also y» = g(a) 2 g(#,) = 9, [oder 3, = g(z)
3 9(z) =yl

2.3. FOLGERUNG. Es sei (H, <) eine Gegenkette, (@, <) keine Gegen-
Kkette. Ist 82 C I?, so ist (H,v) ein T,-Raum.

2.4. HrssATZ, Die Mengen (G, <), (H, 3) seien keine Qegenketten
und es gelle I* = 8*. Hs gebe ein solches Hlement y, e H und eine solche
Umgebung Vy e V(y,), dap V, 11) A(y,) gilt. Dann sind folgende Behaup-
tungen richtig: .

(A) Zu jedem Element x ¢ G gibt es eine solche Umgebung U (z) ¢ U(x),
daf U(z)C E(z) gili.

(B) Fiir jedes Element yeH und jede Umgebung V eV(y) gili
V2H(y).
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(C) Fir jedes Hlement we@ wund jede Umgebung U eU(z) gilt
U D E(x).

Beweis. I. Ist # das kleinste Element der Menge &, so gilt U cg
= E(z) fir jede Umgebung U e U(z). Wir nehmen an, daB z kein klein-
stes Element von G ist. Bs sei 9, € 4 (y,)—V, ein beliebiges Element.
Wir setzen
Yo fir jedes teE(x),

ht) = {yl fir jedes teG—H(n).

Bs ist 4,<9,. Daraus folgt leicht hel>C 8. Zu der Umgebung
VoeV[h(z)] gibt es daher eine solche Umgebung U(z)e U(z), daB
WPU@)]C V,, also WU (2)] = {y,} gilt. Darauns ergibt sich U(z) C E(x).
Algso ist (A) in Kraft.

II. Wir nehmen an, daB es solche Elemente Y1y Y2 e H und eine
solehe Umgebung V e ¥ (y,) gibt, daB y, e B(y,)—V gilt. Bs sei 2 ¢ @ ein
beliebiges Element. Ist # maximal in &, so gibt es nach (A) eine solche
Umgebung U(2) eUx), daB {#}C U(x) C E () C {z}, also U(w) = {x}
gilt. Also ist 4 ein isoliertes Element des Raumes (G, u). Wenn z kein
maximales Element von @ ist, so gibt es ein solches Element to € G, daB
ty > o gilt. Wir setzen

k(t) ={y3 fiir jedes te@, 1>,
¥y fir jedes te@, tF .

Da y, >4, gilt, so ist %el2 C 82 Also gibt es eine solche Umgebung
U'(z) e U{z), daB B U'(x)] CV, dh [T (#)] = {y,} gilt. Daraus ergibt
sich U'(z) C {f| t €@, t # x}. Esgilt @I CU@)A T Citl te@, t>a)
n{t te@, t # 2} = {8} nach (4). Ferner ist {o} = U(z) ~ U'(z) e U(z);
@ ist daher ein isoliertes Element des Raumes (G, u).

Also ist jedes Element des Raumes (&, u) isoliert; daher ist jede
Abbildung des Raumes (&, u) in den Raum (H , v) stetig.

Wir nehmen solche Elemente 0,0 e, daB z, < x, ist. Ferner
setzen wir

l(i):{% fir jedes te@, t<m,
Y fir Jedes te@, ttay.

Dann ist 1e8* = I2, was offenbar ein Widersprueh ist, da I(m) =y,
Y =1(z) gilt.

Also gilt ¥V D E(y) fiir jedes Blement Y «H und jede Umgebung
V ¢¥(y). Daher ist (B) in Kraft.

IIT. Bs sel gy, yp¢ H, 3, <y,. Fir jede Umgebung Ve V(y,) gilt
Y2V, nach (B). Also gibt es eine solche Tmgebung V, ¢ ¥ (y,), dab
Ye H-V, gilt.
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Wir nehmen an, daB es ein solches Element z ¢ @ und eine solche
Umgebung U e U(z) gibt, daB U 1@ E(x) gitt. Also gibt es ein Flement
#' e B(z)—U. Bs ist 2’ > #; wir kénnen annehmen, da U eine offene
Menge ist. Wir setzen
[y fir jedes teU,
ly, fiir jedes te@—U.

Dann ist m e 82 = I2, aber m(z) = y, & y, = m(x'), was ein Widerspruch
ist. Also ist (C) in Kraft.

2.5. Bemerkung. Offenbar sind auch die zu 2.1 und 2.4 dualen
Hilfsséitze richtig.

2.6. SaTz. Die Mengen (G, <), (H,3) seien keine Qegenketien. Dann
sind folgende drei Behauptungen dquivalent:

(A) u ist die rechie und v ist eine allgemeine rechie Topologie oder
u ist die linke und v ist eine allgemeine linke Topologie.

B)I=5.

(C) I* = 82

Beweis. Wenn (A) gilt, so gilt (B) nach 2.1 und 2.5. Aus (B) folgt
offenbar (C).

Es sei (C) in Kraft. Es gibt zwel Moglichkeiten:

a) Es gibt ein solches Element y, e H und eine solche Umgebung
VoeVly,), da8 V, 2 A(y,) ist. Nach 2.4 (A), (C) ist E(x) die kleinste
Umgebung des Elementes = fiir jedes & ¢ @ also ist « die rechte Topo-
logie. Es sei y ¢ H ein beliebiges Element. Nach 2.4 (B) giltveom V 2 B(y).

Wir nehmen an, daf es ein Element y, eVﬂ V—E(y) gibt. Nach 2.2
v(w)

eV(y,
und 2.4 (B) gilb y e B(y,) C W fiir jede Umgebung W e V(y;). Also ist
ye [V W, ge () V, yy, was unmoglich ist, da das Axiom T,
1 4¢0

W eV(y) Vev(y

gilt. Daher ist [ V = B{(y); also ist v eine allgemeine rechte Topologie.
Vv

m(t) =

b) Fir jedes Element y ¢ H und fiir jede Umgebung V e ¥ (y) gilt
V 2 A(y). Wir nehmen solche Elemente w,,y, < H, da8 Yo vy gilt.
Dann ist y, € A(y,), also gilt y, ¢V fiir jede Umgebung ¥ ¢ ¥ (1,). Nach
T, gibt es eine solche Umgebung V, ¥ (y,), daB v, e H(y)—V,, d.h.
Ve ;Q E(y,) gilt. Nach 2.2, 2.4, 2.5 folgt jetzt dhnlich wie sub a), daB
% die linke und v eine allgemeine linke Topologie isb.

Also ist (A) in Kraft.

2.7. Sarz. Es sei (@, <) eine Gegenkette. Danmn sind folgende Be-
hauptungen Gquivalent:

(A) w ist die rechte (und zugleich die linke) Topologie.

(B) I =24.

(C) Iz = 8=
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Beweis. Wenn (A) in Kraft ist, ist jedes Element des Raumes
(G, u) isoliert, also ist jede Abbildung des Raumes (G, «) in den Raum
(H,v) stetig. Da (@, <) eine Gegenkette ist, ist jede Abbildung der
Menge (&, <) in die Menge (H, <) isoton. Also ist I = § und (B) ist
in Kraft. Aus (B) folgt offenbar (C).

Es sei (0) in Kraft. Wir nehmen solche Elemente Y1, Yo € H, daB
Y1 # Y. gilt und daB es eine solche Umgebung V e ¥ (y,) gibt, daB
Y2 H—V gilt. Bs sel ¢ @ ein heliebiges Element. Wir setzen

Y. Hir jedes teG—{x},
1) =
() {yl fir ¢(=u2.

Dann ist # e T2 = 82 Also gibt es eine solche Umgebung U e U(z), daB
#HU) CV, dh. »}(T) = {y;} gilt. Daraus ergibt sich U — {z}. Fir jedes
% e gilt daher H(s) = A(2) = {z} e U(z). Also ist (A) in Kraft.

Es sei (@, <) eine geordnete Menge. Fiir die Elemente z,y @
sefzen wir #0y genau dann, wenn es eine solche natiirliche Zahl n und
solche Elemente x =, t;, ..., t, = ¥ in @ gibt, daB die Elemente #;_, st
fiir ¢ =1, 2, ..., » vergleichbar sind. Die Relation € ist eine Aquivalenz-
relation auf G; die Klassen dieser Relation nennen wir Komponenten
der Menge (@, <).

2.8. Sarz. Die Menge (H, S) sei eine Gegenkette, die Menge (@, <)
keine Gegenkette. Dann sind folgende Behauptungen (A), (B) dquivalent:

(A) I =8.

(B) Folgende zwei Bedingungen sind erfiillt:

a) Die Komponenten der Menge (G, <) sind offen.

b) Fiir jede Aquivalenzrelation R auf @, zu welcher es eine solche als
die Quotienteniopologie grobere Topologic w auf G/R und eine solche Teil-
menge Hy C H gibt, daf die Riume (GIR, w) und (H,, vm,) hombomorph
sind, gilt R > O.

Beweis. L. Bs sei (A) in Kraft. Wir nehmen an, daB b) nicht gilt.
Dann gibt es eine solche Aquivalenzrelation R, auf @, eine solche als
die Quotiententopologie u, grobere Topologie w, auf G/R,, eine solche
Teilmenge H, C H und einen solchen Homéomorphismus p des Raumes
(G[Ry; wy) aut (Hy, vg,), dab R, # C gilt. Es sei ferner ¢ die kanonische
Abbildung der Menge & auf G/R, und e die identische Abbildung der
Menge G/R, auf @/R,. Dann ist ¢ eine stetige Abbildung des Raumes
(Gyu) aut (G/R,, u,), e eine stetige Abbildung des Raumes (G/R,, %)
auf (GR,, wy), p eine stetige Abbildung des Raumes (G/Ry, w,) auf
(Hyy v7,). Also ist T=poecog(®) eine stetige Abbildung des Raumes

() Sind 4, B, C Mengen, | eine Abbildung der Menge 4 in B, g eine Abbildung

der Menge B in C, so bezeichnen wir mit g° [ die durch die Gleichung (g¢ f) (x) = g[f ()]
erklirte Abbildung.
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(Gyu) auf (Hy,vm,), dh. reS =1 Da R, 3# O gilt, gibt es eine solche
Komponente K ¢ G/C und solche Klassen Ty, The G/Ry, Ty 7 T, , daB
T'n K #0 5% Ty~ K gilt. Wir nehmen beliebige Elemente t, ¢ T; ~ K,
tyeTyn K. Dann ist g(t) = Ty % Ts = q(t,), woraus efq(t)] = e[q(t,)]
und 7(4) = p{efq(t)l} 7 p{elq(t)]} = r(t,) folgt, was offenbar ein Wider-
spruch ist, da fiir jedes f eI die Menge fY(K) nur ein Element enthilt.
Also ist (b) in Kraft.

Es sel H,e@GfC eine beliebige Komponente. Wir nehmen solche
Elemente y,, ¥, ¢ H, zu welchen es eine solche Umgebung V ¢ ¥ (y,) gibt,
daB y, e H—V gilt. Wir setzen

. y, fir jedes teXK,,

$() _{yg fiir jedes teG—K,.

Dann ist seI = 8. Also gibt es zu jedem Element t e K, eine solche
TUmgebung U « U(t), daB s{(TU) C V, d.h. s(TU) = {y:} gilt. Alsoist U C K,
und die Komponente K, ist offen. Also ist (a) in Kraft.

Aus (A) folgt daher (B).

II. Es sel (B) in Kraft. Wir nehmen ein beliebiges Element fel.
Otffenbar ist f eine Abbildung, welche auf jeder Komponente konstant
ist. Nach a) ist jede Komponente offen, also 7 stetig. Daraus ergibt
sich IC §.

Es sel fe8. Also ist f eine stetige Abbildung des Raumes (G u)
auf den Raum (H,, vm,) fiir eine geeignete Menge H,C H. Zu dieger
Abbildung gibt es eine soleche Aquivalenzrelation B auf G, daB G/R
= {f7N(2)| = ¢ Hy} gilt. " ist offenbar eine schlichte Abbildung der Menge
H, auf G/E. Wenn wir auf der Menge &/R die Topologie w konstruieren,
fiir welche ™ ein Homdomorphismus ist, so ist die kanonische Abbildung
des Raumes (&, u) auf (R/@, w) stetig; also ist w grober als die Quotien-
tentopologie auf G/R. Nach b) gilt B > C. Also ist f auf jeder Kompo-
nente von & konstant, d.h. feI. Daraus ergibt sich § cr

Wir haben bewiesen, daB I =8 gilt. Aus (B) folgt daher (A).

2.9. HwrssATz. Bs sed (G, u) ein topologischer Raum, (H,v) ein
diskreter topologischer Raum, M C G eine minimale ao -Menge von (G, ),
fe8 eine beliebige Abbildung. Dann ist § auf M FLonstant.

-Beweis. Es sei 4, ¢ M ein beliebiges Element. Wir setzen Yo = f ()
Dann ist {y} eine ao-Menge von (H, ), also ist F7'(y,) eine ao-Menge
von (&, u), fir welche m, € f7(,) gilt. Da M eine minimale ao-Menge
von (&, u) ist und @, e M gilt, ist M C 7 (y,). Also ist f(z) =y, fir
jedes Element a ¢ M.

2.10. HILFSsATZ. Bs sei (H, <) eine Gegenkette, (G, <) keine Gegen-
kette. Ist I = 8, so ist v eine T,- Topologic und jede Komponente der M enge
(G <) ist eine minimale ao-Menge des Rawmes (@, u).
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Beweis. Nach 2.3 ist v eine T)-Topologie. Nach 2.8 ist jede Kom-
ponente der Menge (&, <) offen; daraus ergibt sich leicht, daB sie eine
ao-Menge des Raumes (G, u) ist.

Es sei K, eine Komponente der Menge (&, <), welche keine mini-
male ao-Menge des Raumes (@, ) ist. Dann gibt es eine solche a0 -Menge
K, des Raumes (G,w), daB K, C K, K, # K, gilt. Bs seien y,, y, ¢ H,
Y, # ¥, beliebige Elemente. Wir setzen

~(t)-—'y1 fiir jedes teK,,
- "{yz fiir jedes teG—K,.

Offenbar ist z ¢ § = I, was ein Widersprueh ist, da 2 auf K, nicht kon-
stant ist.

2.11. FOLGERUNG. Es sei (H,3) eine Gegenkette, (G, <) keine Gegen-
kette. Die Topologie v sei diskret. Dann sind folgende Behauptungen
dquivalent:

(A) I=8. »

(B) Jede Komponente der Menge (G, <) ist eine minimale ao-DMenge
des Raumes (G, u).

Beweis. Aus (A) folgt (B) nach 2.10. Es sei (B) in Kraft. Offenbar
ist IC 8. Es sei fef ein beliebiges Blement. Nach 2.9 ist fel. Also
ist (A) in Kraft.

2.12. FOoLGERUNG. Es sei (H, =) eine endliche Qegenkette, (G, <)
keine Gegenkette. Dann sind folgende Behauptungen dquivalent:

(A) I=8.

(B) Jede Eomponente der Menge (G, <) ist eine minimale ao-Menge
des Rawmes (G, w) und v ist eine T,- Topologie.

Beweis. (B) folgt aus (A) nach 2.10. Wenn (B) in Kraft ist, so folgt
aus der Endlichkeit von H, daB v diskret ist. (A) folgt aus 2.11.

2.13. FOLGERUNG. Fs sei (G, <) eine endliche geordnete Menge, welche
keine Gegenkette ist, (H, <) eine Gegenketie. Dann sind folgende Behauptun-
gen dquivalent:

(A I=28.

(B) Jede Komponenie der Menge (G, <) ist eine minimale ao-Menge
des Raumes (G, u) und v ist eine T, - Topologie.

Beweis. Aus (A) folgt (B) nach 2.10. Es sei (B) in Kraft. Offenbar
ist IC 8. Bs sei fe§ ein beliebiges Element. Dann ist fY{@) eine end-
liche Teilmenge des 7)-Raumes (H, v), also ein diskreter Raum. Ferner
ist f eine stetige Abbildung des Raumes (G, u) auf (Y&, vye). Nach 2.9
ist f auf jeder Komponente der Menge (@, <) konstant. Daher ist f e I.
Also ist 8 C I und § = I. Daraus ergibt sich, daB (A) in Kraft ist.

e ©
Im Uber Topologien auf geordneten Mengen 321

3. Rechte Topologie. In diesem Absatz bezeichnen wir mit
(@, <) eine geordnete Menge, mit « die rechte Topologie auf G. Man
sieht leieht ein, daB alle Hauptenden und infolgedessen anch alle Enden
der Menge (&, <) offene Mengen des Raumes (&, u) sind. Alle Enden
einer beliebigen geordneten Menge bilden einen vollstindigen Men-
genring.

Das System aller offenen Mengen eines topologischen Raumes wird
oft durch ein passendes Teilsystem definiert, z. B. durch eine Basis oder
Subbasis. Hier werden wir den Begriff einer Quasibasis definieren.

Es sei 4 ein vollstéindiger Mengenring, d.h. ein nichtleeres System
von Mengen, welches in bezug auf Summen und Durchsehnitte beliebiger
Teilsysteme abgeschlossen ist; dabei betrachten wir das kleinste Ele-
ment O von 4 als Summe und das gréBte Blement U von 4 als Durch-
schuitt des leeren Teilsystems von 4. Bin vollstindiger Mengenring C
heiBe Teilring won A, wenn CC A4, 0 eC, UeC gilt. Offenbar ist der
Durchsehnitt einer nicht leeren Menge von Teilringen von A ein Teil-
ring von A. Ist B { 4 und ist C der Durchschuitt aller Teilringe D von 4
mit Bigenschaft D D B, so heifit C der durch B in A erzeugte Teilring.

Es sei 4 ein vollstindiger Mengenring, B C 4 seine Teilmenge.
B soll eine Quasibasis von A heiBen, wenn fiir den Teilring C C A, welcher
in 4 durch B erzeugt wird, die Beziehung C = A richtig ist.

3.1. HiLrssarz. Bs sei A ein vollstindiger Mengenring mit dem Flein-
sten Blement O und mit dem groften Element U, es sei ferner B C A. Dann
sind folgende Behauptungen dquivalent:

(A) B ist eine Quasibasis von A.

(B) Sind 2« U—0, ye U—0, A A belichige Elemente, fir welche
ved, ye U—A gili, so gibt es ein solches Hlement B eB, daf % ¢B,
y e U—B gilt.

Beweis. I. Es sei (A) in Kraft. Wir nehmen an: BEs gibt solche
Elemente @y e U—0, yy e U—0, 4,4, daB z, ¢ Ay, yoe U—A, gilt, daB
aber entweder #, ¢ B, 4, ¢ B oder @, ¢ U—B, y, ¢ U—B fiir jedes B e B ist.

Das Element 4 ¢4 soll Element mit der Eigenschaft («) heiBen,
wenn #, € 4, y; ¢ 4 gilt. Das Element A ¢ 4 heiBe Element mit der Eigen-
schaft (8), wenn #, e U—A4, y, e U—A4 gilt. s sei C die Menge aller Ele-
mente 4 ¢ A, welche entweder die Bigenschaft (x) oder die Eigensehaft (B)
haben.

Das System C ist ein vollstindiger Mengenring. In der Tat: Bs ist
OeC, UeC. Es sei I eine Menge, 4, «C fiir jedes ¢ e I. Ist I=@, so
ist L% A4,=0¢C, ﬂIA,z UeC. Bs sei also I £@. Wenn es minde-

113 13

stens einen solchen Index :¢I gibt, daB 4, die Eigenschaft («) hat, so
gt | 4, ¢4 und |J 4, hat die Eigenschaft («). Daher ist UI 4, C,
el el 3
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Wenn alle 4, (teI) die Eigenschaft () haben, so gilt ‘LJT A, ed und

U 4, hat die Rigenschaft (8). Also ist UI 4, ¢C. Ahnlich zeigt man,
194 €
daB [ 4,eC gilt. C ist daher ein Teilring von 4.

el

Ferner hat man BCC # A4, da 4,e4—C gilt. Also ist B keine
Quasibasis des vollstéijndi—gen Mengenringes 4, was ein Widerspruch ist.
Daher ist (B) in Kraft.

II. Bs sei (B) in Kraft. Wir bezeichnen mit C den Teilring, welcher

in 4 durch B erzeugt ist.

Fir jedes Blement we U setzen wir H(z)= [\ A. TFir jedes
zeded

doed gilt Ay = | ) H(z). In der Tat: Ist 4, =0 (was nur im Falle
zedo

0 =0 moglich ist), ist die Formel richtig. Ist Ay @, so ist A, D H(z)

fiir jedes wed,. Also ist 4,2 ui H(x). Offenbar gilt MLJ H(x) D 4,.

Also ist 4= {J H(=).

x€do

Ferner werden wir zeigen, daB H(z) e C fiir jedes z e U gilt.
Es sel erstens s¢ U—0. Da BC A4 ist, so gilt [} BD () 4

zeBeB xeded

= H(z). Wir nehmen an, dal es ein Element y ¢ QBB—H () gibt.
TEDE

Dann ist ¥ ¢ U—0. Offenbar gibt es ein solches Element A, ¢4, daB

Zedy ye U—d, gilt; sonst wire yed fiir jedes A e4 mit der Figen-

schaft z e A, woraus sich y e [} A ergibe, was ein Widerspruch ist.
zeded

Laut Voraussetzung (B) gibt es ein solches Element B, e B, daB = € By,
¥ €« U—By gilt. Daraus ergibt sich y e U— [ B, was unmdgglich ist.
z€BeB

Also ist H(w) = [ BeC fiir jedes ze U—0.
zeBeB

Es sei zweitens #¢0. Dann ist H(z) = 0C.
Also ist H(z) e C fiir jedes we U. Fiir jedes Element Ay e A gilt
daher d,= | j H(z)eC. Daraus folgt 4 C C. Da offenbar C C 4 ist,
zedy

so gilt €= 4. Also ist (A) in Kraft.

In der Arbeit [5] haben wir den Begriff einer Ordnungsbasis defi-
niert. Bs sei (G, <) eine geordnete Menge, B ein System von Anfiingen
der Menge (&, <), welches folgende Eigenschaft hat: Ist &,y ¢ &, 2 < 1,
dann gibt es ein solches Element B eB, daB y e B, # ¢« @—B gilt. Dann
heilit B eine Ordnungsbasis der Menge (G, <). Dual wird eine duale
Ordnungsbasis definiert:

Es sel B ein System von Enden einer geordneten Menge (@, <).
Dieses System heiBt duale Ordnungsbasis, wenn es zu je zwei Elementen
%,y ¢ G mit der Eigenschatt @ < y ein solches Element B ¢ B gibt, daf
zeB, y e G—B gilt.
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3.2. HILrssarz. Es sei (G, <) eine geordnete Menge, B eine Menge
von Bnden der Menge (G, <). Dann sind folgende Behauptungen dqui-
valent:

(A) B ist eine duale Ordnungshasis der Menge (@, <).

(B) B ist eine Quasibasis des Systems aller Enden der Menge (G, ).

Beweis. I. Es sei (A) in Kraft. Das kleinste Ende der Menge (G, <)
ist ©@. Bs seien #, y ¢ ¢ Elemente, zu welchen es ein solches Ende F gibt,
daB e B, y e @—F gilt. Dann ist y 3% 2. Also gibt es ein solches Ele-
ment B e B, daB 2 ¢ B, y ¢ @—B gilt. Daher ist die Bedingung (B) aus 3.1
erfillt; also ist B eine Quasibasis des Systems aller Enden der Menge
(@, <). Daher ist (B) in Kraft.

IL. Es sei (B) in Kraft. Es seien 2, ¥ € & solche Elemente, daB o <y
gilt. Dann ist B(2) = {t| te @, t > o} ein Ende der Menge (6, <); es gilt
% e H(z), y e G—FE(x). Nach 3.1 gibt es ein solches Element B eB, daB
#eB, ye@—B gilt. Also ist B eine duale Ordnungsbasis der Menge
(@, <). Daher ist (A) in Kraft. ’

Es sei (G, u) ein topologischer Raum, dessen System aller offenen
Mengen ein vollsténdiger Mengenring ist. Es sei m die minimale Kardinal-
zahl, zu der es eine solche Quasibasis B des Systems aller offenen Mengen
des Raumes (G, u) gibt, daB cardB = m gilt. Dann heiBt m Quasigewicht
des Raumes (G, %) und wird mit qw (G, u) bezeichnet.

Es sei (@, <) eine geordnete Menge mit der Rigenschaft card G > 2,
u die entsprechende rechte Topologie auf & Nach 3.2 ist quw (G, u) die
minimale Kardinalzahl m, zu der es eine duale Ordnungsbasis B der
Menge (¢, <) mit der Eigenschatt card B = m gibt. Aus Korollar 1 in
der Arbeit [5] folgt

3.3. SATZ. Fs sei (@, <) eine geordnete Menge mit der Figenschaft
card G = 2, u die entsprechende rechte Topologie auf G. Die Kardinalzahl
qw(G, u) ist die Kleinste Kardinaleahl w mit folgender Bligenschaft: Die
Menge (G, <) ist zu einer geeigneten. Teilmenge der Kardinalpotenz 2™
isomorph (4).

3.4. Bemerkung. Es sei (¢, <) eine unendliche Kette, m die klein-
ste Kardinalzahl mit der Eigenschaft, daB (@, <) zu einer geeigneten
Teilmenge der Kardinalpotenz 2™ isomorph ist. Aus [5] folgt, daB m
zugleich das Minimum von Kardinalzahlen der in (6, <) dichten Teil-
mengen ist. Aus diesem Ergebnis liBt sich ahnen, daB m durch topo-
logische Begriffe ausgedriickt werden kann. Die topologische Charakte-
risierung von m wird in 8.3 angegeben.

(*) 2 ist eine Kette mit zwei Elementen, m ist eine Gegenkette, deren Kardinal.
zahl gleich m ist.
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Some applications of the notions of forcing
and generic sets *

by
S. Feferman (Stanford, Calif)

1. The notions of foreing and of generic sets were introduced by
Paul Cohen [2], [3] to settle the long-outstanding problems of the logical
interrelationships of the axiom of constructibility, the axiom of choice,
and the continuum hypothesis, relative to the system of Zermelo-Fraenkel
set theory. In this paper we consider extensions of these notions to
other contexts, namely that of (1st order) number theory and of a part
of (2nd order) analysis, and obtain some applications there (§§ 2 and 3).
These results depsnd on a general framsform lemma concerning forcing;
this is proved in § 2 below. By means of this lemma we are also able
to obtain some new applications of Cohen’s methods in set theory (§ 4).
The most interesting of these are the following: (1) No set-theoretically
definable well-ordering of the continuum can be proved to exist from
the Zermelo-Fraenkel axioms together with the axiom of choice and
the generalized continuum hypothesis. (2) The prime ideal theorem in
Boolean algebra is independent of the Zermelo-Fraenkel axioms. (Both
results depend, of course, on the hypothesis of consistency of Zermelo-
Fraenkel set theory.)

The notion of forcing is syntactic and the notion of generic (se-
quence of) sets is obtained directly from it. However, the motivations
behind the introduction of these notions arve essentially model-theoretic.
In broad terms, what is involved is the following. One starts with
a cerfain language L, whose structures M we are interested in. L is ex-
tended to an auxiliary language L* = L*(S,, ..., S, ...) containing (a finite
or infinite sequence of) symbols Sq, ..., S, .y < 0 < w, for the generie
sets &, ..., Sn, ... to be defined. L* also contains means to denote the
members of a structure JM* = A8, ..., Sp,...) of objects constructed
in certain ways from the S, ..., Sy, ... Every L*-structure thus deter-
mines an L-structure.

* Text of a talk given under this title at the International Symposium on the
Theory of Models held at Berkeley, June 25-July 11, 1963. A summary of the main
definitions and results of this paper is to appear under the same title in the proceedings
of that Symposium.
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