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Now, if we are given any sentence o of Ly, then, by (A) and (B),
¢ is logically valid if and only if {(~ o)’} v X is inconsistent, i.e. if and
only if ~(~oc) can be derived formally from 2. This establishes the
completeness of L:

THEOREM. V, 48 recursively enumerable.

From the Theorem and the Compactness Theorem (3.4) for L, fol-
lows at once the

CoroLrLARY. If 8 is any recursively enumerable set of L,-sentences,
then the set of (semanmtical) logical consequences of S s recursively enu-
merable.

It should be noted that the Theorem given us effectively a proce-
dure for enumerating a certain set of sentences. However, owr knowledge
that this set coincides with ¥ is of course based on set theory, since V,
can only be defined in set theory, and indeed on the Axiom of Choice,
which is used is the proof of (B).

In conclusion, we shall describe somewhat roughly still another con-
sequence of (A) and (B). Suppose that the definition of the set V, has
been formalized in the set theory of Godel’s monograph on the Con-
tinuum Hypothesis., By replacing throughout this definition the notion of
arbitrary set by that of constructible set (in the sense of Godel’s mono-
graph) we obtain the definition of a second set Vi. In other words V¢
ig the ¥; of & man who considers only constructible sets. Now, suppose
we obtain the definition of the set Vi’ analogously from the following
definition of the set Vi:

Vi = {o]/~(~0) is derivable from X}.
Sinece the definition of V] involves only elementary number theory, which
is unchanged by the passage to constructible sets, we can conclude (as
has been remarked in general by Kreisel) that Vi’ = V;. We argued above
from (A) and (B) that V,= Vi. Carrying out the same argument within
the universe of constructible sets we conclude that VS = V/°. Hence the
THEOREM. V; = Vi.

Thus, if we can show on the basis of ordinary set theory by assum-
ing the Generalized Continunm Hypothesis that & particular IL,-sentence
is logically valid, then we can also do so without thatb assumption. The
author was in fact led to the Theorems above in part by an attempt
to eliminate the G.C,H. from the proof of a ecertain recent result of
C. C. Chang (a generalization of Beth’s theorem on definability). The
method just outlined does indeed work for one part of Chang’s result.
However, it would take too long to describe here the details.

Regu par la Rédaction le 15. 9. 1963
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Sur 'ensemble des points de divergence des séries
entiéres continues sur la circonférence du cercle
de converegnce

par

J. Staniszewska (E6dz)

J. Sladkowska [3] a démontré que pour un ensemble arbitraire
B C O, ol B est de classe G, et P est un ensemble de classe F, de mesure
logarithmique zéro, il existe une fonction continue et périodigue dont
la série de Fourier est divergente sur l’ensemble E et convergente sur
son. ensemble complémentaire.

Me basant sur ce résultat, je construis dans ce fravail une série
entiére continue ayant des propriétés semblables.

Je vois d’abord rappeler certaines définitions et notations:

1. Un ensemble F de nombres réels a pour mesure logarithmique
2éro, si pour un nombre arbitraire ¢ > 0 il existe une suite dénombrable
de segments ouverts recouvrant lensemble B, de longueurs #;, I <1
(j=1,2,..) telle que

el
St
£ log (L) =

2. Nous appelons 'ensemble B de nombres réels périodique de période a,
si sa fonction caractéristique est périodique de période a.

3. Nous désignerons par si(p,f) [resp. Sulp, /)] la &*™ somme
partielle de la série de Fourier (resp. de la série conjuguée de Fourier)
de la fonetion f(p) au point ¢. .

4. Par Si(p, H), en abrégé Si(p), nous désignerons la & somme

00

partielle de la série entidre D aye* == H(s) (convergente pour |z| < 1)
Jema0)

en z = ¢. Lorsque la fonction H(z) peut &tre prolongée A une fonction
continue dans [#| <1 (et de valeurs finies), nne telle série est dite série
entiére continue.

Dans la suite nous définissons pour |¢p| <= et ¢ < =/2 la fonetion

pour
pour

pl<a,

1, a,my = (I Psimmlel o> o
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Pour les ¢ restants nous définissons cette fonction comme périodique
3 de période 2.

LevmMe 1. Nous avons
g ¢
) Uﬂ‘?i%’—"iﬂ—”—) cos kidt| <

9 &
]
™

a(4n +11) + 2a|sinme|In Tl

pour w=lpl=a,

T
pour I(])l << m et m # 7s,,

™
lpl =g €l

a(4r+11) pour m—F]

m# I,

m -+ k)

u . @ 4
i [ - < —
a(4n+9)+alsmm¢p|1u2( k)(p+a|ssmm(p]1nq9 pour o] < (
m==k,

41

et m=1~.

. @ 7
a(4n+9)+a|s1nm¢pllna pour |¢t>m

Démonstration. Nous utiliserons ci-dessous des inégalités évidentes.

Pour tous les a et f tels que 0 < a < f < = ainsi que p positif arbitraires
on a

(2) Uﬂ Smptdt~ <m,

1
g 2 pour az= =
2 ’
o [fesral- "
. 9 Lln T .
+ nzpa pour a<2p .
Pour démontrer le lemme nous allons considérer les cas suivants:
La<gp<m,
2.0<p<a.

La fonction f(p, a, m) étant paire, I'mtégrale considérée dans notre
lemme est une fonction impaire, done il suffit de tenir compte de ces
deux cas.

1. Pour o < p < w—a nous pouvons estimer a fonction sous le signe
intégrale par la fonetion linéaire t- ajp.

Pour n—a < ¢ <= nous allons estimer la fonction sous le gigne
intégrale dans les deux intervalles d’intégration distinets par deux fonctions
linéaires. La fonction dont la valeur absolue est plus grande est égale

2 atfp. La somme des longueurs des intervalles ®’intégration dans chaque
cas est égale & 2a.
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2. La fonction

glp,a) = {77 pow

pour

ol <a,
9l = a

sera représentée comme la somme de deux fonetions,

9(p, @) = hig, a, b)+g(¢+“"’ atb

27 2

pour a et b arbitraires telles que 0 < b < a, ont

a—b b—
2(¢+—2—) pour —5—“<¢<0,
W@, a,b)={ a=b pour 0<9p<gb,
—¢+a pour b<g<a,
0 pour a<g.

Comme f(p, a, m) = ¢(p, a)sinm|gl, en tenant compte de (pour b = ¢)

g(H— ___a—zhp y a—l—cp) sinm|p +1|

coskt

2
i

<1
nous avons

3

| 1 g i
) Ifﬂgaj-_z, “’m)~eos7otdt{<2a+’fg(qg_i_t’a’wgsmmw-weosktdt )

1

Pour estimer I’intégrale

" hlp +1, @, p)sinm|p 4|
—f ; cosktdt

nous allons distinguer deux sous-cas: 2a. ¢/2 <p < a et 2b. 0 < p < af2.
Dans le cas 2a nous avons

(3) ’fh((p+t’a’?t)81nm|¢+tl eosktdti

~o 2(-54—%1'7) sinm(p +1)
= 7

cos ktdt 4
(—p—a)2

n Tﬂ (a—qa)sinm;@p—l—t)coskt dt+ f(a—:p)sh:m(cp+t)
P

cosktdt -+

-

@
a—g@
(~¢—t+a)sinm(ptt)coskt |
+f . -
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+¢ ;
(pto2 2(“ — t) sinm (p—1) g
='j 2 : cos ktdt— Jgﬂﬁ%l_m(¢ )cosktdt—
[4 —pta
a~¢ i : a—q)( t-+a)sinm(p 1)
_f Mﬂ%mcogktdt_{_f 4 ; P+ COSktdt’
0
a—9 4—@ _ 2p—a
<5 e +(a 9’)a_¢ +

a=p
[(a-«p)Qsinmtcoswp]dt] -|—U sinm(<p+t)cosktdt|
0

77 coskt

cos

+|f t
]

<2 s 2p—a)+ 2m(a—g) +amp) < 2ra.

L’estimation

T o8 kit
(d
=

[(a —g)2sinmt cos mm]dt\ < 2n(a—p)
0

2 été obtenue en tenant compte de l'indgalité auxiliaire (a).
Dans le cas 2b nous avons

\fh(¢+t,a7¢)siHMI¢+t\ cosktdtt
1

a+g

ﬁmmw+n
1

o ofse
=\_ cosktdt +

{~p—a)2

g—t +a)sinm(p+1)

i cos ktdt -+

@
—)si i —

b [lamnsmnlost g
S 0

+ f (—qo—t+aisinm(qa+t) cosktdt‘
@

wra 2(“—'2”"1 —-t) sinm (g —1)

7 .
ZU ? COSktdt—j (“*¢)Slnmt(¢—t)coskt i+
P &
P ) a—p .
+f (—¢—t+a)s11;m(¢+t)coskt dt+f (_¢_t+aismm(¢+t)OOSktdt[

@
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(p+aj2 2(“ ;9’ —t) sinm (@ —1t) cos kt
< f 5 dat -+
®
T w —p—t+a) slnm(ga-%t) ?coskt
+ j z cosktdt‘ + ‘ J 7 2(a—p)cosmpsinmidt) +
@ i}

J sinm (@ + 1) cos ktdt

0

< i +dy| + 2n(a—g) + < i +Hd +a(2r+1),
en vertu de l'inégalité auxiliaire (a).
Les intégrales J,+J, nous allons estimer en considérant deux cas:

a-q@

2 7
.. a4
@ a—p> 252
Dans le cas (i) nous avons

(i) a—o <

cos kt

(8) [Jy+dy| = \f [2asinmep cosmt — 2¢ cos mesinmt] dt +

a—p

[2sinm (¢ —1) coskt + sinm (¢ 1) cos k] dt +-

<a+.w>/22(——“ “;"’ —t) sinm (p—1)

+ t

cosktdt

a~gp

a—p
¢os ( m+k dt-i—j eos|m k|t dt)l""

?

[
< ‘asinmrp(j
@

3tp a3¢pa
2

a|51n(p|(‘f wdt‘-{—[f Mdi”-&—a (@rt4).

En tenant compte de 1’inégalité auxiliaive (b) nous obtlendrons

+o2n+3(a—29) + L=

a—p cos (m - )1 2 pour > Z(qnﬁ+k)’
@ |[ @miBiy g
’ 2y POV ¢<mﬁ¥m1
a—g 2 pour ¢ Oﬁ m#=k,
o8 1 — 2i
1) U co s_]ﬁ:m k”dtl
® 2+]n2|m e pour gv<2[ 7l ol m#

Fundamenta Mathematicae, T. LIV 21
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En vertu de (5), (6) et (7) nous obtenons dans le cas (i) I’estimation

o+ 8 inme| (lngr—— +Ins— "
@) alsinmel\Ing G e T ol T
T
pour @Sm,
(8) |J1+J4| < a(2W+8 -+ alglnwllngri;i-:ﬁpp'
our il <P
p Stk S S m—n
™
a(2w +8) pour @ > ; S ] R
ol m % k. Dans le cas (ii) nous avons
(atp)2
[y 4+, = } E)S—— [2asinmp cosmt — 2 cosmepsinmt] dt 4
(4z+w)/2

— f [2sinm (p —1) coskt + sinm (¢ -+ 1) cos k] dit -+

" (—p—t+a)sinm(p+1)coskt

; dt

_i_

(a+o>)/2

(a+e)2
lasm'rmp(f cosm+k d+f cm[m kltdt)l—i«

[
(a—3p)?
a—|—qa 4

alsmm&pl(‘f cos m+k)tdt’+}f cos|m k!tdtt) 4(@r+2).

En tena.nt compte encore de l’mégahté auxiliaire (b) nous obtiendrons
dans le eas (ii) Pestimation

a(2r+6) 4 a|sinme) (]n2

+2mp+3 ?L =

+In

T ™ >
(m-+k)o 2\m—T|e

™
A PO Sgm TRy
9 itdd < | a2
1 4: n+6)+a]smm<p|ln2]m g
T b

PO ) ~? S S

a(2n+6 T
\ ( ) pour ¢ > TR
ol m # k. :
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Pour m = k nous avons dans les cas (i) et (1) deux possibilités:

’ T
. .
& S omtn) & o> <m+7a)
Dans le cas c¢:
cos ( m+k '
’f dt|< 2+1In m
(10)
aos m—Hc) o T
’ f U <2t e

Dans le cas d.
a—g
s (m -+ R)t
L

ainsi que dans ¢ et d
(a-+g)j2

a-gp

1 _me—? fl N 2
(12) [ la=m e, Fit=meEe,
P

P
Si m =k, dans les cas (i), (ii) nous obtiendrons

@ (27 4 6) +a| s nmxp[(]nz(m+k) +In )
T
(18) i +dul =< | powr @< ey
. @ ) m
a (27 +6) -+ a,{hxnm(pllnqJ pour 9> pr—s PICESOE

Enfin, en tenant compte de (2); (4), (8), (9) et (13), nous. avons
Pestimations suivante:

1
a (4 11 a|sinm ln—
a(4n+11) + 2alsinme| ] -
pour 0< q:<21 ki’et m #k.
a(4w-+11)y pour :p?m et m+#k,

Y ot . T [
' f _f(w_ltt’ff’ln)_ cosltdt| = | @(dw-9)-+alsinme] (ln_i_(m—-i—k-ﬁ +In 5) ‘

pour @< il et m==F,
2(m+k)

a{drn+9)+ a|sinmqo]ln§

pour ‘p>_____'rr et m==F.
. 2(m+k)

ce qui achéve la démonstration du lemme 1.
21*
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LeMME 2. Pour tout ensemble B périodique de période 2w, HeGy o
tel que E est de mesure logarithmique zéro, situé sur la oirconférence du,
cercle unité, il existe ume fonction continue et périodique I'(p) telle que 1a
fonction conjuguée F () est aussi continue, et

Lo lsul@)l < A et [Sulp) < A pour tout ¢ o k=0,1,2, ...,

2. la suite {si(p)} est divergente pour tout ¢ B,

3. les suiles {s(@)} et i(p)} sont comvergentes pour tout o ¢ B

COROLLAIRE. F(p) et ﬁ(qo) sont les parties réelle et imaginaire de lo
série de puissamces continues

oo
Yot ) (an—iby)am,
()
dont les sommes partielles sont bornées dams lewr ensemble pour z==¢lv g
qui est divergente pour chaque ¢ « B et convergenie pour chaque ¢ ¢ I.

Démonstration. Pour plus de clarté, il est indispensable de rappeler
la construction indiquée dans le travail [3].

& étant un nombre arbitraire pogitif plus petit que 1/4. Il existe en
vertu de 'hypothése pour ¢ un systéme dénombrable de segments ouverts
B™ de longueurs 2™, on ™ < 97% m — 1,2, ..., tels que leur somme
recouvre pas E et que

D, (1/10g(1/28m)) < & (1.
m

Rangeons les segments B™ en une suite selon la régle suivante:
nous mettons dans la classe B, 1=0,1,2,.., les nombres ™ qui
vérifient les inégalités 27 < g™ < 27! Toute classe B; se compose
d'un nombre fini d’éléments ™. Quelques unes de ces classes peuvent
étre vides.

Désignons ensuite par {1}, § =1,2,.., une suite partielle de la
suite {I} telle que By, =0 et B; =0 pour I#1;, §=1,2,..

En posant By, =B, j=1,2,.., nous obtenons un ensemble de
classes {8} non vides. Les éléments de la classe BF sont les nombres
B™ tels que 270 < gm o=l

Soit ks> 1 le nombre d’éléments de Ja classe B,

Désignant les éléments ™ de la classe BY par fy, By, .., Br,, ceux
de la classe B! par ., Britey oy Bryir, ete., nous pouvons ranger tous
les éléments .B('M) €n une suite {8,}; B,, Bayeees Brys Bryirs ooy Bty s Brtskaay ooe

Remarguons que
Z L=

ne dans ce travail le logarithme de bage 2, tandis que

(*) Le symbole log désig;
In est le logarithme naturel.

%
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Ensuite définissons une suite de nombres naturels {my}:

"y = 27,1 H My == 2111+1, LI} mk; = 2p1+k1—1,
D D2+ 1 .

Mgy +1 == 2 s Mgy 2 = 2 s - ”Zkrl—kz — 2p2+kz I,
= oPI —

Moy 4 leg — kg1 = 277, Ce ey Mgy gy = 2P

oun (3) Py o= [léll] ’ Py == 1ax {[lélfL Pi-1 +k7—1} ’
On démontre dans [3] que
1° La suite {m.} ne croit pas plus lentement que la progression
géométrique {27};

o

i=2,3, ..

° e O -1
sim1 10Z M By

3° la suite {oa} ON up = mufE tend vers zéro, de telle facon que
an > P ot an/ﬁvz —> 005

4° pour 75> 0 arbitraire il existe un 6> 0 tel que i f, < & alors
tn -+ 7/6mn < 7 eb 6 ne dépend ni des nombres l;, %; ni méme de & & con-
dition que lon prennue ¢ < }.

Soit maintenant (a, a-+2n] un intervalle dont les extrémités n’ap-
partiennent pas & E. Posons B, = F-(a, a+2x). L'ensemble H,C E,
C (o, a--2m) est de classe G5 ot la mesure logarithmique de &, est zéro.

Construisons ensuite le systéme de segments B, recouvrant ’ensemble
B, de la facon suivante. :

Soit Hy = ﬁ Gpy OU (a, ¢+27) D Gy D Gpia, Gp ouverts. Soit & une
p=1 :

composante quelconque de l’ensemble G,; représentons — la comme la
somme d'une quantité dénombrable de segments O fermés, dont les
intériewrs sont disjoints et les extrémités n’appartiennent pas -4 Pensemble
E,. (La suite des extrémités de segments O; posséde exactement deux
points de condensation aux extrémités de la composante S).

Pour chaque segment O; formons un segment ouvert 0] ayant avec
0Oy le méme milieu, tel que 0;C 0 ot que 0 soit contenu dans le segment
dont les extrémités sont les milieux des segments adjacents 3 0.

le nombre correspondant d;, divisons le segment O; en un nombre fini
de segments formés Jy, dont la longuenr ne dépasse pas §; et les extrémités
p’appartiennent pas & Pensemble F,. Bn procédant de méme avee chaque
segment Oy, on peut représenter la composante § comme la somme d*une
quantité dénombrable de segments fermés Jgz, dont les extrémités n'ap-

partiennent pas & lensemble B, et les longueurs sont inférieures aux

(*) [%] désigne le plus grand nombre entier <.
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nombres correspondants ;. En répétant le méme procédé avec chaque
composante de 'ensemble &, on peut représenter celui-ci comme la somme
d’une quantité dénombrable de segments 5 fermés, d’intérienrs disjoints,
~ayant les propriétés énumérées plus haut.
Rangeons tous ces.segments en une suite simple_{J 1}; alors Gy = LZJ Ji.

Considérons Vensemble J;F,; c’est un ensemble fermé de mesure
logarithmique zéro, par conséquent au nombre &2''? on peut faire cor-
respondre un systéme tout auw plus dénombrable de segments ouverts
By de longueurs 28, tel que ce systéme recouvre ensemble J1 B, et que

1 &
® ; 10g (1/2ym) 2570

Nous multiplions le systéme {Bj,} par lintérienr J7 du segment
J1 et modifions le systéme ainsi réduit de telle fagon que les segments
ayant des points intériours communs soient réunis en un seul segment.
Le systéme de segments ainsi modifié vérifie également linégalité (x)
la démonstration de ce fait est esquissée dans le trawvail [3].

Elle concerne la somme d’un nombre fini de segments, mais en passant
4 la limite nous obtenons un résultat analogue pour les sommes dénom-
brables. ‘

Du systéme de infini segments ouverts B, qui recouvrent I’ensemble
fermé J; B, nous extrayons maintenant, en vertu du théoréme de Heine-
Borel, un nombre fini de segments qui recouvrent également I’ensemble
J1E.. La longueur de chacun d’eux ne dépasse évidemment pas le nombre
8 correspondant au segment Oj; ces segraents sont disjoints. En faisant
une construction analogue pour chaque segment J;, nous obtiendrons
finalement un ensemble dénombrable de segments {B®} de longueurs
26% qui recouvrent conjointement ensemble G,E, et tels que

)

Zﬁ“l_ﬁ <M.t _¢
o log(1/267) ~ & 2P 0P

En outre, chaque point de l’ensemble G, E, appartient & un seul
segment, B. Nous rangeons Pensemble dénombrable des segments {BY}
p;m=1,2,..) en une suite simple {B,} suivant le principe indigué
au début de cette construction (p. 312).

En faisant correspondre au nombre g, les nombres My 6 ¢y a1 MOyen
de la méthode déerite dans 3° nous construisons deux nouveaux segments
ouverts: le segment A, concentrique & B, de longueur 2q, et le segment
An de méme longueur 2a, mais dont le milien est déplacé de w/6m, par
rapport au milieu commun des segments B, et 4.

@ ©
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Le segment B, étant un certain segment BY contenu dans un segment
Oy, les segments A, = AL ot 4, = A sont contenus dans 0;. 1l résulte
de la construction des segments By, pour p fixe; que le point arbitraire
@ € (a, a+2n] appartient & un nombre tout an plus fini de segments
AD ot AD. Bn effet, si ¢ n’appartient pas & Gy, il n’appartient & aucune
composante S et, par suite, & aucun des segments 42 ou A2, qui sont
entiérement contenus dans ces composantes. 8i, au contraire, ¢ appartient
4 @y, il appartient & une certaine composante § et, par suite, & un ou
deux des segments fermés Oy eb chaque point du segment O appartient
4 un nombre tout au plus fini de segments A2 et AD: & ceux dont les
milieux sont contenuy dans un seul segment O,,, adjacent 3 Oy, et & ceux
dont les milieux sont contenus dans le segment O; méme.

Le systéme de segments ouverts By, ainsi obtenu recouvre évidemment
l'ensemble E,, puisque les segments BY de chaque suite (pour p fixé)
ont cette propriété et il possdéde les propriétés suivantes:

& 1 f €

“ & Te(1j2pn " imzp <1

. si p e Hy; p appartient & un nombre infini de segments By;

Y. 8i @ (@, a--2n]—H,, ¢ appartient & un nombre tout au plus
fini de segments A, et Ay.

Bn désignant par ¢, le centre commun de B, et 4, nous avons

{Bu};  {{gn—Pn, n+Bu)},
{4a};  Algn—an, pu-+an)},

{Zn}: {(fpn ‘FB‘,},%;”‘aily‘Pn-f‘E%;%—an)}.

Dans la suite nous définissons les suites des fonctions {fa(p)} et {ga(p)}
continues sur tout Paxe réel et périodiques de période 2m;

c oy fenlon—|p—gnl)sinmalg—pal DOUT @ € (Pn—0n, Pu+tam),
Tnlg) = 0 pour @e(a, ¢+ 2n]—(Pa—an, Pn+ an),
(15)
, ki . e
l“n,(an“"" \(P"‘/’ﬂ”g‘,’“ﬁ’; )51113’”""“7’ Pn 6 |
T b
) = pour ¢ € (% + Ginn " P +—6_m; + a,.),
T T .
0 pour ge(a, wt2x]— (?’n'F B, Pt o, T O]
ol
B R S
bn = mlogunmg’ " onlog3anma
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Posons

Pp) = ) Ufnle) +gale)]

n=1

(16)

II résulte du travail [3] que F(p) a les propriétés suivantes:

I. La fonction F(p) est continue et périodique de période 2.

II. Les sommes partielles sy(p) de la série de Fourier de la fonection
F(p) sont bornées dans leur ensemble. )

III. La série de Fourier de la fonction F(p) est divergente pour
chaque @ ¢ B et convergente pour chaque ¢ ¢ 1.

00
Démontrons maintenant que la partie imaginaive Y (ansinng—
el

—bucosng) de la serie Y (an—ibs)ei™ est convergente vers T (p) pour
n

tous les ¢ e (a, a +2n]—H,.
A cet effet démontrons d’abord que I (p) existe pour tous les ¢ et
a les propriétés suivantes:

I'. Elle est continue et périodique de période 2r,
oI 1F ()] < (5r+12)4e,
an IIL. |$k(p, F)| < %(5n+13)3+6~%—2 pour tout % >3m, et tout
P e(u, at2n].

Remarquons que les fonctions conjuguées fu(p) et Fu(p) s’expriment
par les formules

(18)

> 1 [ falptt) ~ 1 (gnlp+t
fnlp) = T Totgw at,  gulp) = —= %@%%—t)dt

Les intégrales figurant dans (18) sont des intégrales au sens de Rie-
mann, car les fonctions fu(p) et ga(p) remplissent la condition de Lipschitz.

En effet, il résulte de théorémes connug que les fonotions fu(@), fu(®)
font continues et leurs séries de Fourier (aux sommes partielles Sx(e, fa),
8k(p, gn)) sont convergentes, car Ta(®) et ga(p) remplissent la condition
de Holder avec 'exposant p. ex. % done [B] Fulp) et gu(p) vemplissent
également la condition de Hélder avee Pexposant § et leurs séries de
EQu}‘ier sont en vers elles partout convergentes en vertu du critére de

111,

Démontrons ensuite que

¥ 5 +12 ~
(19) (@)l < oo Sr+12
TS Srlgfamy 0 1Onl9) < 2nlg fuiin

icm®

Points de divergence 317

Remarquons que
n

= [ oo

-

k4

o2 [0

~

[Fa()] <

2tg3t 1

_ 2apen ~ 57412
g —_— . < ————
- -+ an eu(Bw+11) STa B,
puis que
-7! n
f f(’P_(p"; Ony Mon) at.
Lestimation demontrée s’obtiendra en vertu du lemme 1 dans

le cas k=0 (il est évident qn’alors & = my,). Llexpression considérée

T Sine Zwl T

sinwln.- | =
' %712 T w Lo

olt & = Map{p—pa) < /2.
Dune fagon analogue nous obtiendrons pour la fonetion ga(p). Done

2~ Br412
\fal@) +gnle)] < PSPT A

Comme que D 1/lg fumy < 4e, la série > [?n(w) + gn{)] est uniformé-
w=1

Tl
ment convergente. Ses termes sont des fonctions continues, done sa somme
F(p) est continue et 3 [Fulp) +a(e)] = F(p). Bn effet, les coefficients
n

de TFourier de la fonction F(p) sont égaux aux sommes des coefficients
des fonctions fu(p) - gu(p). Done, ces coefficients de la fonction F(q:) sont
les sommes des coofficients des fonctions Ju(p) - gu(@). (Ils sont les mémes
que pour les fonetions fu(p) + gule), mais convenablement déplacés, éven-
tuellement de signe changé). La série ) [Ja(#) + gu(e)] étant uniformément
convergente, les coefficients de la somme de cette série sont égaux aux
sommes des coefficients des fonctions Ja(p)--gu(p) et par conséquent,
& celles de la fonetion F (p). Comme le systéme frigonométrique est complet,
il suit done que 3 [Fale) - gule)] = F (@),
% 4
B}l < ) Falo) 1 Gul)] < =
Ml

Soit, Fy(g) = 2,: Tle), Folg) = 2,3 9(9); $u(@, F) = nlp, F1) +5u(@, Fo).

Pour démontrer que les sommes partielles §(p, F) sont bornées dans
leur ensembles, il guifit de prouver que Sy(e,t) et g, g) le sont aussi
bornées.

(b +12)e.
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11 résulte de la convergence uniforme de la série 2 fil®) que Bnfin, en tenant compte de (20), (21), (22), (23) et (24) nous avons
Testimation
7 o ~ b +16
1 5 |5u(p )] < st lS
stp )= —= [ D itp+0 Butnyis = — 2 Z [ Hio+0500 (25) S g,
T st pour chaque ¢ telle que = = |lp—gi| > a.
- Prenons k > 3m, et choisissons n de telle facon que My < < Myq.
Z sily, 1) De la définition de la suite {m.} nons obtenons myfk < § pour 7 = 1,2,
ol = n—1 et myfk =2 pour l=n+2,n-3,
08 (I En fixant que I s n et 5 a1 en vel‘tu du lemme 1 nous aurons
Dylt) = —cos (b + §) testimati
* 28in}t ! Vestimation . o
Bl om
- al(‘l‘TC ’1‘11) +are = S
. 1 1) - b 27 lg from
@0 lidp, il <7 RICEDI f’(?” 9 cosutdt] ‘
=) 2igh Jtg1i . pour 0 < popr< s T
X 1 fdet+t) orial 2mi—%|
(26) = | S cos bt dl | <
1 ) T . t J_sml( dm+11) = 4a+11
+’§ ff;(qv%—t)sxnktdt', " T 2nlgBimy
o OUT @ —gpy >
mais en vertu de (19) powr g =g = 2|my —k
car pour !> w41
 filg+1) ‘ 5r+12 - . B} )
21 - " 9 inm . R —— R— § ” N — SR e
{21) =) “atgH S<Grlgfim; pour chaque ¢ ¢ (a, a-+2x], ginm(g (m)]nZsz'--kl (= < |sinm(g—¢i)ln mz(tp"fpz)]<2 )
1 [ 1 1 pour 1 << n
(22 \— f tsinktdt| <= ——
) =) flp +1)sin Sz waln T fun ]

sin (g — @)1

- ‘\ snmile —p) In go—r——
= Sh—1%) (0 —
pour chaque f ¢ (a, a-2%]. " - kl =1 (k—3E)(

~ < Sink((p ® )hl——n <z
) fulp +1) PRy TR )
(23) LCE) W ‘ JRCES =
'n:_n 2tg it { e t cosktdt) + puisque
k T
f 5 (p—g0) < (k—ma) (p—p1) < 5 -
L ffz(<p+t (%glt t)coskzdt] ‘ f do+1) cosktdt‘+ ) ,
! g frm Dans lo cas & =: my ot L == my,, en vertu du lemme 1
Occupons nous maintenant de la limitation de ¥
INTER . . In2
. en |1 [P0 osman| <L epan(ano+9)+ E““"( +1)+———
S [HeED a (fo— !
ol EALS SIS RPN — & Piy ag, M,
R J e gy, I | br-10
—~ 57 e 1o}t s
n S 2nlg fuma
{24) % fﬁ%ﬂcosktdt)< 9 o ._E_zg we 1 pour chaque ¢ e («, a-{ 2n];
A : le—gqi = ©  mlgfmy «
o L[ foaale-+t) _Br+10
pour = > |¢—@i|>a; en vertu du lemme 1. 27) ™ f f,’!”mt.”m_ -cos et (\: T +27"]gﬁ”'m"
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pour chaque ¢ € (a, a+2xn], car

In—% In L +Inng an ln~———-]:———
P—n _ _ Malp—pn) =P —n) g0
g ann lgapmy lg anmy :
Dans la suite posons
n—1 oo1
8o, 1) = D) Gulp, 1)+ Belp, fo) + Belp, Furi) + D, Bl 1)
i=1 l=n2

et designons les sommes ci-dessus respectivement par &, 5%, 5%, 54.
En vertu des inégalités (20), (21), (22), (23), (24) et (26)

n—1
28) 18 < D [ele, 1)
=1
n—1
_ b +12 1 1 b +11
§§ (Zn]gﬂzmz+wlgﬂ1m;+ nlgﬁzm;+27clgﬁz'mz)
n—1
Sm+13 1 4
<%t glgmml <Z(Br+13)e.
#4< ) g, 1] <2 (5 4-13).

I=k+2
Evaluons ensuite |33 et |33,
Si ma/k < % nous ajoutons § & la somme 3%, ce qui ne modifiera

Pas évaluation, par contre si § < Mafk <1 nous évaluons |53 en vertu
de (27) comme il suit:

- Br4+12 1 1 Brn4+10  In2
29 A P e S T N S i et
@9 Il 27lg Bumn +nlgﬁnmn+ m21g Bumn | 2TIg Pty |

0n+25 In2 4 2
= _ang"'ﬂn‘mn" +T < ; (57!7 +13)€ + —T-;" .

Si ensuitfa Mnyr[Fe ?2 en ajoutant §% & la somme §% nous ne modifions
pas Pévaluation de 5%. Par contre si 1 < Mnii/k < 2, alors

~3 10n+25 In2 4 In2

En définitive des formules (28), (29) et (30) il vient
- 1
(31) Blp, )l <12 (57 113) 1 2102
T

pour chaque % > m, et chaque e (a, @ 4-2x].

e ©
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Nous obtenons d’une fagon analogue Pestimation de pour chaque
% < 3m,; et chaque ¢ e (a, a 4 2] pour (e, T0y)

. 16
(32) [k, 7)) <?(5n+13)5+?]ﬂ12._

Des deux derniéres évaluations nous tirons

" 32
(33) lflg, )| < 2 (br+18)e + 2me

pour chaque % > 3m, et chaque ¢ e (a, a+2x].

Les Sk(p, F') étant continues ot bornées, leur quantité finie pour
k < 3m, est uniformément bornée, par conséquent toutes les sommes
Su(p, ) sont uniformément bornées par le nombre

3

(33") max ( max |Sx(p, F)|, 7:2(51-:-|—13)s—l—%1n2).

pe(a,a-2m] \O<ilo<3miy

Supposons que ¢ ¢ (a, a+-2x]—F,. Bn vertu du mode de recouvrement
adopté, il résulte que ¢ appartient aNun nombre tout au plus fini de
gegments 4, et ZW,, so0it @ ¢ Ay et ¢ ¢ An pour n> n,. Soit 4 un nombre

(=]

arbitraire positif. La série 3 1/lgBum, est convergente, done il existe

el

j 1
]gﬂn‘n@n 28.

Nempiy -1

n, = ng tel que

Mais en vertu du critdre de Dini nous avons $i(p, fa) >falp) pour k > &y,

7

2 e, f ~Plol < - .
Vu (19), |
nmamy | 1 w1

De (24) il gensuit que

& . L Bee13 % 1 < br+13 p
Z [8x(p, fa)] < s Ig B © 287

My ol nmny 1
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Avec les donndes précédantes nous pouvons évaluer la différence

> ~ - SRR N
s 20— Pl = | Dlastos i) = DTTatg)| < X s, 1) —Talg
+ 2 )|+ Z 18(p s /)] éég powr k> Iy,
n=q+1 n=mnyt1

Pareillement

8k(p, Fa) — Folep)] <

RS

pour k> Tk,
d’otr

Bele, 1) — F (9)| < Bl £2)— Fol )] -+ 8l Fy) — Fofg)] < o

pour k& > ky; ce qui prouve la convergence des séries conjugudes de Fourier
au point ¢ € (a, a+2x]—H,. -

Etant donné la continuité des fonctions F' et des fonetions conjuguées
F, leurs séries de Fourier sont unfformément sommables par la premiére
moyenne vers ces fonctions. Done, les premiéres moyennes des sommes
partielles de la série entidre X(ay—ibs)etn sont uniformément conver-
gentes (sur la circonférence du cercle unité). En vertu du principe du
maximum, elles sont done uniformément convergentes vers une certaine
fonetion H(z) continue dans |5| <1, holomorphe dans |¢| < 1. Mais dans
|2l <1 la fonction H(z) est la somme de la série entidre

ERICETAES

elle est donc une série entidre continue.

THEOREME. Soit wn ensémble T situé sur la cireonférence du cercle
unité, périodique de période 2= et de classe Gsy. Soit BC D ois D est un ensemble
de classe F, de mesure logarithmique 2éro. I1. exist,
continue ayant les propriétés suivantes: :

1° |8k(p)l < A pour chaque @ et chaque k=0,1,2, ...

2° La suite {Si(p)} est divergente en tout point o e I

3° La suite. {Sk(p)} est conver

gente en tout point ¢ de Vensemble com-
plémentaire de Vensemble B & la circonférence.

e alors une série entiére

Démonstration. Dansle travail [3] il a 644 démontré que H = Lj By
=l

que zéro et By By = 0 pour I # k.
2° et 3° il suffit de montrer que
F)l < 4, < 40 pour chaque ¢

olt By €@y, E, est de mesure logarithmi
Pour démontrer les propriétés 1°,
1 [se(p; F)| < 4y < +oo et [54(g,
et chaque k= 0,1,2, ..

@ ©
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2 La suite {sk(p, F')} est divergente pour chaque ¢ ¢ B.

3" Les suites {su(p, F')} et {Sx(p, F)} sont convergentes pour chaque
g e CH.

Le lemme agsure 'existence de la fonetion Fu(p) continue (avec Fu(p)
continue) périodique et telle que la série de Fourier esh divergente sur
Yensemble B, et convergente sur 1'ensemble OF, et que la série con-
juguée de Fourier est également convergente sur Iensemble CE, et que

|8kl Fn)| < Ay < -+ o0, lgk(‘PyFn)]<A-z< o0
pour chaque ¢ et % =0, ];, 2, ..

Les fonctions Fu(g) eb Fa(p) sont bornées et nous pouvons admettre que
(34) Fal@)l <1 et |Folp) <1

pour chaque ¢ et n =1, 2, ... ainsi que

(35) lsu(e, Fu)l <1 et |Slp, Fu)l <1
pour chaque ¢, 7 =1,2,.., et k=0,1,2,...
Prenons
o0 00 1
. \1 1 = =
(36) Flo)= D) 5:Fuly) ot Flg)= D o Fulp).

el n=1

Vu (24) les fonctions F(p) et F(gp) sont continues et périodiques.
Comme dans la démonstration du lemme il suit que TF, = Z‘F,,..En outre

(1) wip, T = D oesulp, B), Selp, B) = ) =g, B,

Nl n=1
car

o1 sin(k+1) ¢
Dl S5 3t

el

et

T 1 Pl 1) —Falp—1) coskt —cos (b + 1)1
on Y 25init

Ronl

sont uniformément convergentes par rapport i ¢ et on peut les intégrer
membre & membre. Vu (34) les séries qui figurent dans (37) sont également
uniformément convergentes par rapport & ¢ et k. Il résulte donc comme
dans la démonstration du lemme (ce qui est connu de plus longtemps)
que F ot F sont les parties réelle et imaginaire de la série entifzre continue
dans le cercle nnité. Dans le travail [3] il a été prouvé que la suite {sx(p, F)}
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est divergente pour chaque ¢ ¢ IJ et qu’elle est convergente pour chaque
¢ ¢ B. Il nous reste & démontrer que la suite {§x(p, F')} est convergente
pour tout ¢ ¢ 1.

Bn effet, si ¢ ¢ B, alors ¢ ¢ By, pour tout n. La suite {($x(p,Fn)} est -

convergente pour chaque ¢é¢ K, pour chaque n et Ilima"rk(cp,ﬁ',,) = Fy(p).
fe->00

En passant dans (37) & la limite avec &, ce qui est permis en vertu de

la convergence uniforme de la série

P
Z o 8u(py L)

=l

nous obtiendrons
lim Gx(p, F) = D o Falg) = I'(9)
ce qui termine la démonstration.
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Concerning some problems raised by A. Lelek
by ‘
L. R. King, J. H. Roberts, and G. M. Rosenstein, Jr.* (Durham)

1. Introduction. A. Lelek raises in [3] a series of questions about
fixations in Euclidean n-dimensional space, £". We may ask when each
of the following properties hold for a collection C of subsets of &".

(I) There ewists a 0-dimensional compact set Z C & such that
Z 00 for every CeC.
(II) There is an arc A C & such that A ~ € %0 for every O ¢C.

(III) There emists, for every ¢ > 0, a finite sequence Zy, ..., Zy of closed
and mutually disjoint subsets of & such that 8(Z;) < ¢ for i=1,..,%

k
and (\J Z))~ 050 for all CcC.
qes]

Let C* be the union of all sets belonging to C. Denote by A(C) the
set of all points » € 8" such that there is a sequence C;, 0,, ... of elements
of G such that {p} = Lim0; (see [2] for the definition of Lim): Lelek
asks the following questions:

ProBrLEM 1. Is it true that if C* is a bounded subset of the plane and
there emists an &> 0 such that C is o disjoint collection of connected sets
of diameter greater than e, then (I) holds?

ProBLEM 2. Is it true that if C* is @ bounded subset of the plane and
C is a disjoint collection of connected sets then (IIL) émplies (I)?

Pro®BumM 3. Is it true that if C* is a subset of the plane, C is a disjoint
collection of connected sots and dim A(C) <0, then (IT) implies (IIT)?

In thig paper, we give negative answers to these guestions by con-
structing two counter-examples. The collections € and D defined are
collections of subsets of the umit square, 32

2. Preliminary definitions and results. We first define some
subsets of J* which will be used in both constructions. Let ¢ be the usual
metric on 3% let B(w,r) (B(w,r)) be the open (closed) ball of radius r

* The authors wish to thank Dr. R. Dnda for his suggestions which have made
this paper easier to read. .
This vesearch was supported by the National Science Foundation T.S.A.
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