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Sur une transformation d’une fonction mesurable
en une fonction sommable

par

T. Swiatkowski (£6dz)

Introduction. C. Ryll-Nardzewski a remarqué que, pour toute
fonction f mesurable et presque partout finie dans I'intervalle (a,b),
il existe une homéomorphie ¢ de cet intervalle en lui-méme telle que
la fonction soit transformée en une fonction sommable, en entendant
par ce terme l’existence de l'intégrale finie

b
[ ile)a.

Dans le méme orvdrve d’idées C. Ryll-Nardzewski a posé la question si
les fonctions de deux ou de plusienrs variables jouissent d*une propriété
analogue. On trouvera dans ce travail une réponse positive & cette question
(voir le théoréme 1) et, ce qui plus est, nous y prouvons qu’il existe une
telle homéomorphie de I’ensemble respectit ot la fonction est transformée
en une fonction de a-iéme puissance sommable, pour tout a > 0. La
démonstration dans le cas de la fonction d’une variable, que je présente
dans ce travail, ne différe pas essentiellement de celle qui a été donnée,
sans avoir été publide, par M. Ryll-Nardzewski.

On trouvera, & la fin du travail, des remarques et des résultats
concernant le cas ot la fonection f prend des valeurs infinies sur un ensemble
de mesure positive.

Résultats préliminaires. Nous commencerons par prouver deux
lemmes qui peuvent étre considérés comme des généralisations du théoréme
de Tietze ([3] ou [2], p. 117) sur le prolongement des fonctions continues.

Lzmymu 1. Supposons donné un espace métrique H et dans cet espace
un ensemble fermé K. Soient f,, f, deuw fonctions réelles, continues dans H
et telles que ‘

@) hp) <fdp) pour peH.
Désignons par f une fonction réelle et continue sur F et telle que
@) hip) <f@)<fip) powr peF.
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Sous ces hypothéses il existe une fonetion f*, réelle et continue sur H, telle que

(3) ey =1(p) powr peF

et

(4) h(p) <) <flp) powr peH-F.
Démonstration. Posons

(5) ¢(p)=2f(p)_f1(p)_f2(p_)_ pour pEF-

0)—h(p)

1 est évident que la fonction (5) est continue sur # et y satisfait & 1'in-
égalité |p(p)| < 1. En vertu du théoréme de Tietze il existe une fonection
¢* continue sur H et telle que ¢*(p) = ¢(p) pour p e F et |p*(p)| <1
pour p e H—F. Par conséquent la fonetion f* qui satisfait & 1’équation

_2f(p)—fi(p) — folp)
fop)—1(p)
est précisément la fonction ayant les propriétés requises (3) et (4).

peH

(6) 7*(p) pour

Levume 2. Soit donné un espace métriqgue H ot un ensemble fermé F
dans cet espace. Désignons par ®(p,t), ok peF, a <t << b, une fonction
continue prenant des valeurs réelles telle que, pour p e fizé, G (p,t) soil
une fonetion strictement croissamte par rapport & la variable t et que D (p,a)
= consty, D(p, b) = const pour p ¢ F. Posons a = P(p,a) e f = B(p,b).

Sous ces hypothéses il existe une fonction $X(p, 1) continue powr p e H,
a<t<h, telle que O*(p,t) = D(p,t) pour peF, vérifiant les relations
D*(p, a) = a, DXp, b) = p pour p ¢ H. Bn outre, pour tout p e H—F finé,
il emiste un systéme fini de nombres a=ay<a, <..<a; =b tel que
D*(p, 1) est wne fonction Uinéaire croissamte de la wariable t sur chaque
intervalle {a¢, @iy (6 =0,1,...,5—1).

Démonstration. On peut admettre, sans restreindre la généralité
des raisonnements, que a = ¢ = 0, f = b = 1. Désignons par F, Pensemble
vide et par F, (n=1,2,..) Pensemble de points de I'espace H dont
la distance 4 l'ensemble F est au moins égale & 1/n. Les ensembles Fy
sont fermés et forment une snite d’ensembles emboités dont la somme
est H—~F. Soit {l,} (n =—1,0,1,2,...) une suite de toutes nombres
rationnels de Vintervalle I = <0,1) telle que t_; = 0, f, = 1.

Formons maintenant une suite {Bn(p, 1)} (n = 0, 1,2, ..) de fonctions
continues, définies respectivement pour peH et tefty,ly, ..., ta} telles
que les conditions suivantes soient vérifides:

1° By(p,t) =D(p, ) pour p ek, t =g, boy eeey by

2° lorsque k<, on a

¢k(p7t) =¢l(?at) pour peH,t =14y loy oy by
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3° la fonction @y(p, 1) est pour tout p ¢ Fy, ol i< k, une fonction
strictement croissante et linéaire de la variable t (t =1, %, ... s tk) Sur
chaque intervalle formé par la division de I'intervalle T par les points
Ty Toy eeny bie

Posons Dy(p, 0) =0, O(p,1) =1 pour p ¢ H. On vérifie facilement
que la fonction Py(p, ?) satisfait aux conditions 1°-3°.

Supposons maintenant qu’on ait défini des fonctions continues
Dy, ..., Pn vérifiant les conditions 1°-3°. Admettons que ¥ et ¢’ soient
deux des nombres t_y, %, ..., tx tels que ¢’ < i1 <’ et que lintervalle
(¢,¢") ne contienne aucun de nombres i, t,, <y tn. On voit bien que
les trois fonetions: fy(p) = Pu(p, '), fo(p) = Pulp, t’*) définies pour p e H
et la fonction f(p) définie pour p e F+F,.; par les formules

(a1 =) Do, ") + (2" — t042) Pulp, V)

(7) f(P) = P pour P EFn-H
et
(8)  f(@)=P(p,tur1) pour pek

vérifient les hypothéses du lemme 1. Par conséquent il existe une fonction
f* continue sur H et telle que f*(p) = f(p) pour peF+Fny et Ou(p,t)
< Jp) < Pulp, 1) powr p e H—(F+Fypy).

Posons pour p e H

(9) Dria(p, 1) =Dulp, 1) pour  t=1ty, 4y, ., tn
et
(10) Drpa(p, 8) =/*p) pour 1 =tu4;.

Il sera démontré que le systéme de fonetions @, ..., P,,, véritie
les conditions 1°-3°. Comme ces conditions ont été imposées aux fonctions
Dy, ..., Pn, il ne reste qu's prouver que la fonction &, leur satisfait
aussi. Ainsi la’ condition 1° résulte de (9), de la condition 1° & laquelle
ont été soumises les fonctions D, ..., P pour ¢ =1_y,%, .., et des
formules (8), (10) pour ¢ = t,.;. La condition 2° s’ensuit de (9) et de 1a
condition 2° vérifiée par le systéme de fonctions @, ..., B,. Si Pon tient
compte de la définition (9) et de I’hypothése d’apreés laquelle la fonction
@, véritie la condition 3° on voit que la fonction @,., est, pour peFy

ou ¢ < n, une fonetion linéaire de la variable ¢ sur tout intervalle formé

par la division de l'intervalle I par les points ¢_;, %, ..., ;, pourva qu'on
la considére sur I'ensemble {t_y, %, ..., t,}. Si I'on ajoute & cet ensemble
le nombre %,.,, la propriété lindaire substitera, attendu que f(p) a été
définie par (7). Si maintenant on fait ¢ = n-+1, tout intervalle formé
par la division de lintervalle I par les points T_1y Toy oeey b = lpqq D’auTS
que deux points communs avee Pensemble {t_y, %, ..., tnr1}, & SaVOIr ses
extrémités, ce qui prouve que @y.i(p,t) est une fonction linéaire sur

1*
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ces intervalles. Par conséquent, les fonctions @, ..., Pppr satisfont aux
conditions 1°-8° ainsi la suite {®,} est définie conformément & la pro-
position énoncée.

Considérons maintenant la fonction ¥(p,t), définie par les formules

(11) Y(p,ls) =Du(p,tn) pour n==0,1,2;.,
et
(12) Y(p,0)=0.

11 est évident que, pour » fixé, ¥(p,ts) est une fonction continue de la
variable p dans V'espace H. Si p e F est fixé, ¥(p, 1) est une fonction
continue croissante de la variable ¢ sur I'enserable de nombres rationnels.
Cela résulte du fait que les fonctions ¥ et @ sont identiques pour p < 7.
8i maintenant p e H—F, il existe un n, tel que p e .F,,. Iin vertu des
conditions 2°, 3° et des égalités (11), (12), 1a fonetion ¥ (p, 1) est strictement
croigsante et linéaire sur tout intervalle formé par la division de I'intervalle
I par les points f_y,%, ..., Is; elle est donc aussi continue par rapport
4 la variable ¢ lorsque celle-ci prend des valeurs rationnelles. On en déduit
que ¥ est une fonection continue par rapport & chacune des variables
peH et te{ls). De plus, c’est une fonction monotone par rapport i f.
On en déduit facilement que la fonction ¥ est continue pour le systéme
des variables p € H et 1 e {ta}.
Par conséquent, pour prouver le lemme 2 on n’a qu’d poser

(13) D¥p, 1) = ]inil‘P(p, §) pour peH, 0LtL1
ol s ¢ {ta}. En effet, Pexistence de la fonction (13) et ses propriétés énoncés
dans la conclusion du lemme découlent directement des propriétés de la

fonetion W.

Résultats principaux.

Ly 3. Soit donnée une fonction f(p, x) mesurable et presque partout
finie pour peQ, a <z <b, ois Q est un ensemble de POIMES P == (®y, .., Ly)
de Pespace euclidien & N dimensions (N etant un nombre naturel arbifraire)
défini par les relations a; < @ < b;.

Dans ces conditions il ewiste une fonction p(p, @) réelle, conlinue powr
pe @, a<w<Db, et un ensemble mesurable @ CQ, tels que les conditions
suwantes sont satisfaites: (a) |Q—@Qo =0, (b) lorsque p €@ est finé, ln
fonction @(p, %) est ume fonction strictement croissante de la variable w que
prend les valewrs (p, a) = a, p(p, b) = b, (c) pour p ey on a

7

(14) die < oo

b
aflf(p,qv(p,w))

pour tout a > 0.
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Démonstration. On peut admettre, sans restreindre la généralité
des raisonnements, que a=0, b =1, |Q]=1 et f(p,2) > 0. Soit X,
(n =1,2,..) Pensemble de points ¢ = (p, #) €@ x I pour lesquels n—1
< f(p,w) <n et E,lensemble de points (p, #) pour lesquels f(p, ©) = oco.
Désignons par ym la fonction caractéristique de ’ensemble Ep. Posons

D1e

(15) 2,2y = ) e yu(p,x) pour peQ, wel.
n=1
Pour z fixé, w eI, l'intégrale
z
(16) j x(p, )t

0

est une fonction mesurable ([1], p. 627) de la variable p sur ’ensemble Q.
L’ensemble F, étant de mesure nulle, il exigte, d’aprés le théoréme de
Fubini, un ensemble Q' CQ tel que |Q'|=1 et la partie commune de
I’ensemble E, avec tout segment de droite parallele 4 I’axe des =, contenu
dans @’ x I, est de mesure linéaire nulle. Par conséquent la fonction ¥
définie par la formule

[ z(p,vya -
w(p, 2) = 0}
JZ(P:t)dt

0

amn pour (p,x)e@ xI,

est, pour z fixé, x ¢ I, une fonction mesurable de la variable p, tandis
que pour p fixé, p eQ’, elle est une fonction strictement croissante et
continue de la variable x et telle que wy(p, 0) = 0, y4(p, 1) = 1. En outre,
on déduit facilement de (15) que

1
(18) [F@,mp, )@t <o powr pe@,ax0,
¢
ot pour p fixé, p €@Q’, la fonction ¢,(p,t) est Pinverse de la fonction
w(p, ). Désignons par {z;} une suite de (toutes) nombres rationnels
appartenant & Pintervalle I. En vertu du théoréme de Lusin ([1]; p. 410),
il existe, la fonction (17) étant mesurable, des domaines fermés Mcy
(j=1,2,..) tels que |@—FP]<1/2"" et y(p,x;) est une fonction
continue de la variable p, lorsque celle-ci parcourt le domaine F? 11 en
résulte que sur ’ensemble

oo
7, = [[ P

j=1

(19)

1a fonction u,(p, ) est, pour tout « rationnel, x ¢ I, une fonction continue
de la variable p. Le fait que la fonction v, est monotone et continue par
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rapport & la variable 2 entraine la continuité de cette fonction sur le
produit cartésien F, x I. 8i I'on applique le lemme 2 4 la fonction vi(p, t)
et & I’ensemble fermé F, x I de lespace H = @ x I, on trouve une fonction
w, continue sur @ x I et telle que wi(p,0) =0, i(p,1) =1 pour p <@,
v (p, @) = w(p, @) pour p « Fy; en outre pour p fixé, p ¢ @ —TF, la fonction
w¥(p, w) est strictement croissante par rapport & la variable .

Supposons maintenant gu’on ait défini sur @ x I, pour un % > 1,
les fonctions w¥(p, &), ..., ya(p, #) ainsi que les ensembles fermés Iy, ..., Iy
deux & deux disjoints, contenus dans Q' et tels que les conditions suivantes
soient vérifiées:

1°1Q—(F +...+Fp)| < 1/2" pour k =1,2,...,%.

2° Lorsque k <1< n, on &

(20) vilp, o) =yi(p,®) powr peky, mel.
3°8ipe@, vel, on a
lpto(p, o) —viip, )| <1/2"  pour Kk =1,2,.,%.

4° p étant fixé, chacune des fonctions vi(p,x) est une fonction
strictement croissante de la variable » et telle que wk(p, 0) =0, v¥i(p,1) =1.
En outre, si p € Q—(F,+...+Fy), on peut diviser l'intervalle I en un
nombre fini d’intervalles tels que sur chacun d’eux la fonction u% soit
une fonction linéaire de la variable a.

5° On a pour tout p e Fy (k=1,2, ..., n) arbitraire
1 .
(21) ff“(p, oip, 1) dt < oo powrva que a0,
0

@x(p,t) désigne ici la fonetion inverse de la fonction vi(p,1), c¢’est-A-dire
(P, vhp, 1)) =1t

6° Sil<k<n et I, (m=0,1,..,8—1) désigne Vintervalle défini
par la relation m < 8% << m -1, et p est fixé mais arbitraire, p <), les
ensembles de valeurs que les fonctions vi(p, #) et v¥(p, #) prennent sur
Pintervalle I, sont identiques. '

Supposons maintenant le nombre naturel j > n-+1 assez grand pour
qu’on ait pour peQ, &', a4 I
(22)  lyi(p, o) —vilp, @)| < 12" | —a| <13,

Comme pour le eas de la fonction (17), on démontre que la fonction définie
par les formules

lorsque

f%('p’ t)de
(23) Ynpa(p, @) = tm+ —2—

8 ] zip, vt

“Um

pour e =0,1,..,3"""
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et pour p € @— (Fy+... +Fp), € Ly = {am, Om1), €8t pour z fixé, x ¢ I,
une fonection mesurable de la variable £, telle que

(23%) Yus1(Dy dm) = @m  pour peQ’ —(Fy ...+ Fp)
et pour tout >0

1 B—1 ey
@ STt 0)d= X [ Flpspunte, 0) dt < oo

lorsque 9 € Q@' — (Fy+... +Fn), ol guy1(p,?) est, pour p fixé, la fonction
inverse de ynii(p, ). En procédant comme pour ’ensemble (19), on peut:
prouver l’existence dun ensemble fermé F,.,CQ —(F,+...+Fn) tel
quon ait Q' — (Fy+ ...+ Fnrs)| < 1/2™1 et que 1a fonetion ppia(g/Fats X I)
so0it continue. Posons yni(p, ) =2 pour p e F;+... +F, et prolongeons,
conformément au lemme 2, cette fonction continue pour p e Fy + ... +Fpi1,
z eI, sur chacun des ensembles @ xI;,. Nous obtiendrons de cette
maniére une fonction ¥,.:(p,x) continue sur @ x I.
Posons

(p,2)e@x1I.

Nous allons prouver que les fonctions #f,...,yhs1 et les ensembles
Fy,y ooy Fpp satisfont aux conditions 1°-6°. En effet, la condition 1° résulte
de la définition de ’ensemble F,.;. La condition 2° découle directement
de (25) et (20), puisque y,+1(p, @) est pour p e F, + ... +F, identiquement
égale a x et que pour les mémes p on & Pp41(P, %) = Ppr1(p, ). La con-
dition 3° est une simple conséquence de 'inégalité (22). La condition 4°
étant satisfaite par les fonctions v} et .41, la méme condition est vérifide
par la fonetion v, puisque la composition de deux fonctions monotones
ou linéaires conserve les mémes propriétés. Quant & la convergence de
Pintégrale (21), elle résulte pour p ¢ F, + ... +F, de la condition 2° relative
aux fonctions yy,yni1 et de U'inégalité (21), tandis que pour p e Fpy, elle
découle de linégalité (24), car une transformation linéaire ne modifie
pas de convergence de 1’intégrale et ce sont précisément des transformations
linéaires des intervalles I;, qui ont été effectuées par la relation (25).
Enfin la condition 6° pour v s’ensuit de Ia méme condition se rapportant
aux fonctions u¥, ..., wh et de Iégalité Pnii(p, dm) = am valable pour p <@
en vertu de la relation (23').

Comme le systéme formé par la fonction yf et I’ensemble F; satisfait
aux conditions 1°-6° le raisonnement fait plus haut définit une suite
infinie de fonctions {y}} avec une suite correspondante d’ensembles {Fn}
tels que tout segment de celle-ci vérifie les conditions 1°-6°. La condition
3° entraine la convergence uniforme de la suite {y;} vers la fonction con-
tinue ¢. On conclut de la condition 6° que la fonction y(p,#) est inversible

(25) Yr+i(p, @) = ’P:(ZH Pntr(Dy m)) pour
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lorsque p est fixé. En effet, supposons 0 <o’ << a” 1. Il existe alors
deux nombres naturels n et m tels que
L, _m _mA1
S ST

st
Lo

ce qui entraine, en vertu des conditions 2°, 4° 6°

" , m -1
w(p, )'W(PW)Z’/’(I’:—;;—)”“1/’(1’,%)

w1 m
=y (1’77) —%n (P ) '3;) >0

Supposons maintenant que @(p,t) soit une fonetion définie sur @ «<I
telle que

p(p,p(p, o) =.

Llexistence d’une telle fonction résulte de ce que la fonction v(p,x)
est monotone par rapport & 2. La fonetion ¢ est aunssi une fonetion continue.
Cela résulte du fait que la transformation donnée par les formules

P =p, o =vyp,2)
est une transformation continue et inversible sur l’ensemble compact
@ x I, ce qui entraine nécessairement que la transformation inverse
p=p, s=¢p,5)=pp,)
est aussi une transformation continue.

Posons @, = Zan On voit aisément que les conditions (a) et (b)
du lemme 3 sont vérifiées.

Admettons que p @, et n soit un nombre naturel tel que p e F,.
Comme d’aprés (20) on a ¢(p,t) =gu(p,?), on en tire en vertu de (30)

1 1
ffa(PyW(P:t))dt=ff“{]3,¢n(p,t))dt<oo pour a0,
0 0

ce qui achéve la démonstration du lemme 3.

THEOREME 1. Etant donnée une fonction j(w,, ..., @) (n st wn nombre

naturel arbitraire) mesurable et presque partout finie sur Vensemble défing
par les relations
(28) o <o <y

pour i=1,2,..,n

i ewiste alors des fonctions y(@), @y, ), ..., @aly, .

v oy @n), définies et
continues pour a; < ;< b; et telles que

1 ©
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(a) pu(@y) est une fonotion strictement croissamte de lo variable x, telle
que @i(ay) = @y, #1(by) = by,

(b) pour @y, ..., Br— Jié8, Qi(@yy vy Br—1, Ti) 65T UNE fonction croissanie
de la variable oy, et telle que Eu(@r, ..., Br—1, O) = G5 68 Pr(ry ey Tr1, by) = bg,

(¢) on a pour tout a>0

by by,
f f |F (@) s s @ul(@rs e @))|* Ay ey ditn < 00
ay a,

Démonstration. Dans le cas o # =1 le théoréme est prouvé
si I'on prend pour ¢, la fonction inverse de la fonction

[z
(@) = ay+ (bi— @) "—a;,l —
jxmm

pour @ <z<b,

ol y est une fonction définie d’une maniére analogue & celle définie par
la formule (15). :

Supposons maintenant que le -théoréme soit vrai pour un nz>=1
et 80it f(%1y w.; Ty Lnqa) Tune fonction mesurable et presque partout
finie pour a; < ; < b;. En vertu du lemme 3 il existe une fonction
@@y, vy Tny)y satisfaisant & la condition (b) du théoréme 1 pour
%k =n+1, telle que la fonction

b1 .
f )(fmly ooy Xmy Fnral@ry ey wn-&—l)” A 1a

Ap1

F(@yy ery Tn) =

est une fonction mesurable et presque partout finie sur I’ensemble (26).
D’aprés Phypothése de réeurrence, il existe des fonctions continues ¢y, ..., ¢a
vérifiant les conditions (a), (b) et (c) relatives & la fonction F. On a done

by g bpy

f f f If(¢1(w1)7 cory Pra(@ry ooy mn-&-l)) ladmr--dmnﬂ
ay an Op+1
{:l by

-

ay n

Plpf@r), ooy onlgy ors ) A0y ditn < 00,

Ol Ppi1(@yy oo Bpyy L) = qn;‘{ﬂ(qal(wl), ooy Pu( gy ey w,.),wm.l), ce qui termine
la démonstration du théordme 1. .

Remarques supplémentaires. On pourrait se demander si dans le
théoréme 1 il gerait possible de remplacer par une autre I’hypothése que la
fonction f (presque partout finie) prend des valeurs infinies sur un ensemble
de megure nulle. Tl s’agirait alors d’une hypothése concernant T’ensemble
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considéré. En effet, 'énoncé du théoréme 1 suggére qu’il serait suffisant
de supposer l'existence d’une homéomorphie, du genre considéré dans le
théoréme, telle que I’ensemble en question soit transformé en un ensemble
de mesure nulle. Cependant on se heurterait alors & la difficulté que
I'homéomorphie ne conserve nécessairement ni pour les ensembles, ni
par cela méme, pour les fonctions, la propriété d’étre mesurable. I1 egt
done paturel de chercher une réponse & la question posée plus haut en
congidérant les fonctions mesurables au sens de Borel. Le probléme
concernera alors la caractéristique des ensembles qui sont transformés
par une certaine homéomorphie d'un cube du type (26) en lui-méme’
en ensembles de mesure nulle. Les deux théorémes qui suivent pelwemt
étre considérés comme étant un premier pas vers la solution du probléme
posé plus haut.

THE:(?REME 2. Supposons donné dans un cube & n dimensions un ensemble
de premiére catégorie. Il ewiste une homéomorphie de ce cube en lwi-méme
de la forme

'
o1 = Dy(xy)
/
T = Dy(my, @)

qui transforme Vensemble B en un ensemble de mesure nulle.

Démonstration. Admettons d’abord que T soit la somme d’une

;uite {F} d’ensembles fermés, non denses emboités de Pintervalle I,
080nS

[ wia

(28) pour 0zl

(@)
[ m(t)ds

[

ol u; est la foncﬁo'n caractéristique de l’ensemble I ~F1 11 est évident
quAe la 1‘31ra.nsf0§mat1on # est une homéomorphie de Dintervalle I en lui-
meme, de sorte que ¢,(0) =0, ¢,(1) = 1; I’ensembl i
ensemble de mesure nulle. ) ’ © ) est blen wn
. A.dmettons maintenant qu’on ait défini sur I des fonctions continues
ot croissantes gy,...,ps (n > 1), satisfaisant anx conditions: 1° @r(0) =0,
q:k(:;)7 =1 pour k=1,...,m, 2° lorsque k<I<n, on a or(@) = @) si
ge k ou 8i el etom est de la forme m/3"%; 3° les ensembles ox(F) sont
e mesure nulle; 4 ]qok(‘:a)—wk._l(w)[ <1/2* pour k =2,3, ..., n.
Prenons § naturel, j > n+1, assez grand pour que
(28) lea(@’) — pu(a”)] < 1/2"

lorsque o' —a"'| < 1/57.
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Sur une transformation d'une fonction mesurable 11
Soit F* I’ensemble de tous les points de 1'ensemble Fy et de ceux de l'in-
tervalle I qui sont de la forme m/3’. Posons

(29) Pra(t) =t pour teFy

et désignons par u,.: la fonction caractéristique de I'ensemble [—F,.,.
Posons encore
]
[ tna(7) de
Fheall) = et (B—a) 5
r tn+1(T)dy

(30)

sur tout intervalle (a, 8, contigu & ’ensemble F. Si I'on raisonne comme
dans la démonstration du lemme 3, on conclut, en s’appuyant sur les
formules (28), (29) et (30), que la fonction

(31) Prial®) = Pulphia(@))

ainsi que les fonctions g, ..., pn satisfont aux conditions 1°-4% si T'on
remplace # par n-+1. Puisque le systéme composé de la fonction ¢, vérifie
anssi ces conditions, on a ainsi défini une suite {p,} dont chaque segment
satisfait aux conditions 1°-4°. On établit tout comme dans la démonstration
du lemme 3 que la suite de fonctions ainsi formée converge vers une
fonction @, qui représente Vintervalle I sur lui-méme de la maniére con-
venue. Ceci termine la démonstration du théoréme dans le cas considéré.

L’hypothése: , E est un ensemble du type F,”’ ne restreint aucunement
la généralité des propositions, attendu que la fermeture d’un ensemble
non dense est, comme on le sait, un ensemble non dense.

La démonstration du théoréme 2 se fait dans le cas général par le
principe d’induction, tout comme dans la démonstration du lemme 3.
Ceci est possible d’une part grice & la propriété connue des ensembles
de premiére catégorie dans les produits cartésiens ([2], p. 222), propriété
analogue & celle qui intervient dans le théoréme de Fubini, d’autre part
grice au fait que la construction décrite par les formules (28)-(31) fournit
des fonctions mesurables au sens donné i la fonction (17). Nous nous
bornerons & ces quelques remarques sur la démonstration dont les détails
seront omis.

TuRoREME 3. La condition suffisante et nécessaire pour qu’il ewiste
une homéomorphie de Dintervalle I en lui-méme qui transforme un ensemble
donné E en un ensemble de mesure 1, est qu’il ewiste un ensemble du type
P, contenu dans B dont Densemble de points de condensation soit idénti-
quement Vensemble I.

Démonstration. La condition est suffisante; cela résulte du fait
que deux ensembles parfaits, non denses, non vides et bornés sur une
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droite sont homéomorphes ([1], théortéme 4, p. 359), homéomorphie
pouvant étre obtenue aun moyen d'une fonction croissante.

La nécessité de la condition résulte de ce que tout ensemble de megure
compléte vérifie cette condition et ’homéomorphie ne modifie ni le iype,
ni la puissance de l'ensemble. Nous omettons la démonstration détaillée,
car elle ne présente pas de grandes difficultés (la démonstration omise
est analogue & celle qui ge trouve dans [1], au N° 276, p. 286 et N° 337,
p. 357-359).
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On the decomposition‘of 2-dimensional ANR-s into
a Cartesian product

by

H. Patkowska (Warszawa)

1. The object of the note Notations. A space X is said to
be topologically first if it contains ab least two points and is homeomorphic
with no Cartesian product of factors containing at least two points each.

Tt is known (see [1], [2], [5], [7], [8]) that the decomposition of a space
into topologically first spaces is in general not unique. Nevertheless,
in certain special cases this uniqueness holds. For instance, the decom-
position of an arbitrary polytope into topologically first spaces of di-
mension <1 is (disregarding the permutations of the factors and their
homeomorphisms) unique (see [4]). However, the problem posed by
K. Borsuk (see [3], p. 140), whether the decomposition of an arbitrary
space X into prime factors of dimension <1 is unique, remains still
unsolved.

The purpose of this paper is to show that this problem has a positive
solution provided that the space X is an ANR (i.e. a compact absolute
neighbourhood retract) of dimension <2. Namely, we prove the following

THEOREM. If X is an ANR of dimension <2 and if X is homeomorphic
with the Cartesian product X, x Xy x ... x Xu of some topologically . first
spaces, then the system Xi, Xy, .., Xo is (disregarding its permutations
and homeomorphisms) uniquely determined by X.

It is clear that the factors X, X, ..., X, must be ANR-sets of di-
mension <2 and that dimX = dim X, + dim X, +... +dim X,.

The following notation will be used in the sequel:

ordy, X will denote the order of the point 2, in the space X in the
sense of Menger-Urysohn.

X" will denote the set of the points of X of order = n.

If Q is a disk (i.e. a topological image of the circle || <1) and L
an are (i.e. a topological image of the interval 0 <o < 1), then ¢° and
I° will denote the interiors of these sets and @ and L' their boundaries.

If 4C X« Y, then Ay (respectively 4y) will denote the projection
of A into X (respectively into ¥), ie. the set of all points zeX (resp.


GUEST




