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§ 1. Relations générales. F étant un espace métrique, un en-
semble X CE sera dit fizable dans E (*) lorsque, pour tout &> 0, il
existe dans F une somme finie F,=F, v F,u ...u Fi, d’ensembles
fermés tels que 6(F;)<e pour i =1,2,...,k(e), F;nF; =0 pour ¢+#J
et ., ~ C # @ pour toute composante ¢ de X.

De plus, si pour &, 0, c’est-a-dire pour toute suite {e,} déeroissante
et convergente vers 0, les F,, qui fixent X peuvent é&tre choisis de maniére
qu’ils forment une suite descendante, j’appelle la fixation de X monotone.

Knaster appelle un ensemble X C B enfilable dans E lorsque ¥ con-
tient un arc L ‘tel que L ~ C # @ pour toute composante C de X.

J’appelle réduit de X tout ensemble RC X tel que R ~ C # @ pour
toute composante O de X. En outre, j’appelle I'adduit de X ’ensemble 4
de tous les points p de F tels que (p) = ?Jm C; pour une suite {C;} de

composantes de X. Ainsi défini, 4 est done ’ensemble de tous les points
de F qui sont des points-limites des suites de points appartenant & des
composantes O; de X telles que §(C;) tend & 0. On voit aussitét qu'un
adduit est toujours fermé, done compact, pour des X compacts.
¢" désignera constamment 1’espace euclidien de dimension n >1:
THEOREME 1. Les irois propriétés suivantes sont équivalentes pour
les X compacts dans E™:

(1)
(2)
(3)

Vexistence d’une fization monotone de X,
Vexistence dans X d'un réduit B compact de dimension 0,
Dexistence d’un enfilage de X.
La démonstration de ce théoréme se trouve dans mon trava,ii [8],
p. 14.

THEOREME 2. Si wn X (compact ow mom) est fizable dans E, son
adduit A est vide ou de dimension 0.

() ¢f. Knaster [2], ol 'on trouve une définition équivalente de cefte notion
par des ensembles ouverts.
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Démonstration. Il résulte facilement des définitions de la fixation
et de 'adduit que toute fixation de X est un recouvrement de I’addunit A,
Ainsi, Padduit 4 peut étre couvert par un nombre fini d’ensembles fermés.
disjoints deux & deux et dont le diamétre est aussi petit que 1’on veut,
11 en résulte que dim(4) < 0.

THEOREME 3. Si toute composante O dun X CE™ compact est de
diamétre 6(C)>1, il ewiste dans X wun réduit compact R tel que dim(R)
<n—2.

En particulier, tout X plan et dont toutes les composantes sont de
grand diamétre contient un réduit compact de dimension nulle ([8],
méme page).

Démonstration. X C " étant compact par hypothése, soit K™ un
cube de dimension n, contenant X et décomposé en cubes de méme di-
mengion et de diameétre inférieur & 1:

m

(4) E'=\JK! et OE)<1 pour i=1,..,m.
i=1
Posons encore

5 F= Q Fr(K});

F est done un continu composé d’un nombre fini de cubes & n—1 di-
mensions, d’ol

(6) dim(F) = n—1.

Considérons une composante arbitraire ¢ de X. L’hypothése que
6(0) >1 entraine en vertu de (4) et (3) que

(M CAnF+£0.

8i X est connexe, c'est-a-dire X = €, le théoréme est trivialement

vrai: il suffit de poser B = (p) ol p € X est arbitraire. Lorsque, par contre,
X n’est pas connexe, goit ’

(8) R=XAFAF-XAF

(frontiére relative de X ~ F dans F). R est done par définition compact
et, en méme temps, frontiére dans F (car X ~ F =X A F par suite de
compacité de X et de F, dot X — R = X—[(XAF)AF—(XAF)]
=X XA VX F—(XAnFIX- (XA uvEX-X— (X~

DX XA VX-X-(XAF) =IX). Vu (6), il en résulte (voir [5],

};. 353;a 12, Pintérieur de K" étant homéomorphe & ¢™') que dim(R)
<n—2.
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Reste & montrer que R est un réduit de X. Soit
9) Fo=CAF~AF—CAF

(frontiére relative de O~ F dans F). La composante C étant arbitraire,
il résulte de (7) que F—C ~ F + @, car on aurait en cas contraire ¥ C c,
@’olt ¢'~ F =0 pour toute composante O’ 3= (, en dépit de (7). Par
conséquent, Fg # @ et comme FgC ¢ d’aprés (9), il vient Fon € £ O
et & plus forte raison ([5], p. 169) E ~ C # @, puisque Fo C R d’aprés (8)
et (9). Ainsi, B est un réduit de X.

Le théoréme 3, qui vient d’étre établi, subsiste dans des espaces plus
généraux que ¢". La démonstration en est publiée dans un travail com-
mun de Lelek et moi-méme ([7], p. 83); elle repose toutefois sur une idée
bien différente. Nous y avons établi également un théoréme (corollaire 2)
qui entraine le cas particulier suivant:

THEOREME 4. §8i Uon a dim(A) < n—2 pour Vadduit A dun X C E*
compact, il existe dans X un réduit compact R pour lequel Aim(R) < n—2. -

En particulier, si 'addunit d'un X compact plan est vide ou de di-
mension 0, il existe dans X un réduit compact de dimension 0 (voir [8],
page 14).

La fixation monotone étant par définition (voir ici p. 65) un cas
particulier de la fixation tout court, il résulte du théoréme 1 que l’enfilage
d’un ensemble X C " compact en entraine la fizxation. La réciproque
n’est pas vraie comme le montre un exemple dans €3, dfi & Lelek (voir [6]).
Par contre, dans &2, tout X compact qui est fixable, y est enfilable en
vertu des théorémes 2 et 4. Ainsi, sur le plan, la fixation des ensembles
compacts équivaut & leur enfilage et les deux propriétés équivalent, en
vertu des théorémes 1, 2 et 4, & la dimension aun plus 0 de leurs adduits.

En particulier, dans ¢? tout ensemble compact & grandes compo-
santes est fixable et enfilable, tandis qu’il existe déja dans € des ensembles
compacts & grandes composantes et qui ne sont pas fixables, donc aussi
pas enfilables (voir [2], p. 194-196).

Le probléme s’impose, de combien de maniéres peut étre réalisé
Venfilage d'un X C &% compact enfilable. La réponse & ce probléme, con-
venablement précisé, sera donné au § 3.

§ 2. Enfilage généralis€. Pour simplifier, nous n’allons nous
occuper que des ensembles plans. Les constructions et démonstrations
analogues & celles qui vont suivre conduisent & des résultats analogues
dans les espaces " ot n> 2. I et L (munis des indices) désigneront les
gsegments rectilignes sans bouts et les arcs sans bouts respectivement.
Tis seront appelés ouverts. Leurs fermetures, & savoir segments ef arcs
avec leurs bouts, seront désignés par I et L respectivement et appelés
fermés. Q(p,r) désignera le cercle de centre p et de rayon r.

b¥*
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Ce sont des sur-continus des X C €% compacts qui seront envisagég
plus particuliément. Un X compact et enfilable a par définition un sur.
continu M composé de lui et d'un seul arc irréductible, done tel que leg
composantes de M — X sont des arcs ouverts; il y en a done aun plus x,.
La question s'impose, comment en est-il des X non-enfilables. Or il gers
établi (voir théoréme 5, p. 69) que, d'une fagon générale, tout X C &
compact, enfilable ou nor-enfilable, a un sur-continu M tel que leg
composantes de M — X sont des arcs ouverts — bien entendu, sans qu’ily
doivent se laisser situer sur un seul arc. Grice 4 cette propriété commune
des ensembles enfilables et non-enfilables, et qui peut &tre appelée enfilage
généralisé de X en M, certains théorémes qui Ia font intervenir peuvent
étre démontrés de la méme maniére pour les deux genres d’ensembles
compacts. Nous allons montrer par un exemple (voir § 3) que tout X C €2
compact est la partie commune de 2% sur-continus My oou 01,
disjoints hors X et tels que les composantes de chacun des ensembles
M—~X sont des arcs ouverts, la somme , Lt_i M, étant également un

<I<1

continu.

Un ensemble X est dit &-connese (voir [1], p. 298) lorsque o(X', X"')
< ¢ pour toute décomposition X = X’ X" en sommandes non-vides (%).
Nous aurons recours & la propriété suivante de cette notion:

(1) Si, pour ¢=1,2,.. lensemble X; est &-connexe, &40 et

X, CX,C...,1a compacité de la somme ‘U X; en entraine la connexité,
=]

En ef.fet, X, étant &- connexe par hypothese et ¢;-connexité impliquant
£~connexité pour j > ¢ (puisque &; < &), tous les sonimandes de la somme

parﬁeﬂe 1&{ X; sont &-connexes. La suite {X:} étant par hypothése as-

cendamte,. on a d'une part & plus forte raison o(Xy, X;) = 0 pour tout
couple d’indices 1, j, Q’olt la g-connexité de cette somme (voir ibidem,

P. 298, VIII), et d’autre part elle coincide avec la somme totale G X;.
=1

Vu que &40, elle est donc &-connexe bour tout &> 0, c’est-d-dire
0-connexe (voir ibidem, P. 298) ce qui équivaut 4 la connexité pour les
ensembles compacts (ibidem, p. 301). '

8i p eX, le sous-ensemble e-connexe de X contenant p et saturé
(c'est-d-dire qui contient tout engemble ayant ces propriétés), s'appelle
la &-composante de p dans X (voir ibidem, p. 299). Pour tout s> 0 fixe,
les e-compqsantes d’un X sont done disjointes deux & deux ot fermées
dans X (voir ibidem, méme page). Par conséquent, si X est compact,

. ® g (X,’, , X ' ‘) désigne la distance entre leg engembles X’ et X*/, o’est-a-dire o(X’, X")
=info(p’, p”) ot p’ e X’ ot 2”7 e X" (voir [4], p. 102).
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elles le sont aussi. En outre, quel que soit ¢ > 0, un X compact a toujours
un nombre fini de &-composantes (ibidem, p. 301).

TaEOREME 5. 8i X C €% est compact, il existe une suite de segmenis
ouverts {I;} auw bouts pg, q; respectivement et tels que

(2) Vensemble M =X o () T; est un continu,
]

(3) LinX=(piq) powr i=1,2,..,

(4) I; A T;C (ps, ¢s) +pour tous les i #7,

(5) lim 6(Z;) = 0.

Démonstration. Soit &, 0. Procédons par induction. Rangeons
toutes les s,-composantes de X en une suite finie CF, ..., Cn, en les
numérotant de fagon que

(6) 00Ty ...w 0%, Ofp1v ..o u Op) = 0(CF v .U CF, CF1y)
pour i=1,..,m,—1.
Toutes les &s-composantes étant compactes, il existe pour tout
i=1,..,m,—1 un couple de points p7, g7 tel que .
(7) o(Cr v .eu O, Ctrt) = 0(05, ¢F), ot pieClu..u OF et ¢f e Oty

Quand on passe & ranger les e,4;-composantes, on peut évidemment
les numéroter de facon que, pour tout j =1, ...,n, tout ¢ =1, ..., my—1
et tout k=1, ..., Ma1—1,

ple O™ entraine ¢l e O313
et que l'on ait
(8) ?ZH =P§ ’ q;lcﬂ =q.
Ceci fait, prenons pour 7 le segment aux bouts p; et ¢f. Alors
(9) i<j entraine I} £I7
et, pour tout » =1, 2, ..., ’ensemble compact
My—1 __

(10) Mp=Xo J It

i=1
est &,-connexe (en tant qu'une somme ascendante d’ensembles es-con-
nexes C7 v I—f, (0:8%] 'y 07 v f";, ...). En outre,
(11) 8(Mn) = 3(X),
(12) XCM,CM,C..
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Tes points p} et ¢i étant, pour ¢ = 1,..,mp—1, les plus proches
daprés (6) et (7) parmi ceux de deux ensembles disjoints OT ... u OF

ot (M L ...u Ch,, dont 'union constitue X, il 'y a sur le segment I*
aucun point de X sauf ses bouts et gi; en formule

@3y I'nX=(p}d)-
Nous allons montrer que
(14) i<j entraine Iy nI7C (0} qf).

Supposons en effet que p e(ﬁ”nﬁ)—(p}’, g7). Il résulte de (13)
qu'aucun des houts des segments I7 et Ij, en tant que point de X, ne
serait gitué entre ceux de lautre segment; done, comme différents en
vertu de (9), ces segments se croiseraient. Ainsi les triples de points
% 0,0} et i, p,q; ne seraient pas collinéaires, d’od
(15) o (0%, p7) < o(@¥, P)+ (P, 77),

(16) olgh, ) < o(di, p)+e(p, 47) -
En vertu de (6) et (7), on aurait pour ¢<<j
Q(P?: @ =e((lv..v 07, O0f) < e(0f v v 7, 0?) < o(pf, 19?);
0@} &) = e(0F v ... v O, CFr) < o(CL v o v O, Oy <@ 69),
c'est-a-dire
an o(ph, ) <olpi,p7) et o7, 4 < oldF, 4 -

Dans le cas olt o(p, p7) < o(p, ¢F), on aurait en vertu de (15) o(p7, )

< o(ph, p)+e(p, 77) < o(B%, P)+ 0(D, ¢§) = o(p?, ¢7) contrairement & la
premiére des formules (17), et dans le cas contraire, ol o(p, P7) > o(p, &),

on aurait en vertu de (16) o(pf, ¢7) < o(df, p)+e(, 4F) < (07, )+
+o(p, ¢) = o9}, @), contrairement 3 la seconde de ces formules. La
proposition (14) est done établie.

Posons & présent

(18) =) M.

n==1
On a donc en vertu de (11) et (12)
(19) S(M) = 6(X).

Rangeons tout les segments I_’i, oin=1,2,..eti=1,.., my—1,
dont se compose M d’aprés (10) et (18), en une suite f;, f;, ... de fagon
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que tout segment qui se répéte en raison de la convention (8) dans des
M, différents ne figure dans cette suite qu’une seule fois. On aura alors
d’aprés (10) et (18) :

(20) M=XoUT.
=1

Reste & montrer que la suite I, I, ... satisfait & la thése du théoréme.
On a en effet (3) en vertu de (13) et (4) en vertu de (14). Pour établir (5),
notons que si I; C Mp4— My pour un n =1, 2, ..., les deux bouts p; et
¢; du segment I, appartiennent en vertu de (7) et (8) & la méme &, - com-
posante de X et on a alors d’aprés (6) et (7)

(21) . 8(I) = o(psy ) < eém-

En méme temps, il n’y a dans la suite I, I, ... qu'un nombre fini
de termes I; tels que 8(I;) > e, car tout M, ne se compose d’aprés sa
définition (10) que de m,—1 segments. Vu que &+ 0, il en résulte la
theése (5).

Aingi, pour toute suite ¢,,%,,.. d’indices, l’ensemble%1'11117,G se ré-

duit & un point, qui est évidemment le point LimT; = lim p; = lim gy,
k0o k—co F—>00

done un point de X, puisqu’on a p;, ¢ X pour tout i par construction
et X est compact par hypothése. On a done

(22) LimI,CX.
k—o0

Il en résulte en vertu de (20) que Fensemble M est fermé, donc
compact d’aprés (19), et, en vertu de (12) et (18), que 'on a M = Lim M,,.
00

Enfin, tout M, étant e,-connexe oll & 4 0, I'ensemble M est connexe
en vertu de (1), p. 68. On a donc aussi la condition (2), ce qui achéve
la, démonstration.

COROLLATRE 1. L’emistence d'une courbe simple fermée dans M équivaut
o celle dans X.

En effet, X C M en vertu de (2). Pour I'implication inverse, supposons
qu'il existe une courbe simple fermée SC M telle que 8 ~ (M —X) # G,
&0l 8~ (My—X)# @ & partir d’un certain » en vertu de (18). On
a 4 la fois § ~ X % @, car on aurait en cas contraire S C M — X, c’est-a-dire

00 mp—1
8=8~U U It daprés (10) et (18), ce qui est impossible, S ne
n=1 i=1 )
se réduisant pas, en tant qu'une courbe fermée, & un seul segment ouvert
8 ~ IF et n’étant pas composée, en tant gqu'un continu, de plus d'un
ensemble 8 ~ I?, donc de deux ensembles ouverts dans lui et disjoints.
Soient CF, ..., OF, celles des e,-composantes de X qui ont des points
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gur 8, numérotées suivant le sens de parcours fixé sur cetite courbe. Aingi
O}, succéde & OF, ete. et finalement Cf, sucedde & Cf,. Il en est de méme
des ares fermés Ly, ..., Ly, de S unissant ces ¢, - composantes respectivement
et irréductibles par rapport & cette propriété. S se composerait done
d’arcs fermés IT,; ot j=1,..,s et d’antant de segments ouverts I7,
gsommandes de M, d’aprés (10), qui unissent les &, -composantes O1; portées
par ces arcs. Il en régulte gque tout Of se trouverait uni & ses deus
&,-composantes voisines sur S par des segments appartenant & M,
contrairement & (6)-(8) et & la définition des segments I3, d’aprés laquelle
celui des O, ..., Ci qui succéde aux aufres d’entre eux dans M, n'est
uni avec la somme de tous les précédents que par wn seul segment I%,

CoROLLAIRE 2. En particulier, lorsque dim (X) =0, le continu M est
une dendrite et ses bouts, de méme que ses points de ramification, sont situés
dans X.

11 s’agit de montrer que M est alors localement connexe sans courbe
gimple fermée. )

En effet, si M n’¢tait pas localement connexe, il contiendrait (5],
P. 176, 1) un sous-continu N tel que §(N) > 0 et étant de la forme

(23) N =LimX,,
N—00

olL N, sont des sous-continus de M disjoints. Il existerait alors un point
a € N ~ (M — X) par suite de 'hypothése que la dimension de X est nulle.
D’aprés (18) et (10) a e M — X entraine l'existence d’un indice i tel que
ael;, et d’aprés (23) a ¢ N entraine l'existence dans M d’une guite {ai}
de points de M— N tels que a = lime;. 8i on avait ¢; ¢ X pour une in-

¥

finité des 4, on aurait @ ¢ X au lieu de a ¢ M — X, puisque X est compact.
Presque tous les a; se trouvent par conséquent dany M — X, donc sur
des segments I; en vertu de (2) et (8). Mais. alors on aurait encore a ¢ X
en vertn de (22).

La connexité locale de M étant ainsi établie, il reste & ajouter que
Pabsence dans M d’une courbe simple fermée résulte immédiatement du
corollaire 1 en vertu de 'hypothése que dim (X) = 0. Enfin, elle entraine

aussitét d’aprés (13) et (14) I'absence dans M — X des bouts et deg points
de ramification de M.

D’aprés le corollaire 2, tout ensemble compact X C €2 de dimension 0
se laisse placer sur une dendrite M telle que les composantes de M —X
soient des segments de droite ouverts. D’aprés le théoréme clagsique de
Riesz-Denjoy (voir par exemple [6], p. 385), un tel X se laisse enfiler
en un are. Mais le probléme s'impose, si X se laisse alors enfiler aussi en

un arc L tel que leg composantes de I— X goient des segments rectilignes
ouverts. Le probléme reste ouvert.
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La construction du continu M, décrite dans la démonstration du
théoréme 5, suggére la possibilité d'unir les s,-composantes de X par
des disques topologiques owverts (c’est-2-dire des intérieurs des ‘ctl)urbes
gimples fermées sur le plan) au lieu des segments ouverts. Plus prémsement,
la question est de remplacer tout segment ouvert I7 par un disque ouvert

© Myl — . ) o R
D™ tel que la somme X v |J Y Di soit un continu, les D soient
n=1 e

hors X disjoints deux & deux et chacun ait sur X exactement deux points,
3 savoir les mémes points p; eb g7 qui ont été définis dans (7) et (8). En
effet, on a le théoréme suivant:

THERORBME 6. 8¢ X C &% est compact et la suite de segmmts.omerts
{I} auw bouts ps, @ satisfait auw conditions (2)-(4) et (22), il existe une
suite de disques owverts {Dj} telle que

(24) LiC.Di pour ’l:=1,2,...,
(25) Pensemble N = X uilljlff est um continu,
(26) DinX =Fr(D)~X=(p,q) powr i=1,2,..,
(27) Di~n D =Fr(D;) nFr(Dy)C(pi, @) powr i+#7j,
(28) Lim Dy, C X pour toute swite {iz}.

k—ro0

Démonstration. Par suite de (3) et (22), on peut entourer tout
point p € Iy, pi)ur un ¢ queleconque, d'un cercle @i(p, 7p) dont le rayon
rp est choisi de fagon que l'on ait

(29) Qlp, ) nX =0 powr i=1,2..,
(30) Qp, ) ~nI; =0 pour tous les j #1.
Posons
(31) D=1 Qilp,7p)-
pely

Aingi défini, D; est un disque topologique (*) sa,tisfa,_isant b (24).
Pour simplifier la démonstration, soumettons encore le choix des rayons
75 4 la condition supplémentaire

i rp) = 0.
) -1
Nous allons montrer que
(33) D= U: Qulp, rp) v (B4, 9) -
pedy

(*) C’est le seul endroit de la démonstration ou intervient 'l’hypothsfs;: a?;:: 1::
T, sont des segments rectilignes et non pas des arcs _(ou des eontmus)‘ a: :_1 o a,wir
qui compliquerait le raisonnement, car les D, défini par (31) pourraien
des compléments non-connexes.
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En effet, on a d’aprés (3) et (24) (pi, @) CL:C Dy, et d’aprés (31)

U @i, 7o) C Dy, done L% 0:p, rp) v (pi, &) C D;. Pour établir Pinclusion
pel; pely —_—
inverse, considérons une suite de points an e D; et le point

a = limay, .

N—>00

(34)

8i ae U Qip, p), linclusion en question est triviale. Dans le cas
: pel;

contraire, il n'y a dans tout Q«p, rp) qu'un nombre fini des a,. Entou-
rons les deux bouts de I; de cercles quelconques. L’ensemble compact
T—[Q (s, £) v Q(gi, €)] se trouve donc couvert, pour tout ¢ > 0, par un
nombre fini des cercles Qi(p,rp), A'0U an €[@(ps, ) v Q(gi, &)] & partir
&un certain n. Il en résulte en vertu de (34) que l'on a soit a = p;, soit
a = g;. Iégalité (33) est ainsi établie.

Elle entraine d’aprés (30), en multipliant par T; les deux membres
de Tégalité (33), que D; ~ I; C (ps, ¢) pour tout 4 # j, d’ott Dy~ I; = @,

On peut évidemment choisir successivement, pour § = 1,2, ..., les
rayons 7, des cercles @;(p,rp) de fagon & avoir pour tout ¢ 7§

(35) D; nQi(p’, 7y) =@ pour les points p'el;,

donc & plus forte raison en vertu de (33)
Ql'(py Tp) N Qi(pli Tp) = 9

On a en vertu de (29) et (31) D;n X =@ pour ¢ =1, 2, ..., dol
D;n X = Fr(D;) ~ X. 1l en résulte aussitét la thése (26) en multipliant
par X les deux membres de ’égalité (33) et en appliquant (29).

On a done D; ~ D; =@ pour i 5 §j d’aprés (31) et (36), d’olt D; ~ D;
= Fr(D;) ~Fr(D;). Il en résulte la thése (27) en multipliant par D; les
deux membpres de égalité (33) et en appliquant (35).

Pour établir la thése (28), nous allons montrer d’abord que (%)

(36) pour tout pel; et tout p’el;.

@7 dist(Dy, I;) = supry .
pel;

i

En effet, on a sup o(a', I) = supry dQ’aprés la définition (31) de
x'eDy . pely
D; et il résulte de (24), que ¢(D;, #'’) = 0 pour tout &’ € Iz. On a par

conséquent dist (D;, I;) = max[sup o (', T;), sup o (Di, #"')] = max[supry, 0,
, 5 3 o’ €Dy ot ely el
c’est-d-dire 1'égalité (37).

. *) 'dist;(.X’,X”) désigne la distance de Hausdorff entre ensembles X’ et X",
¢ext-a-dire dist (X, X”) = max[ sup e(a’, X7), D, 0 (X',2)] (voir [4], p. 106).
& "X’l
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Il en résulte d’aprés (32) que ]_imdist(ﬁ, I)=0. La convergence

topologique d’llzle suite de disques fermés {Dy} équivaut done i celle
de segments {I;} et on a %i]ilpik = I;_iﬂfz'k- La thése (28) en résulte en
vertu de (22).

Enfin, X étant compact, lensemble N = X uiQ_D; Yest également

en vertu de (28). En vertu de (24) et (20), on a N = (X v Loj v UDs
i=1 =1

=MoUDi et M~D;#0 pour i=1,2,... Or M étant un continu

i=1
d’aprés (2) et tout D; létant par définition, N est connexe (voir [5];
p. 82, 2). On a donc aussi la thése (25).
Il est & remarquer qu'en remplagant dans le théoréme 6, qui vient
’étre démontré, hypothése (22) par (5), dont elle résulte, on peut rem-
placer la thése (28) par une nouvelle thése, dont elle résulte, & savoir par

(38)

lim 8(D;) = 0.
{—00

En effet, on a en vertu de (29) et (31) 6(Ds) < o(pis @) = 8(T),
puisque p; et g; sont les bouts du segment I;. Par conséquent,

(39) Dégalité (B) entraine Pégalité (38).

Le théoréme 6 se laisse généraliser un peu. On peut montrer notam-
ment que si les composantes I; de M—X sont des arcs ouverts au lien
d’stre des segments rectilignes ouverts, et méme Jorsqu’ils sont des con-
tinus assujettis & certaines conditions naturelles, il existe une suite de
disques {D;} satisfaisant aux conditions (24)-(28). Cependant, cette démon-
stration comporterait (voir le renvoi (), p. 73) des constructions plus
longues et fastidieuses.

TrgoREME 7. Soit, pour un X C E* compact, {Di} une suite de disques
assujettis aux conditions (25)-(28). Alors, quelle que soit la suite des com-
tinus {P;} satisfaisant & la condition

(40) (p1; @) C P:C Ds,
Vensemble
(41) P=XulU P

i=1
est un continu.
Démonsgtration. L’hypothése que P;CD; entraine - d’aprés (25})
que Lim P, C X. Or X étant compact, il en est donc de méme de P d’apreés
k—o0

Pégalité (41). On a, en appliquant successivement les deux inclusions
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(40) et Iégalité (41), Pi= (pi, q:) v Pi= (9i; 8) v Di n P v Dy~ (U
1%

=fhnxuﬂn(©ﬂ)=_ﬁin P. Une décomposition P= A u B en
i=1

et B non-vides, disjoints et compacts donnerait done P;= P;~ .
=D;~ Ao D;~ B, ot soit D; ~n A # @, soit Dy~ B+ @, puisque I
est conmexe par définition. En vertu de (41), il en résulterait done 1

décomposition N=Xo U Di=XnPulUDi=(Xn~n4dv |J Dy
=1 i=1 Divd#e
v(@Xn~Bv_ U D;) en deux ensembles non-vides disjoints et compacts,
DiuB#¢

car la limite topologique de toute suite des disques fermés D; qui ont
des points communs avec ’ensemble compact 4 ou B respectivement
en a également et ily appartiennent & X en vertu de (28). Cependant,
une telle décomposition de N contredit (25).

TrEoREME 8. Soit, pour un X C & compact, {D;} une suite de disques
assujettis aux conditions (25)-(27) et (38). Alors, quelles que soient les suites
de continus {P;} et {Pi} telles que pour i =1, 2, ...

(42) P; est homéomorphe & Pj,

(43) (95, 8)CPCD; e (pi, ) CPiC Dy,
les ensembles

(44) P=Xu\JP & P =XulJP

i=1 i=1
sont homéomorphes.

Démonstration. Il ’agit d’établir 'existence ’'une homéomorphie &
telle que h(P) = P’.

Soit pour ¢ = 1,2, ..., conformément & (42), h; une homéomorphie
telle que
(45) hy(Py) = P,
(46) h{p) =pi et hi(g) = g

Posons
(47) RPi=h ypour i=1,2,..,
(48) h(w) = pour tout meX-CjP;.

g

1 vient d’abord
(49) h(@)==x pour tout . zeX .

Bn cffet, on a pour i=1,2,... Qaprés (43) (pi, g) = (pr, g) ~ X

CPin XCDin X, d'oll en vertu de (26) P; ~ X — (P4, @). 11 en régulte
(49) Qaprds (46)-(48).

icm°
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Enguite, 7 (P) = P’. On a en effet, en appliquant successivement (44),
(49), (49) et (44), A(P)=h(X v U P) = h(X) v h({J P) = X o Jn(Py
i= i=1 i=1

—XxulJPi=P.

i=1

En outre, la fonction % est biunivoque. Elle I'est en effet; d’apreés (47)

dans chaque P; et d’aprés (48) dans X—| J P;; en vertu de (44), elle Dest
i=1

done encore dans P tout entier.
Enfin, la fonction h est continue. Admettons en effet que ay, € Py,

et a =klim ay,. On a donc en vertu de (43) a; ¢ Dy, d’oll @ X en vertu

de la conséquence facile (28) de I’hypothése (38). Il en résulte aussitos
en vertu de (49) que

(50) ' ha)=a.

Il s’agit de montrer que
(51) h{a) = lim h(ay) .
F—»co
Or on a h(ay) € P, en vertu de (43); vu que ay, € Py, on conclut de

Ihypothése (43) que (ay, h(ay) CDy. En vertu de I'hypothése (38),
on a donc lima;, = lim A(a;,), ¢’est-a-dire @ = limh(ay,), d’ott I’égalité (51)
ko0 k—rc0 k—o0

en vertu de (50). La continuité da h est ainsi établie dans ‘UIP‘, et dans X
elle résulte trivialement de (49). La fonction % est donc continue dans la
somme de ces ensembles (voir (4], p. 75, 3) et & plus forte raison dans P
d’apres (44).

In en résulte, P étant compact en vertu de théoréme 7, que h est
une homéomorphie. ‘

§ 3. Probléme de K. Haman; solution et généralisations.
Nous allons commencer par la décomposition des disques topologiques
en arcs.

Levve. D éant wn disque, il existe pour tout couple p,q de points
de Fr(D) liés par un aro L C D, une famille de 2% arcs L' tels que

(1) p- yr,
o<1
(2) t, £ 1, entraine " ALR= @,

(3) L=I pour une valeur e t.
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Démonstration. Soit @ l'intérieur du cercle géométrique Q. Soit
d@’abord h une homéomorphie quelconque (par exemple une transfor-

mation conforme) du cercle § en disque fermé D. Par conséquent,
(4) p=h(p) et g=n(g) o p’,¢ <Fr(Q).

On a notoirement
(5) Q= Vg

olt I sont des arcs tels que
(6) t, %1t entraine L4~ L% = (p'5q"),

les points p’ et ¢' étant donnés d’avance. La famille des arves L peut
stre choisie par exemple de facon que L7 soit une fonetion continue de
pour 0 <t <1 et que L'® et L goient les deux arcs de la circonférence
Fr(Q) qui unigsent p’ et ¢'. Soit
n LD=nT% pour 0<i<g1.

On en conclut en vertu de Byque D=wr(@)=n U I'H= U R

- [ESE<§ 0<i<1
= |J I% On a done (1).
[E<E<1

On a en méme temps, en appliquant successivement (4), (6) et (7),
LhnIh =h(L%) AR(L%) =L~ L") =h(p', ¢') = (k(p"), h(g)) = (9, 9),
¢'egt-a-dire (2).

Ceti établi, nous allons modifier la construction das arcs IF de fagon
que Y'are donné L soit de leur nombre.
_ L’arc L coupe le disque D en deux disques disjoints D* et D tels que
L = Fr(D") ~ Fr(D?). Appliquens & .chacun d’eux ce qui vient d@&tre
démontré pour- D, & savoir, les décompositions Di= |J I et D?

— . o<i<i
=1/zg< Lf assujetties & (2) et dans lesquelles I = T2, Alors la décom-
1

L
position D=D'vDf= |J IFuv \J IF= \J TF satisfait manifeste-
0<t<1/2 1/2<t<1 0<<i<1
ment & toutes les trois conditions (1)-(3).

Le Jlemme qui vient d’4tre démontré se laisse généraliser: la décom-
position des disques en arcs peut étre rendue continue et méme les deux
homémorphies transfermant le cercle § en disques fermés I" et D? peu-
vent étre, avec quelques précautions convenables, définies de fagon qu’elles
coincident sur 'arc LM et forment ainsi une seule homéomorphie entre
et le disque fermé D tout entier.

Soit T la famille des 2% ensembles {t;} an plus dénombrables et deux
4 denx disjoints en lesquels le segment 0 < ¢ <1 est décomposé d'une
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fagon quelconque (°). La suite {;} peut donc n’avoir qu'un nombre fini
de termes différents, et méme consister d*un seul terme répété une in-
finité de fois. .

Les théoremes 5-8 peuvent étre alors résumés comme suit. En vertu
du théoréme B, il existe, pour tout X C ¢* compact, une suite {I;} de
segments ouverts satisfaisant aux conditions (2)-(8) du §2 et & plus
forte raison & la conséquence (22) de (5). En vertu du théoréme 6, il
existe done une suite de disques {D;} satisfaisant aux conditions (24)-(28)
et 4 plus forte raison & la condition (38), qui est une conséquence de (5)
d’apres (39). En vertu du lemme, chacun des ditques fermés D; peut tre
décomposé en 2% arcy unissant les points p;, ¢; des composantes diffé-
rentes de X et digjoints hors ces points. En vertu du théordme 7, les arcs
T.C D; choisis arbitrairement parmi eux et ajoutés & X donnent des
continus, qui sont homéomorphes deux & deux en vertu du théordme 8.
On a donc finalement le théoréme que voici:

THEOREME 9. Htant donné un ensemble compact X C 2, il ewiste
une famille de 2%° sur-continug My, de X o {8} e T, deuw & deus homébo-
morphes et tels que

(8) Meypy=XvlJ E{ ol L—? est un arg,

=1 .
9 My~ Myyy =X pour tout couple de suiles distinctes,
(10) Vensemble | ) My, est un continu .

{h)el

Il en résulte en particulier que X =MOTM¢,) et quil y a 2% re-
. €

présentations distinctes de cette forme. ‘

K. Haman a posé le probléme: est-ce que tout ensémble compact
X C & est partie commune de deux sous-continus de &%

Le théoréme 9 en est une solution affirmative et manifestement bien
plus générale. On peut pourtant la généraliser davantage si 'on y’appuie
sur la généralisation du lemme, mentionnée p. 77. On peut ajouter alors
au théoréme 9 deux théses supplémentaire qui suivent:

(11) Ta famille des My, est continue,
(12) le comtinu My, oiL t; = 1/2 pour tout ¢=1,2,.. (Cest-d-dire le
o —
continn My = X v |J Li®) peut étre finé d'avance.
=1

Tl est & remarquer que parmi les continus My, il existe d’aprés
leur construction un M tel que M— X se compose de segments ouverts

() Pour l'existence de décomposition effectives en de tels ensembles, voir par
exemple [3], p. 252, 1°, ol tous ces ensembles sont dénombrables denses.
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disjoints. En vertu du théoréme 9, tous les continus My, (de chacune
de leurs 9% familles) sont homéomorphes. En particulier, si M est une
dendrite, il en est donc de méme de tout Myy;.

En conséquence, si dim(X)=0, on peut, en vertn du corollaire 2,
remplacer dans énoncé du théoréme 9 le mot sur-continw par les mots
dendrite dont les bouts et les points de ramification appartiennent & X,

La question est moins simple pour les X enfilables. Bn vertu du
théoréme 1, elle se réduit & des X compacts de dimengion 0. Or un théoréme
permettant enfiler tout X compact de dimension 0 én un arc L tel que
L—X se compose de segments ouverts digjoints (cf. le probléme men-
tionné p. 72) permettrait, tout comme pour les dendrites, de remplacer
dang Iénoncé du théoréme 9 le mot sur-continu par le mot arc et avoir
ainsi une généralisation considérable du théoréme de Riesz-Denjoy.
Mais & défaut de ce moyen de procéder, et celui consistant & enfermer
dans des disques les arcs ouverts non-rectilignes (signalé p. 73 comme
bien plus compliqué) n'ayant pas été utilisé, cette généralisation du thé-
oréme de Riesz-Denjoy reste un probléme ouvert. ‘
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Dimensions of irreducible continua and fixations
of components in compact spaces

by
A. Lelek and D. Zaremba (Wroctaw)

This note establishes a relation (see Theorem 1 below) between the
dimengion of a continuum X (i.e. connected compact metric space), irre-
ducible between two points, and the dimengion of fibres in X (*). As
applications there are given two theorems on the existence, in a corapact
metric space X, of a compact subset which has dimension less than an
integer » and intersects every component of X provided that all these
components have large diameters or converge to. points of a compact
set with dimension less than n, and X satisties a certain condition (see
Theorems 3 and 4). That condition holds for subsets of polyhedra, and
in this way generalizations of the results of D. Zaremba [4] concerning
plane sets are obtained (see Corollaries 1 and 2).

Lemua. If ¢ > 0, X is a compact metric space and n < dimy X, then
there emists o continuum CC X such that d({p}v 0) <& and n < dimC.

Proof. Let Q be a closed solid sphere in X with centre p and radius /4.
Hence n < dim@ and we infer (see [2], p. 106) that there is a component ¢
of @, satisfying n < dimC. Thus 0 is the desidered continuum.

TaEOREM 1. If X is a continuum irreducible between two points a, b
and 2 < n < dim X, then there ewists a fibre F C X such that n < dimF.

Proof. Let g: X—9 be such a continuous mapping of X into the
segment O = [0, 1] (2) that the sets g~%(f) coincide with the fibres of X
(see [2], p. 139). If g(X) is a one-point set, then F = X and Theorem 1
follows. Thus we may assume that g(X)=9, g(a)=10 and gb)=1.

Since X is a compact metric space and n < dimX, the Menger
Theorem (see [2], p. 66) implies the inequality n < dim[X=Xm-n],
where Xy = {#: © ¢ X, dim, X < n—1}. But X@-1 is & Gy-set in X
(see [1], p. 164), whence X — Xy = ¥; v Yy v ..., Where ¥, are closed

() Fibres of an irreducible continuum correspond to its “tranches” in the sense

of [2], p. 139. The notation from [1] and [2] i8 adopted here. ) a
() If t, <1, are real numbers, then we denote by [, %] the closed interv:

{: 8 <t <1y}
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