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Quelques théorémes de I’Algébre de Boole et leurs
applications topologiques

par
R. Engelking et K. Kuratowski (Warszawa)

Donnons-nous une algébre de Boole (4, +,’, -,0,1). Nous Ila
désignerons, tout court, par A. Pour tout X C A le symbole sX désignera
1o somme des éléments de X (si cette somme existe); cest-a-dire que:

1° # C sX pour tout z e X,

2% pour tout a tel que (e X=>xCa) on a sXCa.

Llalgébre A est dite compléte lorsque la somme sX existe pour tout
X C A (cf. [6], p. 58). Pour certaines applications topologiques, la notion
d’algébre compléte se montre trop restrictive: au lieu d’admettre que sX
existe pour tout, X C 4, il convient mienx d’admettre qu'elle existe sous
certaines conditions imposées & X. Ces conditions seront exprimées en
termes de recouvrements; elles conduisent & la notion d’algébre C-comp-
léfe ol C est une famille de recouvrements dite réguliére (voir §1);
3 savoir, Palgdbre A est dite C-compléte lorsque la somme sX existe pour
tout sous-ensemble X d’un recouvrement arbitraire appartenant & C.

Pour avoir un exemple d'une algdbre C-compléte, considérons le
cas oll X est un espace topologique et olt A est ’algébre de Boole ayant
pour éléments tous les sous-ensembles fermés-ouverts de O et définis-
sons C comme la famille de tous les recouvrements de 9 formés d’en-
sembles fermés-ouverts, disjoints et dont l’union coincide avee o (ce
qui est une condition plus restrictive que celle que la somme algébrique
coincide avec X, voir Deuxiéme partie, remarque 1). L’algébre 4 est
alors C-compléte (mais n’est pas compléte).

Dans le méme ordre d’idées, nous considérons la notion de C-filire,
¢est-3-dire d’un filtre (maximal) qui n’est disjoint d’ancun des recouvre-
ments appartenant & C. Comme on verra, la notion de C-filtre correspond
4 celle de quasi-composante de l’espace X (4 étant — comme aupara-
vant — lalgébre des sous-ensembles fermés-ouverts de OX).

Les notiong d’algébre C-compléte et de C-filtre permettrons d’appli-
quer 'algébre de Boole & certains problémes topologiques considérés
ailleurs (voir [4], Appendice).
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Nous démontrons en outre quelques théorémes de 1'algébre de Boole
qui paraissent présenter un intérét par eux-mémes. Tels sont en particulier
les théorémes qui utilisent la notion de limite inverse. Ajoutons qu’a
Taide de cette notion nous obtenons comme cas particulier le théoréme
bien connu de M. H. Stone sur la représentation des Algébres de Boole
(§ 3, Remarque 3).

Premiére partie. Algébre de Boole

§ 1. Recouvrements. Algébres C-complétes.
DEFiNITION 1. Tout ensemble ¢ C A sera dit un recouvrement de A

(& termes disjoints) en symbole C e R, lorsqu’il satisfait aux conditions
suivantes:

(1) i a,e0 et @eC, ona a-a=0,

(2) s0 =1,

cest-d-dire: & tout @ # 1 correspond un € 0 tel que v—a = 0,
(3) 0 non-¢C.

La famille R est partielloment ordonnée par la relation (<< €, qui
signifie que le recouvrement €, est plus fin que €, c’est-a-dire que tout
élément de 0 est contenu dans un élément de C, (done — les éléments
de O, étant disjoints — est contenu dans wn seul élément de C).

La famille R est dirigée (est filtrant & droite), c’est-d-dire que:

(4) s G, CyeR, il existe un CyeR tel que (), < 0, et O, < C,.

Plus préeisément, en désignant par € o 0, Vensemble composé de
tous les produits non vides z-y ol e 0, et ye (5, on a:

(5) 0.< 000, et 0,<Co0,.

Pour se convainere que (0, o 0,) € R, considérons un a # 1. D’apres (2)
il existe un @ € €, tel que z—a 0, c’est-a-dire que #'4a@ % 1. Comme
Cs € R, il existe un y € C, tel que y— (2" +a) # 0, d’olt y - —a 3 0. Comme
Yy-@weCyoCyy la formule (C) 0 0,) e R se trouve établie.

Donnons-nous & présent un ensemble dirigé T (composé d’éléments
arbitraires) et faisons correspondre & tout ¢ e T un recouvrement Cr:

C: T-R.
Admettons en outre que

(6) . ‘(to‘\<\.t1) =(0, < 0y).

~ Dans le cas oll ty < 1y, dééignons par gﬁ;(w) pour tout @ e Oy, 1’élément
de Gy, (défini de fagon univoque) tel que

) @ C gi(x) € Cy, .

icm

Quelques théoréme de U Algébre de Boole

On a ainsi v
(8) gf;: C,—~>0Cy, .

Remarque. Cette transformation est une transformation sur Cy;
c’est-a-dire que
L3
95Oy} = Gy

Supposons, en effet, que y e 0y n’est pas une valeur de la fonction
g2, clest-h-dire que, pour tout we Cy, on a g};(m) # 9, done (les éléments
de 0, étant disjoints) que y-gh(z) = 0, @’ott y-2 = 0 (selon (7)), et par
conséquent x C ¢’. Comme ¥’ 21 (d’aprés (3)), on parvient & une con-
tradiction avec (2).

En vertu des conditions (6) et (7), le systéme {C;, gﬁ;} est un systéme
inverse (cf. [1], p. 212). Nous le désignerons d’une fagon plus bréve par
{0y, D} (1). L’ensemble Lim {Cy, D} est done le sous-ensemble du produit

cartésien P, olt te T, composé des points {#*} tels que

(9) eCy et ahDah dés que <.
DEFINITION 2. Toute famille C = {(C,}, t ¢ T, de recouvrements sera

dite réguliére, lorsque:

(10)

(11)

pour tout ae A il evisie un t e T tel que Cy = (a,a’),
st tye T et tye T, il ewiste un iy e T tel que Oy = Cy o Oy

On en déduit facilement que

(12)  chaque famille réguliére contient tous les recouvrements finis.
Yividemment
(12°)  La famille R est réguliére

(on pose ici T = R et on éecrit O au lien de Op).

Envisageons le cas particulier ol il ewiste dans T le dernier élément;

désignons-le par t,. Autrement dit, le recouvrement ¢ est le plus fin
parmi tous les C;. La famille 0 = {C;} étant supposée réguliére, nous
allons montrer que
(18) 04, coincide avec Densemble des atomes (%) de Valgébre A.
(1) Soit, d’une fagon générale, {X;} un systéme de sous-enmsembles d’une algébre
de Boole, le paramétre ¢ parcourant un ensemble dirigé 7. Admettons qu’étant donné
un couple #, <t il existe pour tout 2 ¢ Xy un seul élément de Xy qui contient x;
désignons le par g‘é(m). On vérifie facilement que {X, gf;} est un mystéme inverse. Sa
limite — que nous désignons Lim{X;,D}— se compose des ensembles {xf} tels que
zt e Xi ot atoD o dés que &) < Iy,

(%) On appelle atome d'une algébre de Boole tout élément o # 0 qui ne contient
aucun élément différent de 0 et de a.
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En effet, en supposant que a e Oy, et que 0#bCa et a—b 50,
considérons (ef. (12)) le recouvrement C; = (b, a—0, a’). Bvidemment ¢
n'est contenu dansg aucun élément de C;; mais cela est incompatible
avec 'hypothése que C; < Cj,.
Réciproquement, soit & un atome; posons C;= (a, a’). Comme
C; < Oy, 1l existe un b e Oy tel que b Ca, d’olt @ = b. Done a e Cy,.
DeimNITION 3. Soit C = {0}, te T, une famille régulitre de re-
couvrements. Nous dirons que lalgdbre A4 est C-compléte, lorsque la
somme sX existe pour tout X C C,.

§ 2. Cfiltres. Rappelons qu'un ensemble V' C A4 est dit un (vrai)
filire de Dalgébre A lorsqu’il jouit des propriétés suivantes:

(1) siaelV et aCh, on a beV,
(2) st aelV et beV, on a (a-b)el,
(3) 0 non-¢ V.

DerNITIoN 4. Etant donnée une famille C = {04}, ¢ € T, de recouvre-
ments, nous dirons gqu’un filtre V est wn C-filtre, en symbole V e Ug,
lorsqu’on a V' ~ 0; # 0 quel que soit ¢ e T.

L’intersection V ~ C; se réduisant & un seul élément (en vertu de (2),
(8) et de §1 (1)), désignons-le par A(F). On a done

(4) (R V)=V~ 0O quel que soit teT.

On constate aussitét que, si la famille C est réguliére, tout C-filtre V
est un filtre mawimal (un ,ultrafiltre®), c’est-a-dire gue

(3)

(@aillewrs il n’y a que l'une de ces possibilitds qui puisse se présenter).

pour fout a €A, on a soit a eV, soit a' eV

La réciproque n’est pas vraie en général (voir § 4, remarque 1).
Cependant, si fowt recouvrement Cye C est fini, chague filire mawimal est
un C-filire.

La démonstration ne présente aucune difficulté.

Rappelons que I'ensemble 8 C T est dit cofinal avee T lorsque & tout
teT correspond un se§ tel que ¢ < s. Nous dirons alors que la famille

= {D,} ol 8 €8, est cofinale avec la famille C = {0} ot teT.

(6) 8¢ D= {Dg} est cofinal avec C = {Cy}, on a Up = Ug.

Tout C-filtre étant évidemment un D-filtre, il s'agit de montrer
qu'en supposant que ¥ e Up, on a Ve Ug; clest-i- -dire, qu’étant donné
un tel, on a ¥V~ O, #0. Or, soit t<sel. Comme VeUp, il existe
un a eV ~ Dy, et comme 0y < G (cf. §1 (6)), il existe un b e C; tel que
aCbh. Done b eV d'aprés (1). On a ainsi b eV ~ C,.
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CoROLLAIRE. 8i la famille C = {CO}} est réguliére et contient le dernier
dlément, la condition nécessaire et suffisante pour que V e Ue, est gqu'il
existe un atome a tel que V coincide avec Pensemble V (a) de tous les x qui
contiennent a.
Désignons, en effet, par t, le dernier élément de T' et posons D = (Cy,).
En supposant que V e Ug, posons a = BP(P). On constate aussitét que

" l‘ensemble V(a) est un C-filtre, contenu dans V, done identique & V.

De plus, d’aprés §1 (13), a est un atome.
Réciproquement, si a est un atome, on a a«< Cy, done V(a)eUp
et d’aprés le théoréme précédent, V(a) e Ug puisque D est cofinal avee C.

§ 3. Représentation de la famille U; des C-filtres comme
limite inverse de recouvrements.

THEOREME 1. C = {C}), t ¢ T, flant une famille régulidre de recouvre-
ments, Papplication b = {k'}, définie par la formule (4) du § 2, transforme
de fagon biunivogue la famille Ug sur la limite inverse Lim{Cj, D}.

En symbole (%) -

(1) I: Ug+» Lim{Cy, D} .

Demonstmtmn. Dabord k(V) € Lim{ Cy, D}. Autrement dit (cf. §1

9)) W(V) e C; et W(V)D L"(F) dés que t, <t,. Bn effet, d’aprés § 2 (4),

h‘l(V) eV ~ 0y, et comme selon §1 (6), 4 < Oy, il existe dans Cy, un

&lément qui contient h*(F). D'aprés § 2 (1), cet élément appartient & V
et, par conséquent (d’aprés § 2 (4)) est identique & Bh(F).

Puis, la transformation % est biunivoque. Soit, en effet, Vy+# Vi.
Supposons que a € Vo—Vq, d'on a’ eV, (selon § 2 (5)). La famille ¢ étant
régulitre, soit conformément & § 1 (10), C; = (a, o). On a done W) =a
et W(V,) = &', dolt h(Vy) # h(Vy).

Tl reste & démontrer qu'étant donné {z'} satisfaisant & la condition (9)
du § 1, it existe un V e« Ug tel que (V) = &' quel que soit teT.

Or définissons ¥ par la condition:

a eV =il existe un ¢ tel que ' C a.
V est un filtre. En effet, les conditions (1) et (3) du § 2 étant évidem-
ment satisfaites, il s’agit d’établir la condition § 2 (2). Posons done zC a,
aCay bt <ty Ty <ty. I vient d’apréds §1 (9), #>Cah-2=Cayr ap,
d’olt a,-ay e V.

Finalement ¥ est un C-filtre, c’est-a-dire que V ~ C; # 0, quel que
soit ¢ T. En effet, d’aprés (2) et §1 (9), on a #*eV n Ci.

Remarque 1. Soient 4 et B deux algébres de Boole. Soient, comme
auparavant, 7 un ensemble dirigé et C= {C;} une famille de recouvre-

(2)

() Nous écrivons f: X< T, lorsque j est une transformation biunivoque de l'en-
semble X sur l'ensemble ¥ (tout entier).
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ments de 4. Soit, pour tout teT, f une transformation de ¢, dans B
telle que

(3) (@D @) =[f*(zm) D f*(m)]

En posant f = {f} et D, =F(Cy, on a

dés que  @pe Oy, o € Oy et 1) <4,

4 f+ Lim{Cy, O} > Lim {D;, O} .

La démonstration est immédiate.

Il en résulte que, la famille C étant supposée régulidre et la trans-
formation h étant définie par la formule § 2 (4), la fonction composée fh
satisfait & la condition:

(5) fh: Ug o Lim {D, D} .

Cela présente une légére généralisation du théoréme 1.

Remarqune 2. La formule (1) induit une topologie dans I’ensemble
Uc des C-filtres. A savoir, on définit la fermeture de tout ¥V C Upg par
I’éguivalence

(6) (F eP) =[1(V) e B(V) quel que soit teT].
Définissons les ensembles W, pour z e 4, par 1’équivalence:
(N VeW,=xeV.

Conformément & (6) les W, sont fermés-ouverts et constituent wune
base de l'espace Ug. En outre, I'espace Uy est complétement régulier
de dimension 0 (cf. [4], p. 442).

Dans le cas particulier, olt tous les recouvrements ¢ e C sont finis,
Pespace Uc est bicompact.

Car dans ce cas, le produit cartésien P(, est bicompact (d’aprés
le théor(}me de Tychonoff) et il en est de méme de son sous-ensemble
fermé L}EL{C,, O}, done de Ug, qui lui est homéomorphe.

Ajoutons que — comme nous ’avons fait observer dans le §2—
liespace Ug coincide dans le cas considéré avec ensemble U de tous les
filtres maximaux de P’algébre 4. L’espace U étant bicompact et les en-
sembles fermés-ouverts W,, ot # € 4, formant sa base, tout sous-ensemble
fermé-ouvert de U est I'union d*un nombre fini de ces ensembles. Comme,
d’autre part, W est une isomorphie (cf. [6], p. 22), il vient, en désignant
par (0,1)7 1a famille des sous-ensembles fermés-ouverts de U:

(8) W: A (0,1)0.

On parvient ainsi au théoréme bien connu de M. H. Stone.
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§ 4. Mesures entidéres. Admettons, & présent, que Valgébre A
est C-compléte (voir définition 8 du § 1), ot C = {4}, t € T, est une famille
réguliére de recouvrements.

DEFINITION 5. Soit p une fonetion qui attache & tout € 4 un nombre
entier u(z); soit p(0) = 0. Nous Pappelerons C-mesure entiére, ou tout
court C-mesure, lorsqu’elle est assujettie & la condition suivante d’ad-
ditivité pour tout t e T: 5i X = {2;} C C; (les 2, étant différents deunx & deux),
on a

(1) w( D7) = D ute).

Bien entendu, cette égalité implique qu’il n’y a dans C; qu’un nombre
fini d’éléments dont la mesure # 0.

Nous désignons par M Pensemble de toutes les C-mesures.

¢ étant un recouvrement de A, désignons par C lalgébre de Boole
générée par C; elle a done pour éléments toutes les sommes (finies ou
infinies) d’6léments de C et, par conséquent, elle est une algdbre compléte.
Nous désignerons par V() Pensemble des mesures entiéres définies sur C.

Soit € = {C;} une famille réguliére de recouvrements. Evidemment,
sity<t, on a 0,C Oy (cf. §1 (6) et (1)). Désignons par {MM(C), restr}
le systéme inverse par rapport & P'opération de restriction; c’est-b-dire que

vestrf; (u) = p| G, ot p e M(Oy) et 1, <1y,

Nous allons établir le théoréme suivant:
TatoREME 2. Llopération de restriction {u|Cs}, o teT, donne liew
& la relation

(@) Mg Lim My, restr}.

Démonstration. D’abord, lopération envisagée transforme le
membre gauche de la formule (2) dans son membre droit. Car en admettant
que z€ Mg, on a

W) eM@) et (w0 Cu) = 1| -

Puis, Dopération de restriction est biunivoque. Car en supposant
que u; # u, il existe un a €A tel que m(a) # pa). En désignant par
t(a) l'indice tel que
(3) Ciay = (@, @)

(cf. §1 (10)), il vient F’xlat(a) # Oiar-

Nous nous proposons de démontrer & présent que Popération envisagée
est une transformation ,sur® le membre droit de 2.

11 s’agit done de prouver qu’étant donné un systéme {»} ot te T et olt

v, =0,  dbs que 1, <1y,

(4) we M) et
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il exigte un u e M tel que

(5) ulCi=» quel que soit teT.

Nous allons montrer en effet que telle est la fonction x définie par
la condition (c¢f. (3)):
(6) 1(a) = vy (a)

quel que soit aed.

D’abord p e Mo. Pour s’en convainere, posons a = 3 a, oit {a,}C G,
Il s’agit de prouver que
y
(M) Vi) (@) = Z Vit () -
Or on constate aussitdt que (a, a’) < 0y et (a., al) < €, @0l (selon
§1 (6)) t(a) <t et t(a,) <t, donc en vertu de (4) on a

(8) w,g(a)(a) = ’Vt(a) et 111(“1) (a,) == w(a,) .

L’égalité (7) enArésulte en vertu de ’additivité de la fonetion » (qui
est éldment de WM(DY)). :

Reste & établir la formule (5). Cela revient & dire, qu’étant donné
aeCy, on 2 #(@) = vfa), ou encore (conformément 4 (6)), que Yyay (@)
= v(a). Mais cela est vrai d’aprés (8). '

Remarque. En tenant compte de la formule (2) qui permet de
yeprésenter Pensemble de C-mesures comme limite des ensembles M0y,
ﬂ.lmporte de remarquer qu’en général, une algébre C-compldte ne se
laisse pas représenter comme limite des algébres 0,. Plus précisément:

s 1 N o~ P
50113 fa(z), ot € 0y, le plus petit élément de {, qui contient . On voit
facilement que

it ' 3
D a) = Dbt et fatm—aa) = fi(m)—fr(ay).
8 8

Il en résulte que la limite Lim {0, /} est une algdbre compléte,
vu que les algdbres (; sont compldtes ().

Comme dans le cas des filtres maximaux, on & i

: a le théoréme g nt

(cf. [6], p. 17): , e

TIT‘E.OREME 3. La fonction caractéristique dun C- filtre est une C-mesure.

Réciproquement, toute C-mesure qui n’admet que deux valeurs 0 et 1

(et gm' n'est pas identiquement nulle) est la fonction caractéristiqgue d’um
C-filtre.

{*) En ce qui concerne la représentation des al,
) &
inverses d’algdbres de Boole, voir [2]. s o Tocls par des aystimes
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Démonstration. Soit, en effet, a, la fonction caractéristique de V,
c’est-3-dire que
aelV,
acd—V .

Soit €= {03}, Pour 1 ¢ T, B(V) est le seul élément de Oy~ F (ef. § 2 (4));
tous les autres en sont disjoints. On a done ap(A{(V)) =1 et ag(x) = 0
pour tout ¢ Cy— (W(V)). Soit 2= >z olt 2, € C; silun des 2z, est identique
a B(P), on a 2D h‘(V), d’olt zeV, done ap(z) =1 = D ap(z;), dans le cas
contraire z-B{(V) = 0, d’ol 2 e A—V, done ap(z) = 0 = Y ap(2:).

La fonction a, est done une C-mesure (cf. (1)).

Réciproquement, admettons que p est une C-mesure & valeurs 0
eb 1, et désignong par ¥ lensemble des z tels que u(x) = 1. Evidemment
#(1) =1 (puisqué le recouvrement (,2') appartient & la famille C). 1l
g'en suit que dans tout recouvrement ¢; il existe un (done un seul
élément) a; tel que u(a;) =1.

Nous en concluons que les conditions (1)-(3) du §2 sont satisfaites
(c’est-a-dire que V est un filtre). En effet, si aCb et p(a)=1, on en
déduit, en considérant le recouvrement (a,b—a,d’) (cf. §1 (12)), que
ub—a) =0, Qo u(b) = p(a)+pu(b—a)=1. La condition (1) est done
satisfaite. Pour établir (2), nous envisageons le recouvrement (a-0, a-b’,
a'+b, a’-b’') (en omettant an bésoin les termes vides); si u(a) = 1= u(b),
il vient u(a’) = 0= u(b’), Lot pla-b') =0 =pu(a’ b)= u(a’-b’); done
ula-d) =1.

V est donc un C-filtre et p = ap.

1

apla) = \ o pour

pour

§ 5. L’ensemble 9t de C-mesures cong¢u comme groupe
topologique. On confére & My le caractére d’un groupe abélien en con-
venant que

1) (a+ ma) (@) = m(a) + pa(a) aed.

On constate aussitét que, pour tout e T, u| 0y est une homomorphie
de Mg dans M(E;) et, pour tout aed, u(a) est une homomorphic de Me
dans F (groupe des nombres entiers).

Conférons & M la topologie induite par la formule § 4 (2), e’est-a-dire
que la fermeture de tout JtC M est définie par l’équivalence:

(2) (1 eT) =[(u|Co) e (M| Ts) quel que soit teT]. ‘

On prouve facilement (cf. [4], Appendice § 1, II) que M est un groupe
topologique complétement régulier et de dimension 0.

THEOREME 4. Biant donné un systéme de C-filtres Vy, ..., Vm, distincts
deuw & deww, lewrs fonetions caractéristiques ap,, ..., oy, sont linéairement
indépendantes; c'est-a-dirve que Vimplication suivante est satisfaite: ’

(3) (k1“71+~-~+‘kmam =0)=(bh=..=kn=0).

quel gue soib
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Démonstration. I suffit de démontrer Iexistence d’un systéme
Qyy .y O tel gque
(4) a;eV, et eI

Car on en déduira aussitét que ap (@) =1 eb apa;) = 0 pour { #9
Qo Vimplication (3) suivra immédiatement. ’

Or, pour établir (4), procédons par induction. Soit m = 2. En sup-
posant que aeV,—V,, on pose a;=a et a,=a’. Admettons done que
m>2 et que notre proposition est vraie pour tout k< m. Soit a e Vp1—Vy

et soient by, ..., bu—1 et ¢, ..., 0y denx systémes, chacun composé d’6lé-
ments disjoints, et tels que

agra; =0 pour

bieVipour ¢ =1,..,m—1, et cielZy pour 4=1, ..., m—2,m.

Posons: a; = b;-¢; pour 4 <M—2, Gpey =bp_1°@ 6 am = cm - a'.

On vérifie facilement que les conditions (4) se trouvent réalisées.

Considérons & présent le cas particulier, ot parmi les reconvrements
O, te T, il existe le recouvrement le plus fin. Il se compose donc des
atomes de l'algébre 4 (cf. §1 (13)). D’aprés le corollaire du § 2, tout
atome o détermine alors un C-filtre V' (a) composé des # qui contiennent a;

POSONS &g = dp(g). La fonction a,, que nous appelerons mesure caracté-
ristique de a, satisfait & la condition

— _ 1  pour
@) = { 0 pour

aCuwm,
a-x=0.

On a le théoréme suivant:

TeBoREME 5. Dans les hypothéses ci-dessus, les mesures caractéristiques
des atomes, sont les génératewrs du groupe M.

Dém?nstra.tion. Soit u e Mo. Posons %, = u(a) ot la variable a
parcourt I'ensemble de tous les atomes de 4. Il g'agit de prouver que

(B) p= ; koQa, C'est-d-dire u(x) = 2 katia() quel que soit x e 4.

Il suffit évidemment d’établir la dernidre égalité pour le cas ol &
est_un atome. Dans ce cas-ci, cette égalité suit des formules Ox(z) =1
et au(x) = 0 pour & +#a.

La démonstration se trouve achevée en ; i

‘ rapprochant 1° 5
du théoréme 4. perochant Pégatité (0
" Dansg les cas particulidrement simples oll le recouvrement le plus
11‘1 se compose 'd’un nombre fini (soit m) ou dénombrable d’atomes, le
groupe Mg est 1som01:phe respectivement & Z™ ou & Z° (le dernier dé-
signant le groupe additif de toutes les suites infinies de nombres entiers,
chacune ne contenant gqu’un nombre fini de termes = 0).

Dans le cas général, ol le nombre d itrai
obtient un résultat ana,lo,gu iy es atomes est arbitraire, on
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Deuxiéme partie. Applications topologiques

Donnons-nous un espace métrique séparable X et considérons ’algébre
de Boole ayant pour éléments les sous-ensembles fermés-ouverts de OX.
Dans cette interprétation, A+ B désigne 'union des ensembles (fermés-
ouverts) 4 et B, A-B désigne leur intersection, 1=, 4 = (0, 1)
(famille de tous les sous-ensembles fermés-ouverts de :X).

Soit € une famille arbitraire d’ensembles fermés-ouverts, non vides,
disjoints et dont l'union est Pespace X tout entier. Désignons par R
1o classe de toutes les familles de ce genre. C est un recouvrement dans
le sens de la définition 1 du § 1. Autrement dit (c¢f. §1 (2)), étant donné
un ensemble fermé-ouvert Z s X, il existe un X e C tel que X ¢ Z; en
effet, p étant un point de X—Z, P’engemble X tel que p e X eC est
Pensemble demandé.

On constate facilement que la classe R est régulidre dans le sens
de la définition 2 du § 1 (cf. aussi § 1 (12)) (3).

Remarque 1. La classe R ne coincide pas en général avec la
classe R (cf. définition 1); c’est-d-dire qu'il peut exister un recouvrement;
de & (dans le sens de la définition 1) tel que 'union de ses éléments n’est
pas identique & X. Pour s’en convaincre, considérons Vespace X formé
d'ane suite convergente de points Py, Py, ... et de leur limite g. Soit
Pn = (pa). I vient s{Py} = X tandis que |J Pn # X.

Dans la méme algdbre de Boole, il existe un filtre maximal qui n’est
pas un R-filtre. Tel est, en effet, le filtre ' composé de tous les engembles
fermés-ouverts qui contiennent le point g. Car (Py, P,,...) est un reconvre-
ment-élément de R et cependant aucun P, n’appartient & V.

§ 6. Quasi-composantes de P’espace 9. Désignons par Q(X),
ou — plus court — par Q, la famille de toutes les quasi-composantes (%)
de lespace (. Attachons i toute quasi-composante @ de X la famille
E(Q) de tous les sous-ensembles fermés-ouverts de X qui contiennent Q.
On constate facilement que E(Q) est un R-filtre

(1) E:Q—->Ug.

On a le théoréme plus précis suivant:

THEOREME 6. E est une transformation biunivoque de Q sur Ugr. Autre-
ment dit, & tout R-filtre V correspond une et une seule quasi-composante Q
de X telle gue V = E(Q). En symbole

E: QHUR.

(*) Comme dans le cas de la formule § 1 (12'), on pose ici 7' = R et on éerit G au
lieu de Cg¢.

(%) La quasi-composante du point p est, par définition, I'intersection de tous les
sous-ensembles fermég-ouverts de 'espace qui contiennent ce point.
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Démonstration (7). D’abord, la transformation E est biunivoque
Bn effet, si @, # @, il existe un Z fermé-ouvert tel que Q,C Z
et QynZ=0. Donc Z ¢ E(Q,)—E(Q,). 1

Afin de démontrer que la transformation E est ,sur Ug®, considérons
un Ve Ug. Il s’agit de démontrer Vexistence d’un point commun 3 tous
les Zel (on désignera alors par @ la quasi-composante de ce point);
Supposons, par contre, qu’a tont x e X correspond un Z. eV tel que
@ e Zy. Il en résulte que Lil Zy =X, et en vertu du théordme de Lindelst,

il existe une suite @, &, ... telle que | JZ;, = . Posons
i

G = Zp—~ HZ’I@H d’ott U Gi=X et G;nGy=0 pour i +#9.
I'Ja suite G, G, ... est done un recouvrement-élément de R (en
y élolgnant, au besoin, les G; vides), et I étant un R-filtre, il existe (cf.
la définition 4 du § 2) un indice ¢ tel que G; e V. Comme G;C Zy, 1l vient
en vertu de §2 (1), Z; e V. Mais ceci est impossible puisque Z,, e V.
Les théorémes 1 et 6 impliquent le théordme suivant: ’

TEE}OREMEI’Y: ‘Désigamns par HYQ) pouwr tout CeR, Vensemble-
Glément de C défini (de fagon wnivoque) par la condition swivante

(2) QCHYQ) < C.

‘ g}’appl‘ication H = {H%, ot C parcourt R est alors une transformation
biunivoque de Q sur la limite inverse Lim {C,D}. En symbole (¢f. le renwvoi ()
du §3): -

(3) H: Qe Lim{C,D}.

On a, én effet, H = hE. Car en posant V = E(Q); il vient, d’aprés
§2, (4), woY) ¢V, done W(V) €E(Q), d’ow QC A°(F); comme en oﬁtre
(@aprés § 2 (4)) A%V) €C, on conclut de (2) que HY(Q) = h%(V) = 1°(E(Q)).

Re.marique 2. Le cas considéré au § 1 ot parmi leg recouvrements
¢, s.C, il existe le plus fin, correspond dans P’interprétation topologique
envisagé & celui ot toutes les quasi-composantes de X sont owvertes
(elles ecoincident alors avec leg composantes de 2X). Ces quasi-compo-
santes sont alors les atomes de I’algdbre de Boole (0, 1%,

Tel est, en particulier, le cas oit & est localement connexe.

Remarque 3. Le théoréme 7 admet la généralisation suivante:

. RAdmettons que C= {C;},t¢T, se compose de tous les éléments
e R (ou — plus généralement — est cofinale avee R) et désignons par

() Dans la démonstration actuelle nous avons

suggérées par M. R, Sthoreki tenn compte de simplifications
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EYQ) pour tout @ e Q Pensemble-élément de G, défini (de fagon univoque)
par la condition suivante ’

4) QC EQ) e C;.
On a alors
()] K: Qe Lim{C;, D} .

En effet, on a (cf. §2 (6)) Uc = Uy, donc (comme dans la démon-
stration du théoréme 7) K = HE ot (H{V)) =V ~ G, (cf. §2 (1))

Remarque 4. Dans le théoréme 7, la propriété de Lindeldf de
Pespace X est essentielle. Pour s’en convaincre, envisageons ensemble
de tous les nombres ordinaux < 2 comme espace X (avec la topologie
habituelle) et désignons par ¥ la famille de tous les sous-ensembles fermés-
ouverts de 3\ qui contiennent un intervalle final de 2. On constante
facilement que ¥V est un- R-filtre et que cependant P'intersection des
ensembles-éléments de V est vide. _

Remarque 5. Comme. nous Pavons vu (Remarque 2 du §3), la
formule (1) du §3 induit une topologie dans l’ensemble des C-filtres.
En vertu du théoréme 6, la méme topologie s’applique & l'ensemble Q
des quasi-composantes de . Plus précisément, en appliquant la for-
mule (3), on définit la fermeture de X C Q par I’équivalence:

(6) (Q € X) = [HYQ) « HYX) quel que soit CeR].

Lespace @ devient ainsi complétement 1égulier de dimension 0.

1l est & remarquer que cette topologie de Q ne coincide pas en général
avec la topologie-quotient ol Q est considéré comme quotient de X par la
relation ,% et y appartiennent & la méme quasi-composante de X“ (ce que
T’on exprime aussi en disant que X est connewe entre & et y). Car il existe
des espaces de dimension positive (méme de dimension infinie) dont les
quasi-composantes se réduisent & des points individuels (cf. [4], p. 95);
un espace de ce genre est évidemment homéomorphe & P’espace-quotient
précité.

Ajoutons que dans le cas de X' compact, les deux topologies: la topo-
logie-quotient et celle définie par la formule (6), coincident.

§ 7. Quasi-composantes de l’espace considéré comme
sous-ensemble d’un espace 7/ localement connexe. Dans ce cas
on parvient 3 une caractérisation de Pensemble Q en utilisant la Re-
marque 1 du § 3.

Désignons, & ce but, par T la famille de tous les ensembles G owverls
(dans Y) tels que X C @ Cette famille est partiellement ordonnée par
la relation d’inclusion:

(1) (G, < Gy) =(GD Gy .

Comme G2 (G~ Gy) et G (G~ G), la famille T est dirigée.
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Désignons, comme d’habitude, par Q(@) la famille des quasi-
composantes de ’ensemble @ (qui coincident d’ailleurs avee les compo-
santes de ).

On voit aussitét que, si Gy < Gy, & tout W e Q(G,) correspond un et
un seul U e Q(G,) tel que WC U. Le systeme {Q(&), D}, olt G €T, est
done un systéme inverse et sa limite a pour éléments les (W% tels que
(@) WeeQ(@) et WODWH s que Gy <6y.

THEOREME 8 (8). Désignons, pour tout Q@ « Q(X), par L¥(Q) Pensemble
défing par la condition

(3) QCI%Q) Q).

Leapplication L = (L%}, ot G € T, est alors une transformation biuni-
voque de Q(X) sur Lim{Q(G), D}

(4) L: Q(X) « Lim {Q(&), O} .

Démonstration. Désignons, pour tout .G'e¢ T, par Cg la famille
de toutes les intersections non vides Z =X ~ W ol W ¢ Q(@).

On constate aussitét qu’a tout Z e Cg correspond un seul We Q(&)
tel que Z = X ~ W; désignons le par F¥(Z). On a done
(8) Z=X~FYZ) et FYZ)eQ(R)

Les composantes W de @ étant fermés-ouvertes dans &, on voit
facilement que Cg est un recouvrement de X & termes disjoints, c’est-
a-dire que Cg ¢ R. Nous allons démontrer que la classe C = {Cg} ott GeT
est cofinale avec R, c’est-d-dire qu’étant donné un C ¢R, il existe un
GeT tel que C < Cq.

Posons C = {Z,}. Les ensembles Z, étant disjoints et ouverts dans <,
il existe wne famille {V,} d’ensembles disjoints, ouverts dans < et tels
que X A V.= Z, (cf. [3], p. 122, théoréme 2). Posons G = U V.. Il vient

C < Cqg. En effet, F9(Z) étant une composante de G (cf. (o)) il existe
un = tel que FG(Z) C V.. Par conséquent

Z=XAFINZCXAV,)=5F¢C.

.La classe C = {Cg} étant cofinale avec R, la Remarque 3 du § 6 est
applicable en substituant & la formule (4) du §6 la suivante

(6) QC E%Q) < Cy QeQ(X).

pour

(*) Ce théordme a 6té démontré par S. Mréwka, voir [5]
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(5)) que
(7 K: Q(X) < Lim {Ce, O} -

On en conclut (’aprés § 6

Dautre part, les formules (5) et (6) impliquent aussitét que
8  QCE%QCIEYQ <Q(®), Q) = F°E%Q)

en vertu de (3).
Done pour déduire la formule (4) de la formule (7) (ce qui achevera
la démonstration du théoréme 8), il reste & montrer gqu’en posant

d’olt

(9) F{z7% = F%Z%} pour tout {2 e Lim{Cg, O},
on a
(10) F: Lim{Cg, 3} = Lim{Q(&), 2} -

Nous allons appliquer & ce but la Remarque 1 du § 3.
Or soient G, < &, et Zy e Cg,, Z; € Cg,. 1l vient

(11) (2, C Zy) =[F™(Z,) C F*(Z,)] .

Soit, en effet, Z, C Z,. Comme F¥(Z;) e Q(6) (selon (')) et GLC Gy, il
n’existe quune seule composante U de Gy telle que FH(Z,) C U; il vient
U = F%Z,) puisque Z,C U ~ F%(Z,) Qaprés les formules

Z,CZ,CFZ,) et Z,CF™Z)CU.

Limplication de gauche & droite est donc établie. L’implication
inverse résulte directement de (5).
L’équivalence (11) implique (cf. les fommles (8) et (4) du § 3) que

(12) F: Lim{Cq, D} Lim {FCg), O} -

La formule (10) sera donc établie dés que nous aurons prouvé que
Lim {F¥(Cs), 2} = Lim {Q(&), O}

autrement dit: qu’étant donnée une famille {WG} satisfaisant & (2), on
a pour tout G e T, W% = F¥Cq), c'est-a-dire (cf. (3)) que X ~ W% £ 0.

Or, en supprimant de @ toutes les composantes disjointes de %X,
on obtient un ensemble ouvert G;D X tel que @ < G,. Done Gy eT et
X ~ WP 52 0. Il en résulte en vertu de (2) que X W% £ 0.

§ 8. Applications topologiques de mesures entiéres (°).
X, 4 et R ayant le méme sens qu’auparavant, soit C = {Ci}, { e T, une
famille contenant comme éléments tous les recouvrements qui appartien-
nent & R. L’ensemble Mc, que nous désignerons & présent N (X), coincide

(*) Tous les théorémes du § 8 se trouvent dans [4], Appendice.
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alors avec celui de toutes les mesures entiéres définies sur les sous-
ensembles fermés-ouverts de N; plus précisément, si Z=1JZ,, ou
Z,Z.€(0,1)\ et Z, A Zy =0 pour v #7, alors u(Z) = Y u(Z,).

T

~

Tous les theorémes des §§ 4 et 5 se traduisent alors en théorémes
topologiques. En particulier

(1) W(X) > Lim {M(E) , vestn}

ol Popération {u]|C;} est Pisomorphie demandée, qui est en méme temps
une homéomorphie, la topologie étant définie par la formule (2) du § 5.

A la place de fonetion caractéristique d’un R-filtre V, on considére
Ia ,mesure caractéristique® de la quasi-composante @ qui correspond & V
eonformément au théoréme 2 du § 6.

En considérant, comme dans le § 7, ¥ comme sous-ensemble d’un
espace Y localement connexe, on parvient & la caractérisation emtérieure
suivante du groupe 9/(X). Désignons, d*une fagon générale par u¥, pour
tout e N(X), Vextension de la mesure p sur (0,1)Y en posant

pY(H) =X ~ H) quel que soit He(0,1)¥.

On montre alors (voir [4], p. 469) que Lopération d’extension {,ua},
ol ¢ parcourt les sous-ensembles ouverts de U qui contiennent %X, est
une isomorphie (et en méme temps, une homéomorphie):

(2) NM(X) Lim {W(&) , ext}.

Ces théorémes jouent un réle important dans la démonstration des
théorémes de dualité entre le groupe de cohomotopie et celui de mesures.
Plus précisément: désignons par " espace euclidien, par J, la sphére
n-dimensionnelle et par P, l'espace " diminué du point 0. Soit X C ™
Soit <N(Y) le groupe des mesures satisfaisant & la condition u(Yf) = 0.
On a alors I'isomorphie (voir [4], p. 497):

(3) Lim {Q(P5) , restr} Lim {7(&) , ext}

ol F parcout les sous-ensembles compacts de X et & = 8, —F et oit QP
est congu comme groupe relativement & ’opération de la multiplication
cohomotopique (de Borsuk).

) D’autre part, on montre que P'opération de restriction {I'|F} est une
isomorphie de Q(@i‘) dans le membre gauche de (3) et que la formule (2)
reste vraie en remplagant W par 9. Il en résulte lexistence d’une iso-
morphie de Q(*‘_?’f“) dans 9(Sa—X). Cette isomorphie est ,sur®:

4) Q(PN) =N (Sp—X)

81 X est localement compact (voir [4], p. 499).
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Ce sont bien ces considérations qui nous ont suggérées d’analyser
le réle de I’Algébre de Boole dans les raisonnements qui y intervenaient
ot de réunir dans une étude séparée ceux qui se prétaient & &tre formulés
en termes de cette Algébre.
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