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Un théoréme sur la puissance des ensembles
| ordonnés.

Par

Paul Urysohn (Moscou).

Le but de cette Note est de résoudre le probléme suivant posé
par M. Sierpinski?):

nUn ensemble ordonné (lindairement) dont tous les sous-ensembles
bien ordonnds (croissamts et décroissants) sont au plus dénombrabies,
a-t-il nécessairement une puissance non supérieure & celle du continue”

Nous allons voir que la réponse est agfirmative.

1. Soit E un ensemble ordonné.

Nous appellerons intervalle élémentaire (a, b) lensemble des points
x de K qui vérifient la relation

a<x<b (égalité exclue 2));

nous donnerons encore ce méme nom & lensemble ( , b) des points
qui précédent b, et & Iensemble (a, ) des points qui suivent a.
En appelant voisinage du point @ tout intervalle &lémentaire qui
le contient, on transforme évidemment ¥ en un espace topologique
de M. Hausdorff®) c. & d que les quatre axiomes de M. Haus-

~dorff4) sont vérifiés. On obtient ainsi les définitions des ensembes

fermés %), des domaines®), ete.

) Fundaments Math. 11, p. 286, probléme 12,
?) Un intervalle (s, b) peut, néanmoins, posséder un premier flément a,; (e, a,)
est en ce cas un paut de Z, | |
%) Hausdorff, Grundeziige der Mengelehre, Loipzig, 1914, p. 214.
1) Ibid, p, 213, :
?) Ibid. p, 221,
% Ibid. p. 18,
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Déf. 1. Un ensemble 4 sera dit un morceaw de E si les
deunx relations

a+bC4,
alceZlb

entrainent toujours la troisiéme:

¢ (C 4.

Nous appellerons aussi morceaux 'ensemble vide et les ensem-
bles composés d'un seul point?).

Lemme 1. Le produit d’une famille quelconque de morceaux
est encore un morceau.

Lemme 2. La somme d'une famille quelconque de morceaux
contenant tous un méme point ¢, est encore un morceau. ‘
" Jommets les démonstrations qui ne présentent aucune difficulte.

Déf. 2. Nous appellerons composant du point z de Uensem-
ble M 1o plus grand morceau 4 tel que .

2CACM?).

Lemme 3. Deux composants d'un ensemble M sont ou bien
identiques, ou bien sans points communs; tout ensemble se décom-
pose d’une fagon unique en composants. | )

Lemme 4. Tout composant d'un domaine est lui-méme un domaine,

Déf. 3. Un domaine ne possédant quun seul compo-
sant sera dit intervalle. ' ‘ ‘

ne généralisation de la notion d’'un intervalle élémentaire.

C'est une généralisati

Tout domaine se décompose
sans points communs deux & deux, & savoir ses composants. Une
telle décomposition n’est pas d'ailleurs la seule qui soit possible, car

p. ex. la somme de deux intervalles séparés par un saut ou une’

lacune, est encore un intervalle. Remarquons cependant que la dé-
composition naturelle (en composants) nous procure une famille
dintervalles dont la puissance est non supérieure & la puissance
de toute antre famille de la sorte.

1) Un morceau peut gtre composé de deux points; ces points forment aiors

un sant de E.
1) ‘On ne confondera pas cette notion avec celle qui est fondée sur la conne-

xité (Hausdorf, 1. c. p. 245). Les deux notions coincident, d'alleurs, lorsque K
est continu (c. & d, sans sauis et sans lacunes).
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Déf. 4. Soit F un ensemble fermé. Tout composant
du domaine E— F sera appellé intervalle contigu & F

Nous désignerons par m(F) la puissance de F) et par (k) celle
de la famille de ses intervalles contigus,
faite tout-i-'heure, si I'on déeompose | —
points communs deux i deux, on aura

(1) n(f) <.

D’aprés une remarque
I' en a intervalles suns

Envisageons enfin I décomposition d’un morceau A en deux
ensembles que voici:

1) son bord) B(A4), et
2) son intérieur 4(d) = 4 - B(A).
Lemme 5. Lintérieur t(4) d’'un morcean A4 est un intervalle,

Lemme 6. Le bord 8(4) d’un morcesu A est composé tout
au plus de deux points.

Ce ne sont, en effet, que le premier et le dernier point de 4

" qui peuven! (s'ils existent) étre agréges & f(d)?),

2. Premiére construction. Sojt I un ensemble fermé.

Choisissons un point déterminé z dans chaque intervalle I, contigu
a K. Ceci fait, posons

P(F)=F + Sz

£~ est un domaine; on a, en effet,

E—-—w:(ﬂ'———lﬂ)_zxmg‘[‘_gx: 2(]2__1,)'
T est donc un ensemble fermé; |
(&) = m(F) + n(F).

Or [, — = posstde tout au plus deux composants; nous cbtenons
done, en tenant eompte de (1):

| n(B) < 2n(F)

Eu particulier, si # satisfait aux relations
@ m)<q <
il en sera de méme de T(F).

1) Hausdorff, L c, p, 214 (Hand),

1) 11 est, d'ailledrs, & temarquer que le premier point de A4 (méme sl exiute)
n'eat pas néeessuirement agrégé a g(4A).
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Deuxiéme construction. Soit

Fy, F3.., F",..

~ une infinité¢ dénombrable d'ensembles fermés. Nous désignerons par

It les intervalles contigus & F™" 1), Chaque ensemble de la forme

-

est un morceau (lemme 1); et il résulte de l'identité

I 1’;’1 =0, (2. :{: Ya)

que deux A ne peuvent avoir un point commun que lorsque tous
leurs indices coincident. Il peut y avoir, d'ailleurs, parmi les 4 des
ensembles vides; la puissance de la famille des A non vides est denc

(8) <n(@). n(Fa) e n(F7)...

Posons

W(F, Fe,..., )-—-2 B +25(AM,,,,”,,,

1]

11 VIent

- 3rfle-r=J1 37~ 3 T~

n—l nm] thow] z, NCIC T :

mZA:ng..-an---'l
E— QT= (E —-2‘ F,n) _218(‘4“1&1--'“” ~") =
neal ‘

=3t — FBdue) = SAyn,. = b )] =
= Z Aoy, )

B — U est done un domaine; & est un ensemble ferméd, et l’én .

obtxent d’aprés (1), (3) et le lemme 6:

') {w,} est un ensemble dindices dent la puissince est -mn(F"
') La derniére somme est la somme des bords de tous les A4,
and&mentn Mathematicae V. 2
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m(Z) <Sm(F") +2 ﬁ (&),

n=] . ne]

“En particulier, si tous les F™ satisfont aux relations (2), il en
sera encore de méme de (KL F2 .. F" .. .):

m(T)<¢ (D)<
Remarque I 1l est évident que T'(F, Fi...,F"..) ne dépend

‘que des ensembles F" et ne dépend pas de la manitre dont on les
a numérotés. Par conséquent, si nous avons une suite transfinie de
type a (a << Q) d'ensembles fermés |
FY B, Fe . B, (y<<a)
le symbole T(F1,..., F7,...) aura un sens bien défini.
: <

< _ |
Remarque IL Il est évident que tout intervalle contigu & T'(F)
est un vrai sous-ensemble d'un certain intervalle contigu & F De

- méme, tout intervalle contign & ¥(F1,..., F*». .) est un sous ensem-

ble d'un certain intervalle contigu & F" (ce nlest pas d’ailleurs néces-
saireraent un vrai sous ensemble).

8. Supposons maintenant que la puissance de & surpasse cetle
du continu: S

4) | C m® >«

Nous allons construire une suite transfinie (de type £2) d'ensem-
bles fermés croissants. Nous procédons & cet effet par induetion
transfinie; nous posons notaminent _ |
- F'=0 (il n’y a done qu'un seul intervalle contigu & Ft & sa-
voir K tout entier); R |

F* = W(F*) quand a — 1 existe;

 F¥=W(F,.., F...) dans le cas contraire.
y <t

- Nous ne serons jamais arrétés dans cette construction; en effet,
un arrét ne pourrait se produire que si Pon obtenait

o F“::E

‘pour un certain nombre a de la deuxidme classe. Or on voit immé-
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diatement (par induction transfinie) que tous les F'* satisfont aux
relations (2); Videntité (5) serait done en contradietion avec (4).
On voit de plus que la somme do tous les F¢ ne peut &tre

égule & E, car la puissance de cette somme est, en vertu de (2),

C. R, =¢;

il existe done un point p de E étranger i tous les [«

-0 '
pC— Y.

o =]

Désignons par I¢ celui des intervalles contigus & Ke qui con-
tient p. Tl résulte de la remarque IT (§ 2) que
| Ip I8 quand a<<§,
et - ‘
Ie 4 Igt

Nous pouvons done choisir un point dans chacun dés ensembles
1} — I nous désignerons ce point par y, s'il précéde p; par z,,
duns le cas contraire. Nous obtenons ainsi deux suites de points

(6) Your Yoms = os yao.""
et o | |
() Cay Py Bgyee Y

dont I'une au moins est indénombrable (sa puissance est =)
Or on voit sans peine que (8) est une suite croissante, et (7) dé-
croissante. E contient done nécessairement des sous-ensembles hien
ordonnés (croissants ou déeroissants) qui dont indénombrables, Par
conséquent:

- chaque ensemble.ordonné dont tous les sous ensembles bien ordonnds
(croissants et décroissants) sont au plus dénombrubles o une pusssance
non supérienre & celle dw continu, c. q. £ d. |

') 17ensemble de tous les indices @, et §, cofncide avee l'ensemble des
nombres de la deaxiémé classe.

Moscon, le 21 octobre 1922, ‘






