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Des familles et fonctions additives d’'ensembles
abstraits.
Par

Maurice Fréchet (Université de Strasbourg).
(Suiite) 1.

Chapitre III.

Construction de familles d’ensembles qui sont closes par rap-

port & certaines opérations. Applications aux familles d'en-

sembles additives au sens restreint et aux familles d’ensembles
additives au sens complet,

I°. Procédés généraux et applications.

46. Au lieu d’aborder directement la construction des familles
additives d'ensembles, nous traiterons d'abord le probléme plus gé-
néral suivant: On suppose donnée une famille arbitraire H d'en-
sembles arbitraires et on se propose de construire une familie 7'

- d’ensembles comprenant la famille donnée H et close *) par rapport

& certaines opérations S, D,...
Nous distinguerous deux cas, qui sont les plus simples et les

plus importants de tous les cas possibles et nous uw’étudierons que
ces deux cus.

1° Les opérations 8, D,... ne sont applicables (ou on convient

de ne les appliquer) qui des grouppements formés d un nombre fini
d’ensembles.

2 Les opérations S, D,... ne sont applicables (ou on convient

de pe les appliquer) qud un nombre fini ou » un groupement

dénombrable d’ensembles

‘ ) V. ce journal t. IV, p, 329—365.
Y Voir définition,
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;7' Pluls petite famizle close par rapport 4 certaines opérations
g, D,... 1I:E:au;ons nous d’abord dans le pre.mler cas, ol les opérations
» D..... portent que sur un nombre fini d’ensembles. Considérons
la fz.a,mllles H, constitude de la fagon suivante: elle comprend la
f:::a,n.nlle H et tout ensemble E qui est le dernier terme d’une suite
finie ordonnée o, telle que chaque ensemble @ de o-appartient 3 H
ou résulte d'une opération S, D,... effectuée sur des ensembles
appartenant & H ou précédant G dans g, Lg famille H, ainsi for-
mée comprend d'abord la famille H D'autre part elle est close
par rapport aux opérations S, D, ... Supposons en effet que les
Qnsemblee, sur lesquels on effectue une des opérations S, D,.. ., soient
E, et E,, appartenant i la famille H, et soit K le résultat de cette
opération. Chacun de deux ensembles E, et E, peut étre considéré
comme le dernier terme des suites respectives o, o,, analogues
b la suite o définie plus haut. Considérons la suite 6, obtenue en
plagant & la suite des ensembles de la suite 0, ceux de la suite o,
et enfin aprés tous ceux-ci lensemble K. I suite ¢’ est formée
comme la suite o, définie plus haut, et I'ensemble K, dernier terme
de la suite o', appartient hien H,. Ainsi nous avons obtenu une
solution du probléme. Clest la plus simple; car toutes les familles T,
closes par rapport aux opérations S, D,... et comprenant la famille
H comprennent toutes la famille H,: cela résulte de la définition
des suites finies .
La famille H, jouit done de ces propriétés: 1¢ elle comprend
la famille H; 20 elle est close par rapport aux opérations S, D,...,
3% elle est comprise dans toute famille d’ensembles T comprepant
la famille H et close par rapport aux opérations S, D,... En raison
de ces propriétés, nous appelons famille H, la plus petite famille
close par rapport aux opérations S, D,... et comprenant H.
Plagons nous maintenant dans le deuxidme cas, ol les opérations
S, D,... peuvent porter sur les groupements formés d’une infinité
dénombrable d'ensembles. Nous suivons une marche paralléle & Ja
précédente et nous considérons la famille H,, constitué ainsi: la
famille H, comprend la famille H et tout ensemble E qui est le
dernier terme d'une swuite finie ou dénombrable bien ordonnée 3, telle que
chaque ensemble G de I appartient & H ou résulte d’'une des opé-
rations §, D,.. , ettectude sur des ensembles apparterant & H ou
précedant G+ dans 2,
La famille H, ainsi. formée comprend d'abord la famille H,
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D’antre part elle est close par rapport aux opérations 8, D,...; c'est
4 dire que, si on effectue une des opérations S, D,... sur des en-
sembles de H,, 'ensemble K qui en résulte appartient aussi 4 H,.
Soient, en effet, B\, E,,..., B,.... les ensembles de H, sur lesquels
on effectue l'opération. Chacun d’eux est le dernier terme de l'une
des suites respeetives X, 3,,... analogues & la suite £ définie plus
haut. La suite X', obtenue en plagant & la suite des ensembles de
3, ceux de 3,. etc,... et enfin i la suite de tous les ensembles
appartenant aux suites X,, X,,... I'ensemble K, est dénombrable par
sa construction méme et bien ordonnée Il suffit de montrer que
%;, suite quelconque tirée de X', a un premier élément. Les ensem-
bles qui forment 2] proviennent de certaines des suites X, Z,,...:
Soit ¥, la premiére de ces suites. Dans X; les éléments qui provien-
nent de X, sont les premiers et X, étant bien ordonnée, ils ont un
premier élément, qui est précisément le premier élément de %;. La
suite X' est donc analogue & la suite X définie plus haut et len-
semble K, dernier terme de X', appartient & la famille H,.

Considérons maintenant toutes les familles 1) closes par rapport
aux opérations S, D,... et comprenant la famille H: elles compren-
nent toutes la famille H,. Soit, en effet, un ensemblé £ appartenant
& H, par hypothése E est le dernier terme d'une suite X bien or-
donnée. Supposons que K n’appartienne pas & T, il y a alors un
certain sous ensemble %’ de % formé d'ensembles n’appartenant pas
& la famille T\ %" est bien ordonnée (comme X) et admet un pre-
mier terme L, qu'on suppose ne pas appartenir & 7. Mais, L résulte
d'une des opérations S, D,..., effectuée sur des ensembles qui ap-
partiennent tous & la fois aux familles H, et T, toutes deux closes par
rapport aux opérations S, D,... Par suite L appartient & la famille 7"
d’odt une-contradiction. Comme précédemment, nous appellerons la
famille H, la plus petite famille close par rapport aux opérations
S, D,..- et comprenant H.

49. Procédés de construction dérivés des procédés généraux.
Revenons au cas ol les opérations 5, D,... ne s'appliquent qu'a un
nombre fini d'ensembles et portons notre attention sur la famille H,,
plus petite famille close par rapport aux opérations S, D,... et com-
prenant la famille arbitraire d’ensembles arbitraire H. Tout ensem-
ble E de H, est le dernier terme d'une certaine suite finie d'en-
sembles o obtenue comme il est indiqué plus haut (§ '47). Mais
chacune des opérations, employée dans la construction de o, et par -
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suite toutes ces opérations n'ont porté que sur un nombre fini
d’ensembles appartenant & H. Soient G,. Gy, ..., G, <ces ensembles,
La construction de £ n'est pas modifiée, si on remplace la famille

H par les ¢ ensembles utilisés; K appartient & la plus petite famille

comprenant G, &,,..., @, et close par rapport aux opérations S,
D,... Nous désignerons cette famille par la notion (G, Gy, L B,
Par suite, si on appelle H@ la famille composée pour une valeur
de ¢ déterminée de toutes les familles (G,, G4,..., G,) formées i partir
de ¢ ensembles distincts de H, tout ensemble E de H, appartient
aussi & la famille H + H® ...+ H? + ... Réciproquement tout
ensemble E appartenant & H+H®+4 ..+ HW ... appartient & l'une
des familles, par exemple &4 H@ et la construction qui introduit un
ensemble # dans H® lintroduit aussi dans H,. Finalement nous
arrivons & l'identité: |

H,=H+H® 4 ...+ HO ...

- La famille H, est formée par la collection des familles (G, Gs,.... G.),
qu'on obtient en appliquant le procédé de construction de H, au
cas ol la famille H est remplacée par un groupement quelconque
d'un nombre fini de ses éléments.

50. Dans le cas ol les opérations: S, D,... peuvent porter sur
une infinité dénombrable d’ensembles, il existe un procédé analogue
au précédent pour la construction de-la plus petite famille H, close

- par,rapport aux opérations S, D,... et comprenant la famille arbi-

traire ‘d’ensembles arbitraires H. En effet. si £ est un ensemble

- de H, E est le dernier terme d'une certaine suite d’ensemble X
? ?

obtenue comme il est indiqué plus hant (§ 48). Les opérations,
qui fournissent H, ne portent au total que sur une collection dé-
nombrable d’ensembles de H constitude, par exemple, par les en-
sembles Iy, Fy,..., F,.... La famille d’ensembles construite comme H,,
mais obtenue en partant des ensembles F,, Fy...., F,,... et que l'on
désignera par la notation (F), F,,..., F,,...) comprend l'ensemble
E et, par conséquent E appartient & la famille des ensembles ap-
partenant & une quelconque des familles (F}, Fy,..., F,...). Réci-
proquement, par construction méme tout ensemble de cette famille
totale appartient & H,

En définitive la famille H, est identique & la collection de toutes
les familles analogues & H, construites en remplagant H par une
quelconque de ses sous-familles dénombrables.

Fundamenta Mathematicae V. _ 14
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& 1. Application 4 la construction de la plus petite famille
additive au sens restreint comprenant une famille d’'ensSembles
donnée. Une famille d’ensembles additive au sens restreint est QlOHe
par rapport & I'addition et & soustraction de deux ensembles. Tes
opérations utilisées ne portent done chacune que sur un Ilfjrnbre
fini d’ensembles. La famille H, répondant i la question sera formde
des ensembles qui s'obtiennent chacun en combinant des mmerr{blea
de H au moyen d'un nombre fini d’additions et de soustractions.
Pour étudier de plus prés la structure de ces ensembles, rappelons
que H, est aussi formée des ensembles qui appartiennent ?LV toutes
les familles @,, formées A partir de chaque groupement G d'un
nombre fini d'ensembles de H exactement comme M, i partir de /1.
On peut représenter ce fait par les égalités

H =23G, avec H=2XG.

On est ainsi ramené & résoudre le probléme quand la famille
H est remplacée par un groupement fini d’ensembles. Soit done la
famille G, formée par les ensembles E,, L,..... B,; il s'agit de for-
mer la plus petite famille &, additive au sens restreint et compre-
nant . Un cas évident est celui o} les ensemblembles de ¢+ sont
disjoints: les seuls ensembles qu'on peut former & partic des premiers
par un nombre fini d'additions et de soustractions sont les ensem-
bles sommes d’'un nombre fini de ces ensembles.

§ 2. Définition des atomes. Nous allons ramener le cas général
A ce cas particulier en attachant & tout groupement fini & un grou-
pement G,, formé d'un nombre fini d'ensembles particuliers que
nous appelons les afomes de la famille (. Ces atomes sont disjoints
et tels que chacun d'enx peut étre obtenu en effectuant sur los en-
sembles de G un nombre fini de soustractions et que chacun des
ensembles de G est la somme d’'un nombre fini d’entre eux. En
remplagant G par Gy, le probldme est ramend au cas sim ple. Nous
allons montrer que ces atomes existent cn les construisant. Un pre-
mier procédé pour les obtenir consiste i opdrer ainsi. Soient [,
E,..., E, les ensembles de . On définit les onsemblos

E=FE+B+..+ 8, Bi=HE—k,.., B =R — K,
et on prend pour atomes les ensembles définis par Pégalité
B,

. Se— v‘l
B i, oty = &, . E“’f " Eh ' {J"*H e
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ol i,, i?,..., Uiy Jrgr,-++J, désigne une permutation 'qneleonque des
p premiers nombres entiers. La formule qui donne les atomes montre
que chacun d’eux appartient au moins & l'up des ensembles E,,
-y B3 tout élément de ces ensembles appartient & un seul
atome et chacun d’eax est égal 4 la somme d'un nomhre finj d’

& atomes.
Lies atomes sont tous disjoints. Enfin, on peut éerire la formule

qui les donne sous la forme

B — Q.. A qreendy = (E“' E“) + (E— E&) +...+ (E""'E‘_n) +
+(E—EBy)+... + (B—E)

Or B — E;h+1:th+1“" E———E}p = E, et comme tous les atomes
sont compris dans E, on a

U tipyrye iy =L — (E—E) +..+(E—E) + B, +..+E].

On voit par cette relation que chaque atome s'obtient par un nombre
fini d’additions et de soustractions. Or on peut, & I'aide uniquement
de la soustraction, remplacer la quantité entre crochets par des
ensembles disjoints et -ensuite, pour avoir latome, il suffit de les
retrancher successivement. On obtient ainsi I'atome comme dernier
terme d'une suite finie d’ensembles o, ot la seule opération utilisée
est la soustraction.

- Un autre moyen pour former la famille @, des atomes de la
famille @ consiste & procéder par récurrence: on résoud d’abord le
probléme pour les deix ensembles E,, E,, puis pour les trois en-
sembles E,, E,, F,, et l'on continue ainsi. Pour résoudre le probléme
pour les deux ensembles E, et K, on les écrit ainsi

By= (B, — B)) + [B,— (B, —B), Ey=(E,—E)+[E—EB—E))
Posons

o = B, — E,, @¢y,=0EFE,—(E,—E)=2E, - (B,—k&,), ¢ =E, —E,.

On obtient ainsi un nombre fini d’ensembles disjoints a;, @, as,
qui s'obtiennent chacun en effectuant & partir de B, et £, un nom-

"bre fini de soustractions. Enfin E, et K, sont chacun somme d'un
‘nombre fini des ensembles disjoints @, @,, @;. Supposons maintenant

le probléme résolu pour le groupement d'ensembles E,, B,,..., E'“l.’

¢’est-a-dire qu’on a obtenu un groupement d’ensembles o en nombre fini,

disjoints, provenant uniquement de soustractions et tels que qhzt.eun

des ensembles E,, B,..., B, ; soit la somme d'un nombre fini de
| 14*
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ces ensembles @. Cherchons maintenant i résoudre le pm‘bléarr'm da
la construction des atomes du groupement d’exmemblﬂa E,, 1‘!‘,,,;.,
-E;~15 E, Dans ce dessein décomposons chaque a en deux purumj |
selon la formule e =[a E)+ (¢ —(e— &) Déuignons par 8

Jes ensembles tels que (a— &), par & ceux tels quo [a - (e L))
et par o'’ Vensemble E, — B, - Ey...— B, _, . Les ensemblen de la

~ famille somme des familles o', a”, @’ sont disjoints, Les a résul

tent du groupdment d’ensembles B, , By,..., K, , par un nombre fini
N ki he b & 1 g
de soustractions comme pour obtenir les o/, @'/, &'’ i pu:ftujﬂdufa o
% ' ‘ ¥ ¥
on ne s'est servi que de soustractions, les ensembles o', a”, & Wb
tiennent A partir des ensembles [y, Ky,..., £, pur un numbra fini

~ de soustractions. En outre les ensembles k£, , f,,. .., £, , ¢tant chneun

somme d'un nombre fini d’ensembles @, chacun d'vux cst summe

d'un nombre fini d'ensembles o’ et . Quant i l'ensemble /K, il
Y

~ Oun peut encore préciser davantage la notion d'atome pur une

troisiéme définition. En considérant, & nouveau, une famille ¢ for-

‘mée d’'un nomhre fini d'ensembles, on appelle atdme du groupement

@ relatit & V'élément A l'ensemble commun des ensembles de G
qui comprennent 'élément 4 et sont digjoints des ensemblen do @ qui
ne ‘-c’:orriprennent pas A. On désigne cet atomo pur @, @, contient
au moins un élément, & savoir 4. Deux utomes sont ndesasnirement
identiques ou disjoints. Tout d'abord si l'atome a, coutient 1'élé-
ment B différent de 4, @, est identique & l'atdme a, rolatif & B,

~Car B, appartenant & a,, est compris dans les cnsembles du grou-
‘pement G qui comprennent A et il n'appartiont & auwcun des en-

sembles de G qui ne comprennent pas 4. Ceei posd, considérons
deux .atomes a, et a,: &'il ne sont pas digjoints, ils ont au moine
un élément B et alors @,==¢,, @y==a, d'olt résulte @ ==a, Dowr
atomes sont donc nécessairement identiques ou digjolnts, Par suite tout
élément d'un ensemble du groupement G appartient b un seul
atome relatif au groupement & et tout ensomblo de (/ ent ln momine
d'un nombre fini d'atomes disjoints, car le groupement ¢ dant

formé d'un nombre fini d'ensembles, les utomes orrespundunts sont

en nombre fini et leur définition méme, ol n'entrent qutun produit
et des soustractions, montre quon pout les obtonir i Taide d7un

nombre fini de soustractions!),

') On o on effel Vi, By sz By o (B~ By) w= By = (B e By),
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’ Iin résumé, nous A¥ONS pu attacher d chaque groupement G
d'un pombre fini- d’ensembles une famille G, d'ensembles appelés
atomes de G et jouissant des propriétés suivantes: 19 les atomes
sont disjoints; 2° on peut les déduire de la famille G par un nombre
fini de soustractions; 3° chaque ensemble de G est Ja somme d’un
nombre fini de ees atomes A

63. Revenons & la construction de la plus petite famille additive
au gons restreint 7, comprenant la famille G Les atomes pouvant
¢tre considérés comme les derniers de suites o analogues & celles
définies plus haut (§ 47), mais oi la seule opération utilisée est la sous-
traction, la famille G, des atomes appartient & la famille G, et,
par conséquent aussi, tout ensemble somme d'un nombre fini d'atomes.
Réeiproquement, tout ensemble de G, est la somme d’un nombre
fini d'atomes: il suffit, pour le voir, de remplacer dans la suite o,
dont cet ensemble est le’ dernier terme, tout' ensemhle de G parla
suite @, At Cgyeeey Oy + G+l + @, formée & Iaide des atomes
(qui constituent cet ensemble. On obtient ainsi une suite analogue
4 0, mais formée uniquement & l'aide des atomes et, comme ceux ci
gont disjoints, I'ensemble final est sommme d'un nombre fini d’atomes.

En résumé, pour obtenir la famille @, on forme la famille G,
des atomes et la famille cherchée est constituée par les ensembles
qui sout chacun somme d'un nombre fini d’atomes,

54, Or nous savons (§ B1) que, pour obtenir la plus petite fa-
mille H, additive au gens restreint et comprenant une famille quel-
conque d’cnsembles F, il faut considérer toutes les familles G for-
mées d’un nombre fini quelconque d'ensembles de la famille H et
'on a H=2%G H,=2X(, Comme nous savons consiruire les fa-
milles G, 4 l'aide des atomes, nous savons former la famille H,.

hD. Systéme moléculaire. On peut encore déduire des cousi-
dérations préeédeutes, un autre mode de construction de la famille H,.

Pour chaque groupement G' d’'un nombre fini d’ensembles de la
famille H, nous avons formé un groupement (+, d'ensembles atomnes
a de (f, Nous appellerons la famille M des ensembles atomes e,
gui correspondent chaéun & Pun des groupements finis G d’ensem-
bles de H lo systéme moléculaire attaché & lo famiille H. D’aprés co
qui préedde tout ensemble de M peut étre obtenu par une suite
finie de soustractions A partiv d’'un nombre fini d’ensembles de A
Il est clair que la famille H, sera formée par les ensambles qui sont
chacun somme d'un mombre fini d'ensambles disjoints de la famille M.

-



- des inégalités soit de Ja forme a<Ta<Cf, soit de la forme a<;

ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

214 M. Fréchet:

56. Remarque. La différence de deux ensembles de lz-x‘ .[?&E:x;:illa
M est égale & la somme d'un nombre fini d’ensembles dlf«lz']mxn;ﬁ!
appartenant 3 M. En effet les ensembles de M appartenant a  FA,,
leur différence appartient a H, et, par conséquent. est somMmMe d'un
nombre fini d’ensembles disjoints de la famille M.

7. Applications des procédés précédents i la construction
de familles d’ensembles ponctuels additives au sens restreint,
Considérons d’abord des ensembles lindaires. On appelle intervalle
fermé un ensemble de points dont les abscisses vérifient des inck-
galités de la forme ¢ <{x<C @ et nous désignons un tel intervalle
par la notion I;. On appelle intervalle ouvert un ensemble do poirit.s
dont les abscisses vérifient des inégalités de la forme @« »-_ /1 ot
nous le désignons par la notation [,. Enfin, nous appellerons g
tervalle incomplet un ensemble de points dont les abscisses virifien
43 3
dans le premier cas nous désignons l'intervalle par la notation 7, et
dans le second par I,.

Nous considérons un segment rectiligne ab, ol la famille FF
d’ensembles linéaires que nous nous donnons est une famille ’irnu-
tervalles (¢, §) ot a Ca<KB<Ch. Le probléme & résoudre est <l
trouver la plus. petite famille H, additive au sens restreint compre-
nant la famille H donnde.

8. Premier exemple. Nous considérons d'abord le cus simple
ol les intervalles de la famille H sont des intervalles incomple tss
I, représentés par des inégalités de la forme a<Ca < B, ol f eat
un nombre rationnel inférieur ou égal & 4. La famille des nombres
rationnels compris entre @ et b étant dénombrable la famille H est
composée d'une infinité dénombrable d’ensembles. La différonce de
deux intervalles de H est un intervalle incomplet I, de la forme
(<) <e << y(<b) et la différence de deux intervalles de cette
forme se compose au plus de deux intervalles de méme forme. I’mr
suite les atomes du systéme moléculaire sont des intervalles /, de
la forme précédente et tous ont des extrémités d'abseisses rution -
nelles en supposant pour simplifier a, b rationnels. En CONBGQUON G
la famille I, cherchée est constituée par tous les engonbles quii
sont chacun la somme d'un nombre fini d'intervalles Iy digjoints
& extrémités d'abscisses rationnelles.

- Si les intervalles de H, restant incomplets & droite. ne sont plue
assujettis & avoir des extrémités rationnelles, on voit de mame que
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la famille H, est constituée par des ensembles dont chacun est la
somme d'un nombre fini d'intervalles I, disjoints.

b8, D?uxiéme exemple. Un cas, un pen plus difficile, est celui
ofx la fa;nllle H se ¢ompose d.eg intervalles fermés I, compris dans
I'intervalle flb, c'est-i-dire des intervalles de la forme (0 <Q)a <<z <{B
(<b). La difficulté ou plutot la complication qui s'introduit consiste
en co qu'il interviént dans la construction des ensembles de la fa-
mille H, des ensembles différents des intervalles, & savoir des points.
Si on forme les atomes moléculaire de cette famille, on obtient
tous les intervalles ouverts et tous les points appartenant & l'inter-
valle fermé ab et la famille H, est constituée par des ensembles
dont chacun est la somme d'un nombre fini d’ensembles disjoints
qui sont chacun un intervalle ouvert ou un point appartenant & l'in-
tervalle fermé ab. -

Si on astreint les intervalles de H & avotr des extrémités d’ab-
scisses rationnelles, comme les seules opérationis qui interviennent,
I’addition et la soustraction de deux ensembles, n'introduisent pas
d’abscigses irrationnelles, on obtient ce résultat: la plus petite.famille
H,, additive au sens restreint et comprenant la famille H des in-
tervalles fermés & abscisses rationnelles appartenant & lintervalle
ab, est constituée par les ensembles, dont chacun est la somme
d’un nombre fini d'ensembles disjoints qui sont chacun un intervalle

~ ouvert & extrémités rationnelles ou un point d'abscisse rationnelle

appartenant & lintervalle ab.

'8 9. Troisidme exemple. Pagsons aux cas d’ensembles ponctuels
dans les espaces &4 deux, trois ou & un nombre fini-n dé dimensions.
Nous raisonnerons pour l'espace & deux dimensions, et les résultats
se généralisent immédiatement. Nous considérons les points d'un
rectangle ABCD, aprés avoir supprimé les points des cotés BC et
CD pour simplifier les raisonnements ultérieurs. Nous prendrons
les axes paralltles aux cotés AC et AB avec les sens habituels.

" Nous prenons pour famille H la famille des rectangles jouissant de

ces propriétés: 1° ils appartiennent aun rectangle ABCD, 2° leurs
eOtés sont paralltles & ceux de 4BCD; 3° On supprime les points
de ces rectangles qui ont 'abscisse ou l'ordonnée maximum. Nous
appellerons ces rectangles les rectangles incomplets R: la différence
de deux d’entre eux peut étre considérée comme somme d'un nom-
bre fini de restangles R. Par suite, les atomes de la famille H sont
les rectangles incomplets R. La famille H, cherchée est donc for-
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" mée des ensembles dont chacun est la somme d'un nombre fini de

rectangles £ disjoints.

Si on astreint les ensembles de la famille H i avoir leurs voor-
données extrémes rationnelles. les rectangles £, qui servent i la
construction de H,, sont & extrémités de coordonnées rationnelles.
" Pour I'édgpace & un nombre fini # de dimensions, le raisonnement
est identique: on prend la famille des parallélipipddes incomplots
vérifiant des inégalités de la forme:

<y <BP, ARy Dyl L B

Appellons P les parallélipipddes & # dimensions do cotte movie. In
plus petite famille additive au sens vestreint [f,, comprenant ln
famille H de tous les parallélipipédes incomplets £ appartenint
b un certain parallédlipipsde P, est constitude par les ensembles qui
sont chacun somme d’un nombre fini de paralldlipipéden /7 uppar
tenant & P,. | |

60. Quatritme exemple. Passons onfin & T'espéeo i une infi-
nité de coordonnées?). Nous appelons alors intervalle incomplet I
Vensemble des points vérifiant les inégulitds

o Ky < byy a4y Ky < g,y vy Oy S @, < bny A g Mg 1’w§«dw T

et nous dirons que lintervalle incomplot [ est inscrid d'ordre i nu
plus dans lintervalle incomplet J défini par les indgulités

A1\<\.w1<B1’ A2<w$<(325"'? Aqu"‘<BM A?l”kl%wﬁ ‘[-’l”“‘;: Jgh Fage s

81 Yon a

Al <a1 < bl <\ BH 'A% g Qg "‘:: b‘ﬂ g BM' $h Au g @, '“”: l”% % H‘u}
a..-{-; = An—l—l? bn~|-l == Bﬂ»{nl) By.pg === Anﬂr bu-w Eae Anwim s

Nous prenons pour famille H la famille des intervalles ineom.

ek e

plets I inscrits dans lintervalle J/ et nous cherchous lu plus patite
famille additive au sens restreint H, comprensnt cetts fumille /7.

- Ce probléme we raméne facilement au préeédént. Wn effot, consi-

dérons: deux intervalles incomplets 7, et J, inerits danw .J, /,
étant inserit d'ordre my et Ay d'ordre my. Boit ¢ le plus grand dow

1) Llespace 4 une infinité de coordonndes osk I géndralinntion dn 'anpann

‘& n dimensions: on conviont d'uppeler point toute suite do nombrew. Inflnie Jé-

nombrable ot bien ordonude, par exemple, Wy ooy Brine oo
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nombres m, et m,. les limites des eoordonnges seront les mémes

pour /,, 1:& et J & p@rtir durang g+1 Tout se passera alors comme
pour Qfgs intervalles P dans Tespace & q coordonuées: les ensembles
11‘ .3‘3. Iy Solnt chacun la somme d'un . nombre fini d'intervalles P
d}ﬁJOlntﬂ. En compléiant la suite des coordonnées on voit que la
d}.f'férence de'deux intervalles I, et I, se compose d’un nombre fini
d 1nterva{]es incomplets I inscrits dans .J. Les atomes du systéme
moléeulaire sont formés chacun d’un nombre. fini dintervalles in-
complets disjoints I inscrits dans J et la famille H. est constituée
par des ensembles qui sont chacun somme d'un nom‘i)re fini d'inter-
valles incomplets disjoints inserits dans J. |

Remarque Les exemples que nous venons de traiter et Vinter-
vention des intervalles incomplets ou inscrits peuvent paraitre assez
artificiels. Mais ils nous permettront de simplifier souvent les raison- -
nements par la suite.

60. Application A la construction de la plus petite famille
additive au sens complet comprenant une tamille d'ensembles
donnée, Nous avons ou (§ 50) que, quand les opérations S, D, ... peu-
vent porter sur vne infinité dénombrable d'ensembles, la plus petite
famille H,, close par rapport aux opérations S, D,... et comprenant
la famille H donnée, est identique & la collection de toutes les fa-
milles analogues & H, construites en remplagant H par une quelcon-
que de wes sous familles dénombrables. Dire que l'on cherche la
plus petite famille additive au. séns complet, c'est dire que les opé-
rations S, D,... sont la soustraction de deux ensembles et 'addition
d'un groupement dénombrable d'ensembles. Le probléme se raméne
done & la construction de la plus petite famille additive au sens
complet N, comprenant une famille dénombrable N d’ensembles
extraits de la famille H donnée et l'on a H=XN et H =23N.,.

Or, N, est aussi la plus petite famille additive au sens complet
comprenant la famille N,, la plus petite famille additive an sens
restreint comprenant la famille N; et. N étant formée d’un groupe-
ment dénombrable d'ensembles, il en est de méme de N,. Nous
sommes smenés i construire la plus petite famille additive au sens
complet comprenant une famille dénombrable d'ensembles additive
au gens restreint. On essaie de généraliser le procédé de construction
% Vaide des atomes et, en raison de Padditivité. au sens restreint
de N,, la définition de l'atome relatif & un élément 4 d’un ensem-
ble de N, peut s'énoncer ainsi: on appelle atome de la famille N, relatif
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4 un élément 4 Vensemble @, commun & tous les ensemmbles de

N, qui contient Iélément 4. Les atomes ainsi définis sont nécscmagi~
rement identiques ou disjoints: le raisonnement fait plus haut’(.g H2)
subsiste, puisqu'en raison de l'additivité de la famille N, Yatome
relatif & un élément est disjoint des ensembles qui ne compreénnent
pas cet élément. Tout élément d’un ensemble de la famille N, ap.
partient & un atome et A un seul et tout enserable de N, est la
somme d'une certaine famille d'atomes disjoints. Mais In difficulié
dans ce cas consiste en ce que ces atomes peuvent former un grou.
pement non dénombrable. Les ensembles de la famille N app’airtmmnt
A N,, chacun d’eux est aussi la somme d'une certaine _f'mn*xllcs (dé-
nombrable ou non) d'atomes disjoints. Les ensembles de In farmillo
N. sout les derniers termes de suites bien ordonnées X, ubtenues
4 partir d'ensembles de N & Iaide de la soustraction et de l'uddi.
tion. Ces opérations, appliguées i des ensembles sommes d’atomes

disjoints, ne peuvent donnmer que des sommes d'atomes disjoints. On

n'a pas li un’ procédé de consiruction, mais une propriété de la
famille H..

61. Remarque. Si la famille H contient comme ensembles par
ticuliers les éléments de ses ensembles, ces éléments seront atomes
de la famille et alors la propriété précédente n’apporte rien de nou-
veau. C'est p. ex. le cas ol I'on cherche & construire la plus petite
famille H, additive au sens complet comprenant la famille X des
intervalles fermés appartenant & un intervalle fermé ab.

62. Au cas ol la famille des tous les atomes relatifs i 1'une
quelconque des familles N, est dénombrable, on peut généraliser le
systéme moléculaire. On appelle encore systdme moléeulnire de M
ensemble de tous les atomes que l'on peut former & partir de toutes
les familles d’ensembles dénombrables N, que Yon peut extraire do
la famille H donnée. Tout ensemble somme d'une famille dénom-
brable d'atomes appartient alors & la famille H,. Comme les atomes
appartiennent aussi & la famille H,, la plus petite famille additive
au sens complet comprenant la famille donuée est encore constituée
par les ensembles qui sont somme d'un groupement fini ou dénom-

‘brable d'atomes digjoints extraits du systdme moléeulaire,

Neanmoins, en général. la construction de la plus petite famille
H, additive au sens complet comprenant une famille dounde H
d’ensembles est assez compliquée. On va essayer de mettre de Iordre
dans les ensembles qui constituent la famille H, et de les assujettir
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il,.él:ndcelg:ain CIaE%sement.gAussi nous allons reprfandre plus loin (p. 221)

ude des familles closes par rapport & certaines opérations S, D,...
et comprenant’ une famille d'ensembles donnée, pour en déduire les
procédés qui metient en évidence un ecertain classement des ensembles
de la famille cherchée.

Application. Dads le cas ol les éléments des ensembles de H
appartiennent & une droite (on a un espace & un nombre fini de
dimensions), on voit que la plus petite famille additive au sens com-
plet H, comprenant la famille des sous-intervalles d'un intervalle
fixe I peut 8tre comstruite de la manidre suivante Chaque ensemble
E de H est le dernier terme d’une suite dénombrable bien.ordon-
née o dont chaque terme est un sous-intervalle de I ou s'obtient
comme différence ou comme somme dun ensemble dénombrable de
termes de o précédant E. En d'autres termes, la plus pelite famille
additive au sens complet H, comprenant les intervalles n'est autre que
la famille des ensembles dits bien définis® de M. Borel.

Au point de vue de la théorie de la mesure, il est important
de remarquer, qu'on peut prendre pour la famille H qui donne nais-
sance & H, une famille plus étroite que celle de tous les sous-inter-
valles de 7" La famille H, des ensembles bien définis est aussi la
plus petite famille additive au sens complet comprenant les sous inter-
valles de I obtenus en divisant I en 2,4, 8,..., 2. . parties égales.
Ou plus ‘généralement. si on considére un ensemble dénombrable de
points dense sur I et la famille H des sous-intervalles ayant une
origine commune avec I et dont I'extrémité appartient & cet ensem-
ble de points, la famille H, des ensembles bien définis est la plus
petite famille additive ‘au sens complet comprenant cette famille H.
Notons que cette famille H est dénombrable. Si on astreint les in-
tervalles de H & étre incomplets & droite, sauf celui qui coincide
avee I on peut noter que H, sera aussi la plus petite famille additive
au sens complet comprenant la famille dénombrable et additive au
sens restreint H, constituée des ensembles qui sont chacun somme
d’'un nombre fini de sousintervalles de I limités & deux points de
E et incomplets i droite sauf celui qui coincide avec I

Toutes ces remarques seraient trés utiles pour arriver i la con-
struction de fonctions additives d’ensembles linéaires les plus géné-
rales sur la famille H, Mais, elles ont surtout ici I'avantage de
conduire & des considérations analogues pour l'espace & une infinité
de dimensions, |
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Dans celui-ci, il y a avantage & ramener la solution des prnb}é-‘
mes & celle de p}oblémes analogues dans l'espace & un nf:mhm firsi
de dimensions. C'est pourquoi la considération des m}uwlfrtzmwl]m
inserits 4 un intervalle fixe [ peut rendre do grands sorvices

Si 'on désigne encore par H, la plus petite famille u.ddi‘tiwa Hu s
complet et comprenant les sous-intervalles (furmés) d'un intervallo /,
nous allons montrer que H, est aussi la plus petite famille ndditive
au sens complet comprenant lu famille H des intervalles inaerita
h 1. La conclusion subsiste si au lieu de ranger dans I/ toux |em
intervalles inserits & [ on n'y retient que ceux dont les extrémités
droites cotncident avec celles de [ et dont les extréamités gunuches
sont obtenues en plagant sur chaque edté de [ un ensemble de points
dénomhrable dense.

Il suffit de prouver la seconde proposition, On suppose done
quenlre 4, et B,, on ait placé un ensemble dénombrable partout
dense:

Ci=B, Ci=4A4,, C3, ...

Et on considere la famille H des ensembles
A< < Op(on <BY), 4,.<K2, < Cp(ou = B,y
A <o, < 00w =B), Ay Ky < Brprs Avpy S8y

B r43

ensemble que nous pourrons désigner par l,,“,,,_,,,‘, olt » ast un entior va-

riable arbitraire. La plus petite famille additive F, au sens complet
comprenant H, contiendrs aussi le systdme moléculaire S0 de H et
la. plus petite famille ‘additive an sens restreint H,. comprenunt H,

Pour former H, nous considérons done d’abord I ot un nombre fini
de ses sous-intervalles et nous en formous les stomos: ¢e neront
évidemment des intervalles incomplets inserats & £ défnin par des
inégalités de la forme:

(1) Crn <t (ou KBy ): O < O (00 By e, Clnsmr, < (M (o1t B

A.gm SO KBopyy Ay Ky Brigye-.

Et la famille M des atomes dos diffsrents groupements  finin d'en.
sembles de H est constitude par la famille de tous ces KoUK ntor-

valles incomplets inscrits & 7, Comme chaocun peut dtre désigné par
un nombre fini dlindices entiers, p,, iy Pas oyee o Por ¢, In furnille

M est, comme la famille H. dénombrable, Infin, la famille H, st
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corjstiﬁué@ par les ensembles qui sont chacun somme d’un nombre
fini d’ensembles de M Elle est done aussi dénombrable,

N by | » .

Passons & Ja famille H,. Il est manifeste qu'elle comprendra
tous les intervalles incomplets inserits & J, que les extrémités ap-
partiennent aux ensembles dénombrables dounés, ou non. Car, si

. , )

(2) oy %‘frl &':'{)‘”,., argwr<brv Ar+1<xr+l \<\Br+1:
Ay Kby < B,y -

est un de ces intervalles, il est évidemment I'ensemble limite de
I suite d'intervalles de 9t obtenus en prenant pour Cu, Cp,... €%,
(... 2 Jes nombres rationnels qui sent les valeurs approchées de

byges by :
Gryeee Gy Dyyee b0 b prés par défaut et donnant & n les valeurs

], 29“1!
Enfin, H, comprendra tous les sous intervalles incomplets de I
inserite on non. Car si

) (3) ay g...wj <blg"' a1‘<“’r<br1 br+1 <(D;+] <br+12"'

est 1'un deux, il est 1ensemble limite de lintervalle (2), lorsque »
croit indéfiniment. Un pussage & lu limite aussi simple montrerait
que H, comprend les sous intervalles fermés de 1. |

Ainsi la plus petite famille additive an sens complet comprenant
tous les sous-intervalles de I est aussila plus petite famille additive
au sens complet comprenant la’famille dénombrable H de sous-in-
tervalles incomplets inscrits dans J définie plus haut.

II°, Procédés de construction qui mettent en évidence un certain
classement des ensembles d’une famille additive.

64. Nous roprenons la construction de la plus petite famille
d’ensembles H, close par rapp rt aux opérations S, D,... et vonte-
pant une famillo arbitraire H d’ensembles arbitraires: nous allons
essayer de ranger les ensembles de cette famille A, en une suite
bien ordounée unique de familles d'ensembles, suite qui mettra en
svidence ln dogré do complexité de chacun de ces ensembles. Nous
nous servons dans ce dessein d'une famille d’ensembles déduite d’une
fagon particulitre d'une famille queéleonque d’ensembles K & l'aide

dos opéreations S, 1),... et que nous désignons par’ la notation UK.
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66, La famille UK. Supposons que les optrntionm s*ﬂyd’?m‘g IR
sidérées en elle méme, puissent etre ropgdes en une wuie Wy ar
donnée t: c'est, par exemple, ce qui aura lieu quninl oo opdrations
sont en nombre fini. Nous considérons alors une fimtle 'vnaeighien
K et nous formons suceessivement len familles Ky pras SK oibtppue
en adjoignant sux ensembles de K pewx obtenus en fptoasant los offets
de Popération & sur les ensombles de K), puis [PAK ot auini e
suite. On forme ainsi une suite ¢ ot tout terme Loode £ wubtiont
de Ja fagon suivante: on commence par forner I fapnille M des
ensembles appartenant aux famillew procddant [ dans o suite
ot on adjoint i cette famille 3/ les ansembles obtenus on spphiguant
Vopération / de ln wuite £ qui sorrospond i e bt grospeient
convenable d'ensermbles extrait do lu fumille M, On ohtiont ainai
une suite bhien ordonnée ¢ semblable & ln woite 7 O wppelle finae
lement famille UK In fumille des comemblos qui pppartiennent o g
queleconque des fumilles de ¢,

D'apros la constraction méme des termes de L winte £ bs fumillo
UK comprend la famille K.

Si la famille K uppartient i une famille 7 compronsnt ln famille 1
et close par rapport aux opdrations S, Dy i en est do meme
de la famille (K. En offet, co fait & Hou e ehseune don funile
les termes de In suite ¢ Tout d'ubord, par hiypothise, oo fuit u oy
pour le premier terme de la suite ¢ qui est K. Si tous lea ternos
de ¢ n'appartenaient puw i la fumille 7y il y nueait dovs £ un pros
mier terme [ nappurtenant pus A 70 Orc In fumille Jo ost evmposda
de tous les ensombles appurtenant i lo fumille J, snpuose e n
somme de toutes les familles précéddunt /o dans £, vt dos enaeins
bles obtenus en appliquant une opdration ' de ln suite f anx ou-
sembles de M. Lt lu famille M est comprise duns 7' simme Mant
formée de familles d'ensembles qui appuetionnent i s famills 7.
Le famille 7' étant close par rapport nnx opirations &, 1, ., 1%,
Vapplication de opération [ eorrespondant duns In saite 7' an
termo [ do ln snite £/ & dos growpomonts ennvenabiles sxtraita de
M donnern des ensemblew wppartenant i 7. Lac famalle 2, appastion.
drait done i 7'

En particulier, si une famillo d'enmombilon K wppartiont i ln i
petito fumille dennemblos elose par rapport nux apcérations 8, 1.,
formant une wuite bien ordonnde f wl compronnit  une femille
d'eusembles donnée H, il on est de mémos do In fumille LA,
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Une de ces familles K étant la famille H, |
tient done & la plus petite famille d’en
aux opérations S /), ..
prenant la famille H.

Lfefa familles /K jouissent aussi de la propriété snivante: La
ec:mh;l:rcm nécessaire et suffisante pour que la famille d’ensembles
K oit close par rapport aux opérations S, D,... (formant une suite
bien ordonnde T), est que lon ait UK = K.

Kn effet, si la famille K est close par rapport aux opérations
S 0y, Fy... do ln suite #, chaque terme de la suite bien ordon-
née ¢ est identique a K et par suite UK = K. Réciproquement,
soit (/K == K; chaque terme de la suite bien ordonnée compre-
nant tous les préeédents, tous les termes de # sont identiques & K.
Ce qui prouve que I'application d'upe quelconque des opérations de
la suite ¢ appliquée i la famille X donne des ensembles apparte-
nant & K. La fumille X est done bien close par rapport anx opé-
eations S, D....

Jounainsant les propriétés des familles (/K, nous allons utiliser
ces fumilles pour la construction des familles d’ensembles.

(6. Formation de la plus petite famille d’ensembles 7' com-
prenant une famille d’ensembles donnée, H et close par rapport
aux opérations &S, D,... (ces opérations S, D,... pouvant encore
dtre rungdes en une suite bien ordonnée #). Cc probléme se résoud
grice h une wsuite I de familles d'ensembles qu'on obtient de la
fugon suivante. On forme d’abord une suite L,, qui est formée de
familles d'ensembles, qui a pour premier terme H et qui est sem-
blable i la suite des nombres transtinis. Ayant défini tous ceux de
ses tormes de rang inférieur a B, le terme de rang s'obtiendra ainsi:
on forme la famille N, de tous les eusembles appartenant & Z, de
rang infériear & @; par définition UN, sera le terme de %, de
rang @. Si les termes de 2, lous ne sont pas distinets, ils sont di-
stinets jusqu’h un cortain rang et identiques ensuite. En effet, si
deux tormes de rangs différents a< g sont identiques, il en est de
mémo de tous les termoes intermddiaires car la suite X, est une
puite monotone von déeroissante de familles d’ensembles. 11 en est
de méme de tous ceux qui suivent car d'aprés ce qui précéde
Nﬁm UN, et les termes qui suivent dans' Y, sont identiques au
terme de rang f.

Par définition X sera X,, si I, a ses termes distincts et, dans

a famille UH appar-
sembles close par rapport
. formant une suite bien ordonnée t, et com-
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le-oas contraire, 3 sera le segment de X, aprés lequel les termes
de L, sont identiques au dernier terme de 2. .

Lo suite 3 résoud le probléme posé: la plus petite f&rfaille T
close par rapport aux obérations S, D,... (classéea en une suite bien
ordonnée ¢ et comprenant une famille d’ensembles donnéde H est
composée des ensembles appartenant & un quelcmnque des termes
de la suite bien ordonnée X construite & partir de la famille H
par lintermédiaire de Vopération U et cette construction offre en
outre un classement des cnsembles qui la constituent

7= H+UH+UUH+ ..

En effet, il résulte de ce qui préedde que la famille 73, coneti-
tuée des ensembles appartenant aux termes de X, appuartient d 7
D'autre part, on a évidemment UT,=1). done 1) est close par

~ rapport aux opérations S, .D,... et comprend H, done 7' comprend

T, et par suite 7} est identique & T. |

67. Applications. On applique ce procédé de construction de la
plus petite famille 7' close par rapport aux opérations S, J),... et com-
preuant une famille d’ensembles donuée H. precédé qui met en évide-
nce un certain classement des ensembles, aux mémes cas que précé-
dem ment. Ces cas sont led suivants: 1° Les opérations &, .... sont
l'addition de deux eunsembles ot la soustraction de.doux ensembles.
On obtient ainsi la plus petive famille H, additive uu sens restreint
comprenant la famille d'ensembles donnée H. 2° Les opératious
S, D,... sont I'addition de deux ensembles, la soustraction de deux
ensembles et Je passage d.la linite (¢'il existe des suites c*-cmv‘ergent@a
d'cnsembles). L'opération UK consiste alors & udjoindre b une famille
K d’ensembles les différences de deux ensembles quelconques de K,
puis & la famille A, ainsi formde les sommes de deux ensembles

~queleonques de K, puis & la famille K, ainsi formée les ensem-

bles limites de suites convergentes d'ensembles extraites de K,. On
obtient dans ce cas la plus petite famille H, additive au sena com-

- plet et comprenant la famille donnée H,

68. Remarque. Nous avons obtenu plus haut (§ H6) une con-
struction différente pour les ensembles de lu fawmille M.. Cette con-
struction est plus- pratique que celle qui vient d'etre obtenue, car
elle permet la considération des atomes ot du gystéme moldeulaire
et c’est & elle qu'on s'adressera de préférence. Au contraire la comn-
struction actuelle est plus intéressante eu ce qUi‘ concerne JH,.
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69. Autre mode de formation de la plus petite famille addi-
tive au sens complet H, comprenant une famille d’'ensembles
donnée H. La famille H,, additive au sens complet est & fortiori
additive au sens restreint: elle comprend done la plus petite famille
additive au sens restreint H, comprenant la famille H. Nous sommes
done ramenés pour construire H, i construire la plus petite famille
additive au sens complet comprenant une famille additive au sens
restreint donnée H,. On forme d’abord UH,: mais l'addition ou la

~soustraction de deux ensembles de H, donnent des ensembles ap-

partenant encore a4 H,. Les senls ensembles nouveanx apportés par
Iopération CH, sont les ensembles limites de suites convergentes
extraites de H,. Ces ensembles limites forment la famille LH,. Les
deux premiers termes de la suite de familles qui représente H, sont
done H, + LH,. Pour continuer il faudrait appliquer lopération U

- aux ensembles de la famille H, + LH,. Or, nous avons vu que, si

les suites d’ensembles Z,, E,,... et G, G,,... sont convergentes et
tendent respectivement vers les ensembles E et @, les suites E, + Gy,
By +Gy,... et E, — Gy, B, —@,,... sont convergentes et tendent
respectivement vers les ensembles E— G et E— G. Par conséquent,
la famille H, + LH, est encore additive au sens restreint et les
seuls ensembles nouveaux apportés par Papplication de l'opération
U a H,+ LH, sont les ensembles limites des suites convergentes
d’ensembles extraites de la famille H,.+ LH,. Pour avoir tous ces
ensembles on ajoute & H, 4 HL, la famille LLH, formée par les
ensembles limites des suites convergentes d’ensembles extraites de
LH, la famille H 4+ LH, .+ LLH, est encore additive au sens restreint
et on continue de la méme fagon. Finalement la famille H, est re-
présentée par la suite

H—=H-<+LH +LLH +...

ot chaque terme est la famille des ensembles limites de suites con-
vergentes d’ensembles extraites de la famille précédant le terme
considéré dans la suite.

70. Remarque. Si on part d'une famille H, additive au sens
restreint, on voit que cette formule permet de répartir les ensem-
bles de la famille H, en catégories, en classes de plus en plus com-
plexes. On pourra dire en étendant aux ensembles abstraits la ter-
minologie de Baire que les ensembles de H, sont de classe 0, ceux
de LH, de classe 1, ceux de LLH, de classe 2, etc., et on pourra

Fundamenta Mathematicae V 15
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ranger tous les ensembles de [, en une suite do clanses :l*fuwsmn'hlﬂﬁ
numérotées au moyen des nombres gransfinis, I est dvident que
plus le rang d’une classe est élevé, plus ost complexe In construetion
des ensembles de cette classe (ou tout au moins de eenx qui n'ap-
partiennent pas & une classe inféricure).

Si en outre les ensembles de [/, sont simples, lo rang de lu
classe marquera le degré de complexité des ensemblos qui ln com-
posent; -mais, i cette condition n’est pas remplie, il n'indiguors que
la complexité d'une certaine construction de ces onwembles

71. Exemples. Construire la plus petite famille //, additive au
sens complet et comprenant la famille H dos intervalles fermdw
compris dans un intervalle fermé ab. Nous avons dajh montrd qu'on
obtient H, comme la famille constituée dos ensemhles ohtenus ehueun
comme dernier torme d'une suite dénombrable bien orduminde d'ad-
ditions, soustractions et passages & la limito effectuds i partiv d'in-
tervalles fermés. C'est la définition méme des onsemblen mesurablos
(B) ou ,bien définis“.

Ainsi la famille des ensembles  bien définis® de M. orel w st
autre que la plus petite fumille additive au sens complet eompronant
la famille des intervalles fermés.

(Nous verrons que la famille des ensembles mosurablon au sous
de Lebesgue s'obtient en faisant intervenir l'idée de fonetivn 'en
semble, (en l'espdee, la mesure)),

- Les remarques précédentes permettent do classes len enwembles
bien définis par ordre de complexitd, On obtiondra, en uffet, d’apréa
ce qui précéde, tous les ensembles ,bien définis* de la fagon suivante,

On forme d'abord la plus petite famille udditive au sens restreint
H, comprenant la famille H des intervalles fermés: elle est oom-
posée des ensembles qui sont chacun somme d'un nombre fini d'in-
tervalles ouverts et de points, Ces ensembles pourrant étre dits de
clagse 1; puis on formera la classe 2 on adjoignant b cette olumse
les ensembles qui sont limites de suites -convergontes d'ensembles
de classe I, etc .. Ayant formé les ensomblos de ulusson infériaures
A un nombre transfini @, on formera la famille do alusse a en wd-
Joignant b cos classes les ensembles limites do wuites BONYOPEOning

-d’ensembles de classe inférieure 3 a, ote. .,

' On peut, i 'on veut, préciser la nature de cortaink snsembles
lindaires hien définis, On smit, p. ex. (et on Wen wwaure facilement)
que los ensembles dénombrables de points mont hien définin; duns
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la terminologie précédente, ils sont évidemment de classe 2. On sait
aussi que les ensembles fermés sont hien définis. On peut développer
des considérations analogues dans Vespace & » dimensions et méme
dans Vespace & une infinité de coordonnées.

Chapitre IV.
Construction de fonetions additives d’ensembles.
J° Procédés de construction.

72. Additivité au sens restreint. Aprés avoir construit des fa-
milles d'ensembles additives soit au sens restreint, soit au sens com-
plet et comprenant une famille arbitraire d'ensembles, on est amené
4 chercher & résoudre des problémes analogues concernant les fone-
tions additives d’ensembles, '

Le premier probléme qui se pose est le suivant: étant données
les valeurs d’nne fonction f sur une famille d’ensembles H, en dé-
dunire une fonetion additive au sens restréint sur uue famille T
additive au sens restreint, comprenant la famille H, cette fonction
prenant sur H les valeurs domnées. Il est évident que le probléme
n‘est possible que si f est additive au sens restreint sur H. Des
exemples simples font voir quil est impossible de trouver une so-
lution générale unique & ce probléme et qu'on ne peut le résoudre
que dans certains cas, ou sous certaines conditions. Si le probleme
est possible pour T, il est possible pour la plus petite H, des fa-
milles telles que 7.

78. Supposons, par exemple, que les ensembles de H soient tous
disjoints: alors H, est Ja famille des ensembles qui sont chacun
somme d’un nombre fini d’ensembles de H et la solution unique
du probldme consiste & prendre pour valeur de la fonction sur tout
ensemble de K, la somme des valeurs de la fonetion sur les en-
sembles de H qui constituent cet ensemble de H,. Il n'en est plus
ne de méme si p. ex. dans la famille H les deux ensembles B, et E,
sont plus disjoints alors que tous les autres couples d’ensembles le sont.
Dans la. construction de H, figurent alors les ensembles disjoints
Fy == By — Ey, Fy = B . Ey, Fy = By — F,. Mais on ne connait
pas la valeur de la fonction sur ces trois ensembles et le probléme
admet une infinité de. solutions obtenues en prenant arbitrairement
la valeur de la fonction f sur Fj et en prenant f(Fy)=j(k) — f(Fy),
f‘(F,)m:f(E,) f(Fy), ce qui ramene au cas précédent,

| ' 15*
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74, L'indétermination dans le second exemple montre qu'il est
impossible de concevoir une solution générale unique du probléine,
comme il est posé. Un probléme, dont on peut pousser la solution,
est colui de la mesure, mais il faut pour cela résoudrfa ‘le probléme
préliminaire de trouver une fonction: d’ensembles additive sfu sens
restreint sur la plus petite famille additive au sens 1:est;remt H,,
comprensnt la famille des intervalles rationnels inafzrltﬂ :iltma un
intervalle J. et qui soit invariable dans toute translation. C'est cette

‘derniére condition qui assure au probléme une selution unique,

75, Additivité au sens complet. On se heurte, & fortiori, aux
mémes difficultés si on essaie de résoudre ce probléme: élant don-
ndes les valeurs d'une fonction sur une famille d'ensembles H, en
déduire une fonction additive aw sens complet sur une famille additive

*au sens complet T' comprenant H, cette fonction prenant sur H les

valeurs donndes. Mais, si la famille H est additive au sens restreint,
la solution, si elle ewiste, est unique, tout au moing sur la plus petite
H, des familles T En effet, on & vu (§ 70) que

H—=H +LH +LLH, + ...

La fonction cherchée f est connue sur H,; supposons la connue
sur H,, LH,, LLH,,... et généralement sur toutes les familles de
cette suite de rang inférieur au nombre fini ou transfini a. La fa-

~mille N composée des ensembles de ces familles de rang inférieur

4 e est additive au sens restreint (Cf. § 70). Si E est un ensemble
.appartenant & la famille de rang a, & est la limite d'une suite conver-
gente d'ensembles E, de N. Si la fonction cherchée existe sur 7' elle
existe sur H, et elle y est additive au sens complet; elle est done
continue et la suite des nombres f(E,) doit avoir une limite unique

- égale & f(E). Les nombres f(E,) étant, par hypothése, counus et

convergeant vers une limite unique, /(&) est parfaitement déterming

- f, étant connue sur H,, est donc connue sur tout ensemble X de Ff,.

I reste & traiter | question d’existence et c'est cette question qu

nous, allons étudier. | |

. 16. Conditions d’existence d'une solutibn du probléme pré-
cédent La fonction / que I'on se donne, doit satisfuire b certaines
conditions’ uécessaires. La fonetion cherchde est, en effot, additive
au sens complet et elle coineide sur H, avec la fonotion f donnde.
Une fonetion additive au sens complet étant bornée (Cf. § 42), la
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fonetion f doit satisfaire sur lo famille H, % ces deux conditions:
10 elle y est bornée, 2° elle y est additive au sens complet. '

Si H, était additive au sens complet, la deuxidme eondition en-
trainerait la premitre. Mais nous supposons seulement que H, est
additive au sens restreint et dans ce cas les deux conditions sont
indépendantes. On s'en rend compte en prepant pour exemple la
famille K, des ensembles dont chacun est composé d’un nombre
fini de points d’abscisses entiéres et en prenant pour valenr de la
fonetion la somme des abscisses de ces points

Pour faciliter 'étude, on la raméne an cas ol la fonetion don-
née est monotone en mettant la fonetion f sous la forme canonique
=@ — ). Les fonctions ¢ et ¥ sont monotones positives et sa-
tisfont encore aux conditons précédentes?). Si 'on suppose quon
trouve des fongtions ¢’ et ¢’ additives au sens complet respective-
ment sur deux famillas d’ensembles T et T,, additives au sens
complet et comprenant la famille donnée H,, et coieidant respecti-
vement avec @ et y sur H,, la fonction ¢’ — ¢’ sera additive an
sens complet sur la famille T des ensembles communs & T) et T,
et coineidera avec f sur H,. T est évidemment additive au seus
complet et comprend H,. Le probléme sera résolu On est done
ramené au probléme suivant: étant donnée une fonetion ¢ non ne-

' cative, bornée et additive au sens complet sur la famille H,, addi-

tive au sens restreint, déterminer une fonction ¢’ mon négative et
additive au sens complet sur une famille T additive au sens com-
plet comprenant la famille H,, sur laquelle ¢' = ¢@.

77. Prolongement d’une fonction. Toute famille T, additive an
sens complet et comprenant H. comprend les ensembles limites de
suites convergentes d’ensembles extraites de H,. Parmi ces ensem-
bles limites les ensembles limites de suites monotones se, prétent
particulidrement au prolongement de ¢%). Appellons S la famille

1) I s'agit ici de la foume canonique de f relative & la famille additive un
sons restreint M, puisque f n'est donné que sur H.. On Iobiient en calcalant la
variation totale de f sur la famille H,. C'est parce gu'on vient de supposer f
bornée sur H, que cette variation totale existe on plutst est finie sur tout ensem-
ble de H,. _ ‘ _

1) Nous allons nous en gervir pour établir I'existence de la fonction ¢’ cher-
chée, utilisant un procédé employé avec succes en maintes occasions par MW
H. Young. Notre mode d’exposition se rapprochera souvent de celui dii & L. Le-
besgue dans le cas des espaces 4 n dimensions et ‘perfecﬁonné par M de la
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des ensembles O qui sont limites de suites non dderoissanten d'en-
sembles extraites de H, et I la famille des ensembles J' qui sont
limites de saites non croissantes d'ensembles exiraites de IM,. La
réunion de ces deux familles § et I constitue la famille A : A = N4 1,
Cbacune des deux familles S et [ comprend la famille H,., ocar
tout ensemble & de H, peut &tre considéré comme ensemble limite
de la suite K, K, &,..., E,... qui est une suite monotone i la fois
non croissante et non décroissante. Inversement, 4 fuit partie de T,
Sans nous occuper de V'existence sur I' de la fonction ¢’ cherchée,
nous allons d'sbord essayer de prolonger la fonotion ¢ wur 4,
c'est-b-dire essayer de définir une fonction ¢, sur 4, gui euinoide
avee @ sur M, et avec ¢ sur 4, au cas ol cotte fonotion ¢’ existe,

Supposons un instant que cetle fonction ¢’ existe. Klle doit étre
positive et additive au sens complet. Aussi, si O est un ensemble
de la famille § limite de la suite monotone d'ensembles Cy, Cy,...,
C,,..., on a, en raison de l'additivité au seus complet de ¢,

@'(0) = limite ¢'(C,).
Hivas )

Comme la fonetion @' n'est pas négative, cette égulité peut w'éerire
¢'(0) = borne supérieure de ¢'(C,). Comme enfin ¢’ cofneide aves
@ sur H,, on a, si ¢’ existe,

@'(0) == borne supérieure do ¢((/,).

Par analogie avec cette égalité vraie quand ¢ existe, rnis dont le
second membre a un sens que ¢’ existe on non, on définit une
fonction ¢, sur la famille 8 par la relation

@1(0) == borne supérieure de ¢ (),

C étant un ensemble variuble de lu famille H,, sompris dans l'en-
semble 0.

On définit de méme une fonetion g, sur ia famille I par la re.
lation: @y(F') == borne inférieure do ¢()), ) dtant un ensemble de
H, comprenant F. Puisque ¢ ost par hypothése burnée mur 7/, ces
égalités définissent complétement la fonction ¢, wur ln famille § et
@y sur I, que ¢ existe ow non,

Valléo,l?ouaain dane oo méme oas. Mals i est par sxemple Indéponidant do I
notion d'élément limite des onsemblen considdres, notiona gque falt Intervenir M, da
la Vallée Poussin dans ses rainonnements, |
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La fonction ¢, étant sur H, bornde et non négative, est com-
prise entre O et un certain nombre u. On aura de méme sur Set I

I<pO)<p <M<

Chacune des fonetions ¢, et @, coincide avee @’ sur S et I respec-
tivement, 81 ¢’ existe. Considérons un ensemble E de H,: il appar-
tient & la fois & § et I et comme il est l'ensemble limite de la
suite B, B, K,..., E,.. on a ¢(E)=@,(E)= @(E), car E est ala
fois le plus grand des ensembles de H, compris dans E et le plus
petit des ensembles de H, comprenant E. Les fonctions ¢, et ¢, .
coincident donc sur les ensembles de H,. Voyons s'il en est de
méme pour tout autre ensemble G commun aux deux familles §
et I: 'ensemble @, appartenant & la fois & S et & I, est la fois
I'ensemble limite d’une suite non décrvissante C,, Cy,... et d'une
guite non croissante D,, D,,... d’ensembles de H,. Par définition
Po(G) est la borne inférieure de @(D) et ¢,(G) la borne supérieure
de ¢(C), D et O étant des ensembles de H,, tels que DD G D C.
Quel que soit l'entier n il existe un ensemble C, compris danse G
et un ensemble D comprenant G (C, et D, appartenant & H.,), tels
que les inégalités suivantes soient vérifiées

PSPPI+ 90— <HCI< PG
On en déduit |
71(6) — 9:(6) < 9(D) — p(C) < B(®) — Bi(6) + 3-
En faisant croitre n indéfiniment, on arrive &
Pa() — 9:(6) = limito [p(D}) — 9(CD)}

Cette dernidre quantité est positive ou nulle, car D, contient
G et G contient C.. Posons D) =D,. D, et C/=0C,+ G.. D, est
compris dans D, et appartient & H,, O’ contient C, et appartient & H..
Si on remplace D, et C, par D et C., les inégalités sont renfor?
cées et on a

9,(G) — @4(@) = limite [p(D}) — p(C.)] = limite p(D;' — C.).

n-00

Or D! et C, tendent tous deux vers lensemble G par consé-
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quent 'ensemble limite de (D, — ), quand » augmente indéfini
ment, est un ensemble vide: limite ¢ (D, —C,)==0. Dot gy ( F)==g,(&).

Ainsi les fonetions @, et ¢, cofncident non seulement sur I1,,
mais encore partout ot elles sont définies & la fois: on peut, en
conséquence, considérer ¢, et g, comme les valeurs d'une méme
fonction définie sur la famille 4 et on peut remplacer la notation
¢, par @; sur la famille L. | |

Atnsi, sans savoir si la fonction ¢' exigte, nous avons difini sur

la famille A une fonction @, qui admet les mémes bornes que la fonc-

tion ¢, coincide avec elle sur la famille H, et ielle que, 8i @ existe,
@' coincide avec @, sur la famille 4. C'est ce que lon peut expri-
mer en disant que ¢, est le prolongement de ¢ sur 4.

73. Remarque. Sur la famille d'ensemble 4 nous avous défini
la fonetion ¢, des deux fagons respectives suivantes: @(0) == horne
supérieure de @(C). ot C est un ensemble de H, compris dans O
de S, et @{F)=Dhorne supérieure de p(D), ot D est un ensemble
de H, comprenant F' de I. Considérons, par exemple, un ensemble
0 de la famille S. Il peut étre regardé comme lensemble limite
d'une certaine suite non décroissante d’ensembles de I, (1, (...,
C,,... La suite des valeurs correspondantes ¢(C,), @(Cq), ...y ®(C),...
est non décroissante et a, par conséquent, une certaine limite a: je
dis que Yon a a = ¢,(0). En effet, tout d'abord tout ensemble C,
étant compris dans 0, on a \@(C,) < gy(0) et il en résulte a=g ¢, (0).
Supposons a < ¢,(0): d'aprés la définition méme de ¢,(0) comme
borne supérieure, il existe un ensemble C de f,, compris dans 0,

‘tel que a << @(C) << ¢,(0). Ceci étant, considérons la suite des on-

sembles C,=C.C,. Ces ensembles appartiennent tous & [, et for-
ment une suite non décroissante, dont I'ensemble limite est

Cy+Cot.ccd+Co+...=C.O+C.C ...+ 0.0, + .. =
=C(C,+ G+ +C4.. ) = O, O === (),

On a done @(C) = limite p(C;), car lu fonction @ est supposée ad-

R OO

ditive au sens complet sur H,. D'autre part, tout ensemble C, est
compris dans l'ensemble correspondant C, et par conséquent

®(C,) < ¢(C)
Il en résulte que limite q>(0,’,)s;1imite (])((}n)ma et on obtient (,3(())%@,

Ho v Fo w $30)
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Cette inégalité est incompatible avee Vinégalité @(C) > a. On a done
a == ¢1(0).

En définitive @,(0) est la limite de @(C.), quand C,, G, ..., C,,...
est ‘une suite non déecroissante d’ensembles de H, tendant ve’rs (; et
le raisonnement précédent montre que cette limite est indépendante
de la suite des C,, pourvu que ce soit une suite non déeroissante
convergeant vers 0. On démontre de méme que @,(F) est la limite
de @(D,), quand D,, D,...., D,,... est une suiie non croissante
d’ensembles de H, convergeant vers F.

79. Propriétés de la fonction g@,. Pour procéder & une nouvelle
extension de la fonetion ¢, il faudra s'appuyer sur certaines pro-
priétés de la fonetion ¢,. C s propriétés sont les suivantes.

La fonction @, est non décroissante sur la famille A, c'est-a-dire

' que, si ¢ et E sont deux ensembles de A4 tels que ¢(C K, on

a @(e) << ¢, (E). Pour la démonstration nous avons i considérer
plusieurs cas. Si ¢ et E appartiennent tous deux & la famille S,
par définition ¢,(¢) == borne supérieure de @(C), ot C est un en-
semble de H, compris dans ¢, et ¢,(E) = borne supérieure de ¢(C),
ol "C est un ensemble de H, compris dans E. ¢ étant compris
dans £, quand C est compris dans ¢ il est compris dans E et 'en-
semble des premiéres valeurs de @(C) fait partie de V'ensemble des
deuxiémes et il en résulte que @,(¢)<Cp(k). Si les deux ensembles
e et K appartiennent & la famille I, on a une démonstration ana-
logue. Le raisonnement est & peu prés le méme dans le cas o
Pensemble C appartient & S et £ & /. Il est un peu moins évident
dans la quatritme cas, ol e appartient 4 [ et £ a2 S On peunt,
daus ce cas, trouver une suite non croissante d’ensembles D, appar-
tenant & H, et convergeant vers ¢, de sorte que @(D,) converge
vers @,(¢). et une suite non décroissante d’ensembles C, appartenant
3 H, et convergeant vers FE, de sorte que ¢(C,) converge vers ¢,(E)
et on a @,()<<p(D.), ¢:(E)=9(C,). Posons D,=(D,—C,)+D,,C,.
On peut écrire :
@(D,) = p(D,—C)+ ¢(D,.C). Or p(D,.C) < pC)<< p(E).

En comparant les inégalités précédentes, on arrive & Yinégalité
P(E) — 9:(6) > — 9(D. ~ O
L’ensemble D, — C, converge vers e — E et comme ¢ est comprs

dans FE, ¢ — E est vide et @(D,— C,) tend vers zéro. On arrive
finalement & l'inégalité cherchée. ¢,(E) = ¢i(e)-
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80. Relation entres les familles & et [ Supposons qu'un en-
semble 0 appartienne & un emsemble 4 do M, lu condition uéeon-
suire et suffisante pour que Vemsemble 0 appartienne i la famille
S est que lensemble 4 - 0 appartienne & la fumille [ En effot, i
0 appartient & 8, 0 est 'ensemble limite d'une suite non déeroim-
sante d’ensembles de H..C,, Cy,..., C,,... telle que (', (C 0 (C 4. Par
suite lensemble 4 — (!, appartient & H, ot comprent .l‘wumml‘;lm
A—0. Les (4 - ) forment une suite non croimmute d'ensembles
de M,, qui a pour limite 4 — O: Pensemble 4 - O appurtiont done
b la famille J. On voit de méme que, s Peusomble 40 sppartiont
b la famille /, Vensemble (0 auppartient i la famille S On w ajors

Py(A—0) = limite [@(d - C,)] = limite [p(4) ()] = (4] @,(0).
D'une maniére plus générale on peut dire que, wi un ouwemble A
de la famille 4 est compris dans un ensemble 4 de lu famille 77,
'ensemble A— K appartient aussi & la famille 4 ot l'on u

Pi(K) == p(d) — ¢y(4 — K).

81. Combinaisons d’ensembles de Ja famille 4. Considérons
les ensembles O et 0’ appartenant & la famille & ot K et I’ ap-
partenant & la famille I: les ensembles 0.0 et 0+ ' appartiennent
aussi & la famille S et les ensembles X', J ot Kt i lu fumille Z,
En effet 0 est I'ensemble limite d'une suite non ddervissaute d'en=-
sembles C, de H,, 0’ I'ensemble limite d'une suite non déeroissante
d'ensembles C, de H,; I" est l'ensemble limite d'une suite non crois-
sante d'ensembles /), de I, et I lI'ensemble limite d'une sruite non
croissante d'ensembles D, de H,. Il est elair quo l'ensemble O 4 O
est l'ensemble limite de la suite non déeroissante des ensembles
C,+ C, de H,.. De méme 0.0 est lensemble limite de la suite
non décroissante d'ensembles C,.(;, de [,. Lew deux ensombles
0+0" et 0.0 appartiennent done & la famille S. Pour des raisons
analogues les ensembles /' F et Iy 4 appurtiounent i lu famille 7.
Si l'ensemble I" est compris dans l'ensemble 0, 'onkemble O - K ent
V'ensemble limite de la suite non déeroissante densembles €1 . 12,
(de la famille H,) et par suite appartient & lu famille d'onuemblos &,
De méme, si 'ensemble 0 est compris dans Pensemble F lennem-
ble F'—O0 appartient & la famille d’ensembles /.

Passons aux valeurs correspondantes do la fonetion ¢,, Si on



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Familles et fonctions additives 235

a deux ensembles E et [, appartenant 3 H,, on peut écrire

E+ B =(K—E+E.E+ ((E—E)

o P(E'+ B) = @p(E—E') 4 p(E . B') + p(E— E").
i |

E'=(E'—E)+E.E; E=E.E +(E—E
¢(L') = p(B' — E) + @(E. B"); ¢(B)=p(E—E') + ¢(E . E".
D'ot

o ¢(E) + p(£') = @(E +E') + ¢(E . E").
] .

P1(0) + @i(0) == limite [p(C,) + 9(C;)] = Limite [@(C, + C) +p(C.C]

N DQ

Or C,+ O et C,.C, tendent respectivement vers les deux ensem-
bles 040" et 0.0, appartenant & la famille S, et on obtient

¢:(0) + @,(0) = @,(0+0") + ¢,(0. 0").

- On arrive de méme pour les ensembles de la famille J & la relation

o) + ¢ () = g (F+F) + ¢, (F. F').

Si les ensembles 0, 0’ d’une part et F, F” d'autre par sont disjoints,
on a

7:(0) 4 9:(0) = 9,0+ 0% pu(F) + pu(F) = g, (F+F)

Plus généralement on a toujours:

P, (040" << p 2% 0) + ¢,(0) @ (F+F) << @:(F) + o(F).

Passons maintenant aux cas ol on a, soit un ensemble F' compris
dans un ensemble 0, soit un ensemble U compris dans un ensemble F'?).
On peut écrire C, + D, = C,+ (D, — C)= D, +(C,— D,).

Les ensembles des deux derniers membres étant disjoints, on a

@(C)+ oD, C)=p(D,)+ ¢(C.— D.).

Faisons augmenter # indéfiniment: nous avons deux cas 4 considé-
rer: 1¢ K comprend 0; C, tend vers 0, D, vers F, D, — C, vers
F — 0, 'qui appartient & I, et C, — L, vers l’ensemble vide 0 — F

@, (0 — F) =10 et ¢,(F—O)=q)l(*)—-%(0)~

1) L démonstration primitive de M. Fréchet a été simplifiée par M. R. Franck
gous la formo adoptée iei,
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20 0 comprend F: c’est Pensemble F—0 qui est vide et C D,
tend vers I'ensemble 0 — F, appartenant b la famille S et on a

‘PJ(O""’F) = ¢,(0) — (PI(F)'

Considérons enfin des combinaisons ol entre une infinité d'ensem-

" bles de la famille 4. Nous considérons en particulier le produit

infini F=F,.F,... F,..., tous les ensembles F, appartenant & /,
ot la somme O==0, + O+ ...+ 0, + ., tous les O, appartenant & S,
L’ensemble F appartient & la famille . En effet. chaque ensemble
F, est Yensemble limite d'une suite non croissante d'ensembles de I,
D', D2,... Or F est compris dans ¥, et F, dans ¢, quel que soit
Iindice ¢. Par suite F est compris dans I'ensemble /), douné par
la formule D, = Di.Dj... Di;. D! Cet ensemble ), appartiont
5 H, et les ensembles D,, D,..., D,..., qui compronnent tous F,
forment une suite non croissante d'ensembles de H,: I'ensemble li-
mite F’ de cette suite appartient donc & la famille J et comprend
F: ') F. Or dautre part F* est compris dans tout ensemble /), et
par suite dans tout ensemble D2, pourvu que g soit supérieur i n:
par conséquent, F” est compris dans chacun des ensembles de la

-guite Drty Drt3 . B est donc compris dams Difr, Dits.., en-

semble qui est précisément ¥, K", étant compris dans chacun des F,,
est compris dans leur ensemble commun F' et on a F' C K. La
comparaison des deux inégalités obtenues donune F'==/}' et, comme
F’ appartient & la famille I il en est de méme de l'ensemble F.

Passons enfin & lensemble O =0, 4 0y+4...+ 0,+...: O appar-
tient & la famille S, comme chacun des ensembles 0,, O,,..., 0,,...
En effet, 0, est I'ensemble limite d’une suite non déeroissante d’en-
sembles C% appartient & H,. Par conséquent. O comprend tous les ',
quels que soient n et ¢, et aussi tout ensemble ¢, donné par la

relation C,==C% 4+ C§ +... +C% Tout ensemble C, appartient & H,

et O, comprenant tout C,, comprend l'ensemble O, qui est dégal
4 la somme C, +C,+... + C,+...: par suite 07 (). Or, Pensemble
0’ comprend C, et C, comprend C! & condition que ¢ soit supé-
rieur & 7. Par conséquent, ' comprend les ensembles Wty (i,
et leur somme qui O,. 0/, comprenant chaque 0),, comprend lour
somme qui est ensemble O: d'odt (¥ 7)), En compurant les ind.
galités obtenues, on trouve (=0’ et, comme V' somme des ensem-

bles G, + Cy + ... + C, + ... appartient & la famille /, il en est de
méme de O, |
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: L’ePsemble ‘O appartenant & la famille S, la fonction @, est
déterminée sur O. Comparons ¢,(0) avec. @,(0,). @4(0,),... Nous

- savons déjh que, si O, et O, sont deux ensembles appartenant & la

famille S, il en est de méme de leur somme et l'on a -

D101+ 0,) < 4(0,) + ,(0y).

‘D’une fagon gémérale si 0y, 0,,..., 0, sont n ensembles (n étant

un nombre fini) appartenant i la famille S, il en est de méme de

leur somme et on a @,(0; + 0y +... + 0)< P (0,) +...+ 0, (0.).

Passons & une infinité d’ensembles. Nous venons de voir qu'on peut

considérer O comme l'ensemble limite de la suite non décroissante

d’ensembles C, de H,: ¢,(0) = limite ¢(C,). Or C, est compris dans
P

Yensemble Oy+4 0;+...4-0, et on a

®(C,) < P01 +... 4+ 0) <P (O1)+- - .+ 9:(0p)-
Si ¢ augmente indéfiniment, @(C,) tend vers ¢,(0) et on arrive
4 Pinégalité
9:(0) < 9:(05) + 9:(03) + - + P1(0g) + .-

Nous avons ainsi déterminé quelques propriétés de la fonction
@, sur la famille d’ensemble A: elle vont nous é&tre utiles pour
une nouvelle extension de la fonction @,, par un procédé analogue
A celui qui a servi & passer de la fonetion ¢ & la fonction ;.

82- Ensembles normaux. Pour prolonger la fonetion @, on es-
saye de généraliser son procédé de formation: considérons un en-
semble E quelconque et supposons que cet ensemble E soit compris
dans un ensemble K appartenant & la famille 4 et comprenne un
ensemble % appartenant & . Si la fonction @' existe et si elle est
déterminée sur E, on a

PR <PE)<S@(E) et ¢k)=gpk) ¢K)=epK)

La double inégalité précédente conduit & considérer la borne supé-
rieure de ¢,(k), quand % est un ensemble de 4 compris dans E,
borne que nous désignons par la notation @(E), et 1a borne infé-

rieure de @,(K), quand K est un ensemble de 4 comprenant E,
borne que lon désigne par la notion @(E). Ajf_f'_:l?_ quand @'iH)
existe, on a la double égalité p(B)=¢'(E) = @(E). Mais que ¢’
existe ou non les quantités @(F) et @(E) sont toujours bien défi-
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nies et comprises entre les mémes bornes, zéro et w, que la fone
tion @, si l'on a fait la convention suivante: quand auneun ensemble

K de A ne comprend E, on pose par définition @(E)==p ot quand
aucun ensemble K de 4 n'est compris dans B, on pose (k) ==0.

SRR

Enfin, on a toujours p(B)<p(X) et ce fait résulte immédiatement de ce

que la fonction @, est non décroissante et de ce que tout ¢,(k) est
inférieur ou égal & tout ¢,(K).
Si T'ensemble E est tel que %(E)mm)’ cette valeur est la

valeur qu'il faudrait attribuer & ¢'(E), si ¢'(f) existait sur T ot
si E faisait partie de T Mais cette valeur commune & g/} ot ()

est bien déterminde en partant uniquement de lu fonction @, et de
la famille H, et cela sans supposer I'existence de la fonetion ¢’. Nous
dirons alors que Uensemble £ est un ensemble normal relativement
@ la fonction @ et & famille H,.

Nous allons étudier la famile 7, composée de tous les ensem-
bles normaux (relativement & la fonction g et & la famille H,). Sur

les ensembles de la famille 4, on a évidemment 202 je=p(B)=0,(E):

. ¢e qui prouve que la famille T, des ensembles normaux comprend

la famille 4 et par la la famille H,. Comme sur A la valeur com-
mune de p(E) et o(E) est @,(K), il 'y a pas dinconvénient & appe-
ler d'une fagon générale sur tout ensemble normal ¢,(%) la valeur

commune de @(E) et g(E). On obtient donc un nouveau prolonge-
ment ¢, de la fonction @, tel que, si la fonetion @' existe, @ ==¢’
sur les ensembles de T,

~ Pour les démonstrations il nous sera plus commode de nous
restreindre au cas ol tous les ensembles de H. sont les sous-ensem-
bles de Yun d’eux, Pensemble fondamental J. Alors il y aura ton-
jours un ensemble de H, qui contient un ensemble £ de A: l'en-
semble J. Nous considérons également que 7T, est la famille des
ensembles normaux appartenant i J,

84. Nouvelle définition des ensembles normaux. Il y & lieu,
en vue de l'étude des propriétés de la famille 7, de donner une
nouvelle définition des ensembles normaux, définition qui sépare les
ensembles de la famille S de ceux de la famille /, Désignons pax
@(E) la borne inférieure de @,(0), o O est un ensemble quelson-
que de S (sous-ensemble de /) comprenant lensenible Iy il y en

& au moins un:'J. On ne peut avoir entre (,b(.l?) ot cp(.?i«') que Ia
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relation (k) Q(iﬁ) L'hypothése @(K) << p(E) est impossible: si,
en effet, @(&)<@(E),il existerait un ensemble F'de I, comprenant E,

et

tel que @(&)<<;(F)< @F). Or F est l'ensemble limite dune suite
non eroissante d’ensembles D, appartenant H,: @,(F)=limite ¢(D,)

ef, par définition méme de p,(¥) comme borne inférieure, il y & un
ensemble D, tel que ¢,(F)<C¢(D,) <?(E). Or, D,, ensemble de H,,
appartient aussi & la famille S, Ainsi il y aurait un ensemble D, de
la famille § qui comprendrait & et tel que p(D,) << @(E). Ce qui
est impossible par définition méme de @(E). Ainsi @(E) = @(E).
On démontre de méme que q_:@ est la borne supérieure de ¢,( %),
ol. I est un ensemble de la famille compris dans E.

8b. Lemme. Considérons des ensembles E,, E,,..., sous-ensembles
de l'ensemble fondamental J. E, + K, +... est aussi un sous-ensemble

de J. Les quantités p(E, ), p(B,),., p(E; + B, + . .) sont bien déterminées

@(E,) est la borne inférieure de @,(0,), o 0, est un ensemble de
S comprenant O,; @(E,) est la borne inférieure de @,(0,), ol O

est un ensemble de S comprenant K.,..., p(&, + E, +...) est la borne
inférieure de @,(0) oi O est un ensemble de S comprenant l'en-
semble £, + Ky +...+ E, + ...

On a done @&, + E;, +... + E, +...)<<¢,(0). D'antre part on
peut déterminer des ensembles O, O,,.... de sorte que, &, &,...
étant des quantités positives quelconques données, on ait:

B P1(01) << @(Ey) + &5y 91(0) < PIE) + &5
Considérons alors I'ensemble O =0, + 0, + ..+ O,+...: il appartient
3 la famille S, comprend l'ensemble By + E, +... et on a

‘P(El’f‘Ez +) P, (0) << (p,(O,) + %(02‘) + ...

d’ou -

QB A+ Ey+.. ) <@(E) + pH) ...+ &+ &+ -

On peut choisir &, &,.., de sorte que leur somme soit infé-
rieure ou égale & une quantité donnée quelconque positive et on
en conclut l'inégalité

e, + By +... )<< @(EY) + ¢(Be) + -

86. Expression analytique des ensembles normaux. Soient E
un sous-ensemble de J et & un nombre positif arbitraire donné, il
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existe deux ensembles, Iun F, appartenant & la famille [ et compris
dans [, lautre O, appartenant & la famille § et compronant F, tels

qu'on ait les inégalités:

R id

s o
o(B) — 5 <o(F) < p(B) Se(B) < 9 (0) < () +

i -

Ioensemble E est égal & somme de Iensemble F' et d'un en-
semble ¢== K — F' compris dans l'ensemble O - F. Or, () - F, F
étant compris dans O, appartient & la famille 4 ot on 4

p(e) < a(0 = F) = gy 0) = ¢l
Des inégalités précédentes, on conclut que
9:(0) — gy (F) S p(l) — gpll) + &

et par suite
9(e) < p(B) — p(H) + &

Si Vensemble £ est normal, @(E) =@(E) ot g(¢)< e Alnsi pour

qu'un ensemble E soit normal (velativement & la fonotion @ et & la
Somille H) il faut que quel que soit & >0, on puisse congidérer B
comme la somme d'un ensemble F' appartenant & la fumille | et d'un

ensemble e. tel que @(e) soit inférieur & e.
Réciproquement cette condition est suffisante. En effet, si ello ost
vérifide, on a, en vertu du lemme précédent, les inégalitdn

o

On conclut de ces iﬁégalitéa, vraies quel que soit & que @(F) == @)

et que lensemble E est normal,

87. Lemme. La famille T, des ensembles normaux (relativement
3 la fonetion @ et & la famille H,) est additive uu sens restreint.
Il suffit de montrer que si K, et F, sont des ensembles normaux,
il en est de méme de B, + K, et de Ky — k. Or, Ky ot f, dtant
des ensembles normaux, quelle que soit la quantité positive donnde &,
on peut écrive My == F\+ e, Ky == Fy ey, aveo @) = & ploy) = &
En ajoutant B, et K,, on obtient B, + Ky == (K + 1) + (6 4 &)
Les ensembles F, et Ky appartenant & la famille [ il en ent do
méme F+ F,. D'autre part, d'aprés le lemme (§ 8b),

o

P(er + &) << (&) + @ley) < 2.
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On voit par 14 qu'on peut écrire E,+ E, = F+e, I'ensemble F ap-
partenant & la famille I et l'ensemble ¢ étant tel que g(e)<C 2¢ 2e
étant une quantité positive quelconque donnée. Ainsi 1'ensemble
E, + E; est un ensemble normal.

Pour l'ensemble E; — E,, nous allons ramener la démonstration
4 la précédente grice aux ensembles complémentaires. Considérons
d’abord la différence d'un ensemble A de la famille H, et d'un
ensemble normal E compris dans 4:4 — E est aussi un en-
semble normal. En effet, £ étant un normal, on peut écrire
f=F+¢ I étant un ensemble de la famille I et e étant un

ensemble tel que ¢(e) soit inférieur & une quantité arbitraire don-
née & On peut aussi trouver un ensemble O, appartenant & la

famille S, comprenant £ et tel que @,(0)<<p(E)+¢, et un ensem-
ble F. appartenant & la famille I, compris dans F et tel que

@(B) — e < @,(F). On obtient done les inégalités p(EF) —& < @(F)<<

<L ¢, (0) < @(E)4e. Dot on déduit ¢,(0)— p(FO) << 2¢e. Llensem-

- memerr—

ble I est compris dans I'ensemble 4; on peut supposer que O est
aussi compris dans 4, en le remplagant au besoin par l'ensemble
O, = 0.4. Cet ensemble O, appartient & la famille S, comme
produit de deux ensembles de S, et il comprend E. Oo a done"
@, (1N << ¢,(0,) << ,(0). Ceci nous permet de prendre le complé-
ment F’ dé l'ensemble O par rapport & l'ensemble A: I'ensemble
F’'=A — O appartient, & la famille I et I'ensemble ¢/ =4 —F
appartient & la famille S. L'ensemble E’'=A4-—FE comprend F' et
est compris dans O'. Or on a

9:(0) —u(F") = [g:(4) — 91 (F")] — [p1(4) — 9o(0)] = 91(O) — s ().

Comme @,(0) — ¢y(¥) < 2 ¢,(0") — ¢y(F") << 2e, Or, posons
E' = F + ¢. L'ensemble F” est un ensemble de la famille I com-
pris dans E’ et 'on a ¢C O — F'. D'olr

Pe) < @u(0'—F') = ¢y(0) — pu(F) < 2
ce qui prouve que l'ensemble E’ est normal.
Passons enfin & B, — E,: les deux ensembles E, et E; appartien-
nent b Yensemble fondamental J et on a J —(EB; —Ey)=(J—E,) + E,
[, étant un ensemble normal ainsi que Ej, il en est de méme de J—E,

et, par suite de (J— E,) + E,. Comme By, — B, =J— (J—(B,—E,)},
I'ensemble E, — E, est un ensemble normal. :
88. Rernarque. Revenons & la somme de deux ensembles nor-

16

Fandamenta Mathematicae V.
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maux E, et K;. Supposons les ensembles B, et K, clm]mntxa' il en
sera a fortiori de méme des ensembles F, et Fy, qui y sdnt com-~
pris et on a alors @,(F) == @,(F,) + @,(F,). Si on fait tendre ¢ vers
zéro @.(F,+ F,) tend vers @,(), ¢,(F,;) vers p(E)) et ¢,(F,) vers

). A la limite. (X, + By) = ¢,(B,) + @:(£y). Lo fonction ¢,
est additive au sen restreint sur la famille additive au sens restreint
dee ensembles normaux.

89. Théoréme. La famille des ensembles normawx est additive
au sens complet, Nous venons de voir (§ 87) que la somme d'un
nombre fini d’ensembles normaux est un eusemble normal. Voyons
ce qui se passe dans le cas d’ume gomme d'une infinité dénombrable
d’ensembles (normaux: B, B,..., F,,... Tous cen ensembles sont
supposés appartenir & 1’ensamble fondamental J. Formons la dif-
férence

B=J—(ly, + Byt oood B ) = () = ) (S By () = K.

Tous les ensembles (J— E,),..., (J/— £,),... sont normaux., Nous
pouvons alors nous donner des nombres positifs £, &y,.. 4y €,y ..., tols
que leur somme & 4 & 4+ ... &, +... soit inféricure & un nomhre
donné positif duelconque & Tout ensemble J— Jy btant un ensems~
ble normal, on peut écrire J — F; == F ¢, lensemble F, apparte-

* nant & la famille I et lensemble ¢ dtant tel que ¢p(e) << &. Nous

aurons alors E=(F-+¢).(Fy+e)...(Fi+4¢)... Posons FaaFy, Fy,.,
F,..., ot E=F+¢ Nous avons démontré plus haut (§ 81) que
lensemble E appartient & la famille 1. D’autre part tout élément
de l'ensemble ¢ apparlient au moins & un des ensembles ¢, &,...:
il résulte de la que e (C e + e+ ...+ ¢+ ... Dok

9(e) < Plos T s tr ) Q) ovet Ple) oo 2 By o b
p(e)< &. Cette inégalité prouve que l'ensemble K, - Ky ... Kyjr ..

. est un ensemble normal.

90. Théoréme. La fonction @, est additive au sens complet gur
la famille T, des ensembles normauz, Nous avons déjh prouvé (§ 88)
Vadditive au sens restreint de la fonction ¢,. Soient M, ki,...
E,,. . une infinité dénombrable d’ensemblos diujointy a;x.pp&wt;anmu.
b ln famille T, et £ leur sorame (qui est wussi un ensemble normal).
Nous sommes arrivés préeédemment (§ 85) b Vindgulitd

P(B) < o) + (By) + ook (L) o+ ...

- Dinégalité o,(£) << oy(B) + @) + ... + ¢y(1) +... démontrée
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sur 4 est done vraie aussi sur 7,. Or nous pouvons poser B—E, +
+E;+ ...+ E,+ R, avec R, = E.., +... L'ensemble R, est un

ensemble normal et, ¢, étant une fonction additive an sens restreint,
on a

P1(B) = 0:(By) + 9u(E) + ... + 9u(E) + ¢u(R.):

Comme la fonction ¢, est positive,

(&) = i (By) + ¢ (By) + ... + @1 (E,).

Cette inégalité, vraie quel que soit », prouve que la série qui débute
au deuxidme membre est convergente et que sa somme est infé-
rieure ou égale & @ (E). Do ¢,(E) = ¢(E) +...+@(E)+... En
comparant & l'inégalité obtenue plus haut, on arrive bien & I'égalité

¢ (F) =@ () + @ (By) + ... + ‘Pl(E,,)+

91. Ainsi étant donnée une fonction monotone ¢, bornée et ad-
ditive au sens complet sur une famille H, additive au sens restreint,
les ensembles normaux, relatifs & la fonetion ¢ et & la famille H,,
nous fournissent une famille d'ensembles 7, additive au sens com-
plet et comprenant la famille A,. Ils nous permettent de déterminer
uue fonction d’ensembles ¢,, additive au sens complet et non né-
gative sur la famille T,, qui coincide avec la fonction donnée ¢
sur les ensembles de la famille H,.: cette famille des ensembles
normaux existe dans tous le cas, car elle contient certainement les
ensembles de la famille H, et de la famille 4 et nous avons tou-
jours une solution an probléme proposé, pourvu que la fonetion @
soit bornée, monotone et additive au sens complet sur les ensembles
de la famille, H,. De plus, ¢'il existe une autre fonction ¢’ égale
a (p' sur H., monotone et additive au sens complet sur une famille
T additive au sens complet et comprenant H,, ¢’ coincide avec ¢
gur tout ensemble commun aux deux familles T et T,. |

92, La solution du probléme obtenue dans le cas ol la fonetion ¢
donnée est monotone permet enfin de résoudre le probléme dans le
cas ot la fonetion donnée n’est plus monotone: on suppose donnée une
famille d’ensembles H, additive au sens restreint et une fonetion
d’ensembles f définie sur H,, bornée et additive au sens complet
et on cherche une fonction additive au sens complet sur une famille

additive au sens complet comprenant H, et prenant sur H, la valeur

de f. Pour cela’ on fait usage de la décomposition canonique de la
16%
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fonetion f sur la famille H.: on a la décomposition /jmm = 1fs, o8
deux fonctions ¢ et y étant chacuue positive ou nulle, bornée et
additive au sens complet sur H . il existe uune autre démﬂrlrwsi»
tion de la fonetion 7 satisfaisant & ces conditions, elle se déduira

~des fonctions @ et 1 en ajoutant & chacune la méme founction non

négative et qui jouit des mémes propriétés. La somme de ¢ et 4
est précisémént la variation totale. o

La connaissance de la fonction ¢ sur la famille [/, détermine
une fonction ¢, définie sur une famille 7, additive au sens complet
comprenant H, et qui coincide avec ¢ sur Iy de méme la con-
nnaissance de la fonction sur la famille H, détermine une fonction
W, définie sur une famille 7, additive au sens gomplet comprenant
H. et cofncidant avee v sur H,. Considérons la famille 7 formde
par les ensembles communs aux familles 7, et Py ==y Ty, 1)
comprend H, et est évidemment additive au sens complet. La fone-
tion =@, —v, est définie sur la famille 7). Elle est additive au

sens complet sur T, comme différence de deux fonctions additives

‘au sens complet et elle coincide avec la fonetion donnée j sur M,

puisque @, et ¥, coincident avec ¢ et o sur M. Ainsi la fonetion
f, et la famille T, forment une solution du probléme cherché et
sur T la solution f; est unique.

93. Variations, Le procédé de construction de la fonetion f
fournit méme davantage que la solution du probléme cherché: nous
allons démontrer que les fonctions ¢, et v, sont lea variations posi-
tives et mégatives de la fonction fy relativement & la fumille Ty. On
a d'abord fj==g,—y, et les fonctions @, et v, sont, par construc-
tion, positives ou nulles et additives au sens complet sur H,. Comme
elles coincident respectivement avec les fonctions ¢ et + sur H,,
la décomposition f,=@,—1, constitue déjh la déeomposition cano-
nique sur H,. Si sur la famille 7| la décomposition canonique eat
f=0, —W,, daprés les propriétés de ¢, et ,, on u @, == D 4+ u
et ¢, = U, 4 u, la fonction w étant non négative bornde et addi-
tive au sens complet sur la famille 7). Il #agit de démonirer yue
la fonetion u est nulle sur la famille 7.

Les fonctions @, et w, coincident respectivemont uves ¢ ot
sur H,, oo a, sur H,, ==&, +u == Ty+4u Or ¢ et ¢ vont précisé.
ment les variations positive et négative de la fonetion /' wur I,: aussi
a-t-on sur H, @, ==@p-+v U ==yp4v, v étant une fonction d'ensemble
positive ou nulle sur H,, Done, sur H, u-v==0, Aucune de ces deux
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quantités n’étant négative, elles sont toutes deux nulles. La fone-
tion » est donc nulle sur les ensembles de H.. Ainsi D, =g et
U=y sur H . En essayant d'étendre les fonctions ¢ et 9 sur T,
on voit qu'elles ont & la fois pour prolongement ¢, et @,, ¥, et T,
sur les ensembles de la famille T,: ce qui prouve que @, et 1,
sont bien égales aux variations positives et négatives &, et T, de
la fonction f; sur la famille 7.

94. Remarque. Revenons & la définition de la famille d’ensem-
bles T,, famille des ensembles normaux relatifs & la fonction f et
b la famille H,. Nous connaissons pour chaque ensemble E, sous-

ensemble de I'ensemble fondamental J, les expressions g(E), p(E),
9(E), p(E) et Ton a 9(F) > p(£), YE) > p(E). Posons 7(B) =
= p(B)— (E) et f(B)=g(E)—9(E). On a encore FE>f(E) ot

F(E)— f(B) = [p(B)— (B + [¢(E) — ¢(E)}

Cette derniére expression montre que tout ensemble £ appar-
tenant & 7 est tel que }(E_) = @ et réciproquement: ¢'est pour-
quoi on peut dire que la famille T, est la famille des ensembles
normaux relatifs & la fonetion f et & la famille H,.

94bs, Remarque. La famille T, des ensembles normaux relatifs
4 f et H, est additive au sens complet et comprend H, elle eom-
prend donc aussi la plus petite famille H, additive an sens complet
et comprenant H,. Un raisonnement direet (§ 7D) nous avait mon-
tré que si.le prolongement de f sur H, existe, il est unique. En
construisant le prolongement f; sur T nous avons donc non seule-
ment prouvé lexistence de f, sur H, quand f est bornée et addi-
tive au sens complet sur H,, mals nous avons été au dela de H,,
puisque comme nous en verrons des exemples T, peut étre plus
étendu que H,.

956. Application de la théorie des ensembles normaux dans
le cas ol la famille initiale additive au sens restreint est aussi
additive au sens complet. Si la fonction f donnée est une fonetion
additive au sens complet définie sur la famille H,, additive au sens
complet elle est nécessairement bornée sur H,, et rien n'empéche
de reprendre la théorie précédente en remplagant H, parH,. Mais des
simplifications se présentent. Nous supposons encore que les ensembles
de la famille H, sont des sous ensembles d'un ensemble fondamen-
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tal J et nous effectuons sur H, la décomposition canonique de la
fonetion f: f==¢ — . Nous nous proposons de prolonger les fonc-
tions @ et 1. Nous avons d’abord & considérer des familles S et I,
formées par les ensembles limites de suites monotones d’ensembles
extraites de H.: ces ensembles limites appartiennent & I, en raison
de son additivité au sens complet. La famille H, comprend donc
chacune des failles S et J. Comme d'autre part chacune des famil-
les S et I comprend la famille H,, les familles S et / sout chacune
identique & H,. Les fonctions ¢, et 4, coincidant respectivement
avec @ et w sur H,, se réduisent aux fonetions ¢ et . Le premier
prolongement des fonctions ¢ et ¢ est inutile et il n'y a plus lieu
de distinguer les ensembles de la famille S, de ceux de la famille [,
pi de ceux de H., |

Les nouvelles définitions de @(E) et (k) sont, par suite, les

B o

‘suivantes: @(E) est la borne inférieure de (), ol G est un en-

semble de H, comprenant £ et p(£) est la borme supérieure de
@(K), ot K est un ensemble de H, compris dans K. On peut en-

-

core transformer ces définitions et considérer g(k) comme la valeur
limite d’une certaine suite @(D,), p(Dy),..., ¢(L,);..., les ensembles
Dy, Dy,..., D,,... appartenant & H, et formant une suite déerois-

sante comprenant K. Nous désignerons par K lensemble limite de
la suite décroissante d'ensembles de H,: Dy, Dy,..., D,,..., I'ensem-

ble & appartient & la famille H, et comprend l'ensemble k. On

méme une suite monotone croissante d’ensembles €y, Cy,..., Cyy...
appartenant & la famille H, et compris tous dans 'ensemble K, telle
que @(K) soit la limite de la suite non décroissante @(Cy), (Cy)y ...

@(C,),... 8i on désigne par K Vensemble limite de la suite ¢}, Chyon
-Cuy-.., £ appartient & H, est compris dans £ et on a

9(E) = limite 9(C,) = p(E).

Fhwap [ ——

Si I'ensemble & est normal par rapport & la fonetion ¢ ot i la
famille H, gp(E)==@(E) et par conséquent (L) == (k). Cette
dernidre inégalité montre qu'alors il y a deux ensombles /et L,
appartenant A H,, qui encadrent I'ensemble K et tels que lour dif-
férence B —E soit un ensemble presque nul relativement A la fone-
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tion ¢@. £ et K sont évidemment liés par la relation E=E4 (E—E)
et on a H=~FE+e; ¢ étant compris dans E—E, on en conclut c;e
I'ensemble ¢ est presque nul relativement & la fonction P. -

On a un résultat analogue pour les ensembles normaux relatifs
a la fonction v et & la famille H,1). En définitive pour qu'un en-
semble E soit mormal relativement & la fonction f et & la famille
H, additive au sens complet il faut que Uensemble E soii lo somme
d'un ensemble de H, et d'un sous-ensemble d'un ensemble de H, pres-
que nul relativement & la fonction f.

Réciproquement, cette condition est suffisante: soit E=R+g, l'en-
semble K appartenant & la famille H, et 'ensemble ¢ étant une
partie d’'un ensemble G de H, presque nul relativement & la fone-
tion #. Il faut montrer que E est un ensemble normal relativement
3 la fonction 7 et & la famille H.. Or on a RC EC R+4G, les
ensembles R et R 4+ @ appartenant & H,. On en déduit les inéga-

lintés @(R) < @p(E)<< @) | p(B+G). Mais ¢(B)= @R +G) et

on a p(R)=p(l)= @(E). Ce qui prouve que l'ensemble E est
normal relativement & la fonction ¢ et & la famille H, et que
@,(E)=q(R). On voit de méme que l'ensemble £ est normal rela-
tivement & la fonetion @ et & la famille H,. L'ensemble £ est donc
bien normal relativement & la fonction f et & la famille H..
Ainsi, étant donnée une fonction f additive au sens complet
définie sur une famille H, additive au sens complet, la famille T,
des ensembles normaux relativement & f et & H, comprend la fa-
mille H. et tous les sous-ensembles d’ensembles de H, presque nuls
relativement & la fonction £. Si on appelle K la famille de ces sous-
ensembles, 7) comprend H, et K. On voit facilement que de l'ad-
ditivité au sens complet de H, résulte Iadditivité au sens complet
de K. La famille T, est la plus petite famille additive au sens
complet comprenant les familles H, et K. Si, en effet, on appelle
provisoirement T, la plus petite famille additive au sens complet
comprenant les familles H, et K, la famille 7, comprend les en- '
sembles sommes d’'un ensemble de H, et d'un ensemble de K. Tout
ensemble normal étant de cette forme, To comprend le famille T;

1 8i pour 1, les ensembles E, E étaient remplacés par E', E'/, on rempla-

cerait £ et B’ par E.E', E et E” par__I_G-}—E”.
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des ensembles normaux. D'autre part la famille 7 est additive au
sens complet et comprend les familles F, et K: elle comprend dunc:, T4,
plus petite famille additive au sens complet comprenant lfaﬂ f'm.rulleﬂ
H, et K. On voit par la que les familles Ty et 7, sont identiques,

En résumé la famille T, des ensembles normair relativement & (n
fonction f et & la famille H, additives au sens complet gobtient ¢n
adjoignant & la famille H, la famille K des gons-ensembles d’mf L
sembles de H, presque nuls velativement & [ et H, el en j'm"vrrmnt let plw
petite famille additive au sens complet comprenant les familles K ¢t 11,

96. Exemple. Comme exemple de famille d'ensermbles normaux
relativement & une fonetion f additive au sens complet ot i une
famille H, additive au sens complet on peut citer ln fumille des
ensembles linéaires mesurables de Lebesgue: la fonetion /° ost I
mesure au sens de Borel et la famille [/, est la fumille des ensen-
bles linéaires bien définis au sens de Borel. Tout ensemble mesu-
rable de Lebesgue est la somme d'un ensemble bien défini et d'un
sous-ensemble d'un ensemble bien défini de mesure nulle, Kt réei
proquement.

On encore: la famille des ensembles menurnbles de [l.ehesgue
gobtient en adjoignant & la famille /7, des ensemblesn hien définis
de Borel, la famille K des sous-ensembles des ensembles bien défis
nis de mesure nulle et en formant la plus petite famille ndditive
au sens complet comprenant H, et K.

97. Remarque sur les familles d’ensembles complétes par

. rapport & une fonction, Soit une fonetion d’ensembles /' additive

au sens complet définie sur une famille d'ensembles 7’ ndditive au
sens complet. Nous dirons que la famille d’ensembles 7' et conpléte
par rapport & la fonction £, si tous les sous-ensembles 'un ensem-
ble de T' presque nul relativement & /' appartient & la famille 7.
Supposons qu'on ait donné ume fonetion f et une famille 7' aom-
pléte par rapport & /et additive au sens complet; nous allons montrer,
que si on essaye de prolonger la famille 1' ot lu fonetion / par lo
procédé des ensembles normaux, on ne trouve pas d'autre famille que

~la famille T' donnée; ceci justifiera Vexpression do funille complite,

98. Revenons, en effet an cas préeddent ob Von donne une fones
tion f additive au sens complet sur une famille /1, wdditive au sens
complet. En prolongeant par le procéds des ensemhlos NOFMUUX, on
obtient uno fonetion f, qui cotneide avee / sur /1, L famille des
ensembles normaux 7 (relativement & 7 ot I1) est uno famille
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compléte relativement & la fonetion f£,. Considérons, en effet, un
ensemble G de T, presque nul relativement & £;: il suffit, de mon-
trer que fout sous-ensemble de G appartient aussi & 7,.G appar-
tenant & I\, on a G=FR +¢, l'ensemble R appartenant & H, et ¢
étant une partie d'un ensemble ¢ de H, presque nul relativement
b la fonmetion f. L'ensemble G étant presque nul relativement & £,
on a fg|dfy|=0. Do f,'df, + [, dr,' =0. L'ensemble ¢ étant
une partie d’un ensemble de H, presque nul relativement & f et 7,
coincidant avec f sur les ensembles de H,, on en déduit que I'en-
semble R et par suite l'ensemble G sont des ensembles presque
nuls relativement 4 la fonetion /. Tout ensemble de la famille 7T}
presque nul relativement & f; est presque nul relativement & f et
il est compris dans un ensemble de H, presque nul relativement
a la fonction f. Toute partie d'un ensemble de T presque nul re-
lativement & f; est upe partie d'un ensemble dé H, presque nul
relativement & f: elle appartient done & la famille T et on voit
par la que la famille 7) est une famille compléte par rapport & la
fonction f;. La famille T, étant compléte relativement & f;, on ne
peut plus la prolonger par le précédé des ensembles normaux.

Exemple. La famille des ensembles linéaires mesurables de
Lebesgué est compléte relativement & la mesure de Lebesgue.

99. Moyens de reconnaitre dans certaines cas si le prolon-
gement d’'une fonction par le procédé des ensembles normaux
est possible. Revenons au cas oli nous nous donnons une fonetion
# sur une famille H, additive an sens restreint. Le prolongement
de la fonction f et de la famille H, par le procédé des ensembles
normaux est possible quand la fonction f est bornée et additive au
sens complet sur la famille H,. Mais comment reconnaitre si la
fonction 7 satisfait & ces conditions? Il est assez facile de voir di-
rectement si la fonetion 7 est bornée sur H,. Pour voir si la fonc-
tion f est additive au sens complet on passe par l'intermédiaire de
la décomposition canonique: E;, Ei,..., B,,... étant une infinité dé-
nombrable d’ensembles de H, disjoints et dont la somme est un en-
semble E de H,, il faut voir si l'on a

(p(E1+El +“‘+En+' * ') : q)(El) + q’(EL’.) +" '+ w(-En) +'-- .

Si la fonction ¢ est additive au sens complet, elle est aussi addi-
tive au sens restreint. D’aprés cette derniére condition, on a
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QB+ By +... B, 4. )>«p(*‘1+ﬂ’,+.. g ) =
= g(B,) + @(&) + .- + @(L).

Qette indgalité, vraie quel que soit # nous montre que que la fone-

tion @ doit &tre telle que la série @(k;) -+ @(hy) + ...+ p(H,) 4 ...
soit convergente et que & somme soit inféricure ou dgale

‘A @(E,+...+B,+..). Finalement, pour que la fonetion ¢ soit addi-

tive au sens complet, il faut et il suffit qu'elle soit additive au sens
restreint et qu'elle satisfasse en outre & la condition:

QB+ oA B ) S (B A+ p(By) -

On peut remplacer cette derniére condition par la condition plus
simple (J) << @(Fy) + @(Fy) -+ ..., oi J ost T'ensemble fondumental
et F,, F,,... sont des ensembles quelconques (disjoints ou non) de
H. dont la somme est précisément J. On voit d’abord facilement
que cette dernitre condition entraine la précédente: en offet l'en-
semble Ey==J—(E, 4 Ey+ ...+ E,+..) appartient & H, et la somine

~ des ensembles E,, &y, K,;,... est précisément J. La dernidre #'écrit

alors @(J) << @By} + @(B) + ...+ @(&,) 4 ... En faisant passer
@(F,) dans le premier membre, on retrouve la condition

QB+t Byt ) QUE) o () o ()

‘Ainsi pour que le prolongement de la fonetion / par les ensemblos

normaux soit possible, il faut que chacune des fonetions ¢ et 4
satisfasse aux deux conditions énoncées,

La condition ¢@(J)<C @(¥)) + @(F}) -+ ... peut encore se simpli-
fier, quand parmi les ensembles de la f‘amllle H, on a pu former
une famille d'ensembles M noins étendue que H, et telle que tout
ensemble de H, soit la somme d’'un nombre fini d’ensembles de M
disjoints. (Nous avons donnée plus haut des exemples de familles
M et en particulier le systdme moléoulaire de la plus petite famille
additive au sens restreint comprenant une famille d'ensembles don-

‘née). I suffit, quand une famille M existe, que ln condition

(J) << @(By) + p(Fy) 4 ...

sont verifide quand F,, Fy,... sont des ensembles de la famille M,

Ceci résulte du fait que, si I, Fy,... sont des ensembles queleon-

~ques de H, disjoints ou non, dont la somme est J, chacun de cos

ensembles est la somme d'un nombre fini d'ensembles disjoints de
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M:Fi= M, .+ ...M,,,{ et par conséquent Z@(F)=—Zep(HM,,). On

a done @(J)<CEZ(MM,,), les ensembles M, , étant des ensembles de
la famille M, dont la somme couvre Iensemble .J.

Note supplémentaire.

Dans le mémoire ci aprés de M. Franeck ,Sur une propriété
des fonctions additives d’ensembles“, on trouve démontré en faisant
usage des mombres transfinis, nne proposition dont le sens est indé-
pendant de la notion de nombres transfinis. T serait done utile de
débarasser la démonstration de cette notion étrangére au but poursuivi.

La méme proposition permet de compléter la décomposition,
donnée dans mon mémoire, d'une fonction f{E) additive au sens
complet sur une famille T d’ensemble additive au sens complet.
Soit en effet g(&) la partie régulitre de f{E) et w(E) sa variation
totale. D’aprés la proposition de M. Franck, on peut décomposer
tout ensemble E de F' en deux ensembles P et N appartenanta T
et sur chacun desquels g est monotone. Soit alors F(4) une fone-
ton égale & 1 si 4 est un élément de Pet & —1 si A est un élément
de N. Si 'on adopte la définition de l'intégrale sur un ensemble
abstrait que j'ai proposée ailleurs?), F'(4) est intégrable par rapport
3 u sur P et sur N ol F est constante, elle est donc intégrable sur
E=—=P+4 N et on a:

| fF(A)du.—_-fF(A)du+fF(A)du=fdu-—-—fdu=u(P)—u(N).

Finalement g(E) se trouve ainsi représentée par l'integrale sur E
d'une certaine fonction hornée F(4) par rapport & une fonetion
additive monotone sans singularités & savoir la propre variation to-
tale u(&) de g(¥). |

On congoit sans que nous puissions développer ici ce point, que
cette forme se préte & la transformation de g en une intégrale
de méme forme ot F serait plus compliquée mais ot u serait rem-
placée par une.fonetion monotone plus simple jouant le rdle de la

mesure, par exemple.

1) Bull. Soc. Math. de F., t. XLII1, 1915, p. 248—265.






