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Sur les ensembles complémentaires aux
ensembles (A4).

Par
Paul Alexandroff (Moscou).

1. Le but de la présente Note est de donner ume définition po-
sitive des ensembles complémentaires aux ensembles (4) et de l'ap-
pliquer ensuite & la démonstration de l'invariance topologique de
ces ensembles!). Nous supposous tous les ensembles dont on aura
Vaffaire agrégés & un espace compact métrique?) (== classe (D) de
M. Fréchet compacte en soi), done, en particulier, & l'espace eu-
clidien borné d’un nombre quelconque de dimensions. Les raisonne-
ments qui vont suivre permettent d'ailleurs une généralisation im-
médiate pour le cas d'un espace euclidien non borné, ou de Dles-
pace & zéro dimensions si heureusement introduit par M. René
Baire. |

Dans ces conditions on peut prendre une quelconque des deux dé
finitions I, II suivantes des ensembles (4), définitions immédiatement
équivalentes: \

Un ensemble de points E est dit ensemble (4) 'l existe pour
lui au moins un systéme déterminant S(Biyy.)y %y %y E9. .. 3, prenant
indépendamment ‘toutes les valeurs entidres et positives, tel que

1° I'ensemble £ est l'ensemble-somme de tous les ensembles

E,.E,.E,,.. E

iyfg * l,‘i'a v ‘1'2{3.-. ‘k LI

1) C'est mon ami, Paul Urysohn qui me souleva l'idée d'appliquer la mé-

thode de M. Bierpideki 4 la démonstration de cette dernjdre proposition: il

appela, notamment, mon attention sur la facilité avec laguelie cotto m&me méthode
resofit la question d’invariance pour les emsembles (4).

% Hausdorff, Grundzilge der Mengenlehre, Kap, V1I, VI,
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20 les ensembles E,l,g,,_,k gont;

(Df. T) des ensembles fermés (Df. II) des ensembles louverts

On consultera pour la théorie des ensembls (4) les Notes de Mich, Souslin
et M, N. Lusin (C. R, t. 164). le Mémoire MM. Lusin et Sierpinski {Bull.
de I'Ac. de Sc. Cracovie, 1918) et les récents travaux des mémes Auteurs, On
remarquera aussi pent étre qu'une premidre démonstration de ce que tont ensem-
ble mesurable (B) est un ensemble (4) se trouve implicitement dans ma Note sur
la puissance des ensembles mesurables (B) (C. R, t, 162), ol fit donné pour la
cas particulier d’ensembles (B) un procédd opératoire trés voisin 2 celui qui & regu
plug tard le nom de procédé (4).

2. Nous aurons besoin dans la suite des notions suivantes:

Rappelons qu'on appelle espace & 2éro dimensions E, (de M. Baire)
Iensemble de toutes les suites d’entiers

== (i1 1g...%...), points de l'espace E,.

Or, les domaines élémentaires de - cet espace (analogmes, p. ex.
aux intervalles rectilignes dans l'espace euclidien & 1 dimension)
sont donnés par des groupes | |

YRR

On entend par la 'ensemble de tous les poins 2=(i,4y-.. fiTsyyer. Tapye-.)
c'est-d-dire de toutes les suites commengant par les nombres entiers
fixes 4,45...4,. Le nombre & est appelé rang du groupe [fdy .- )-
Appelons chatne toute suite de groupes [i,%,...7,) construite selon
une loi déterminée. Telles sont, pour citer seulement les plus im-

portantes: ‘
 (x) les («) chaines dont les groupes |4 4,...4,] convergent vers
un seul point de F,, ce sont donc les chaines de la forme

[ix)y [iria)y [inigigly- .-y Lirdaty.ndidyeoe

() les () chaines dont les groupes [i;i,...17,] recouvrent tout

lespace K. -

On parlera aussi des chaines d'un systtme S(E,,..) d’ensembles,
en désignant ainsi des suites d’ensembles E,,.., dont les cortéges
d'indices (3,7, z.) envisagés comme groupes [i,d,.. %] de 1’espac'e
E, forment une chaine correspondante. Nous considérons, en parii-
culier les («)-et les (y)-chaines du systtme S(Eiq..q)- 3

Fundamenta Mathemnﬁc&e '
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Appelons enfin noyau d’une chaine la partie commmune ') (== le
produit) de tous les ensembles £, . faisant partie de la chaine

considérée; appelons respectivement (x)-noyau ou (y)-royau du systéme
S(E,,..) Vensemble de points formé de tous les noyaux des chaines
correspondantes (() ou (y)) du systeme S(E,, .,

Or on peut évidemment exprimer comme 1] suit la définition
des ensembles A ,

ce sont des ensembles-noyaux (x) de systémes S(£,..,) den-
sembles K., qui sont (I) fermés, (II) ouverts.

Le résultat essentiel de ce travail est le snivant

Théoréme 1. Les ensembles complémentaires aux ensembles (.A)
sont les (y)-noyauz de systémes *S(E.t,n ) composés d’ensembles K.
qui sont fermés (Df, I) qui sont ouverts (Df. II.

C'est-a-dire:

Pour guun ensemble E soit complémentaire & un ensemble (A) 2l

Saut et il suffit quon puisse construire un systéme S(ly,..) fornié
(I) densembles fermés E,, ., | (II) ¥ensembles ouverts £, .. "

et tel que E soit précisément le (y)-noyau du systeme S(B,,...).
Potr obtenir la forme I on doit prendre I'ensemble (4) com-

- plémentaire & K défini sous- la forme II et vice versi.

La condition est nécessaire,
Soit X un ensemble (4), ¥ son complémentaire. Il nous sera
plus facile d’obtenir pour Y un systéme S(G,,...) composé d'ensern-

bles -ouverts. A cet eﬁ'et nous prendrons pour X un systéme S(F, . )

biger 4y,

!} On pourrait définir d'une autre maniére quelcongue ce gu'on veut extendre
sous le mot noyau d'une chaine. Ainsi pourrait-on prendre p. ex. les limites topo-
logiques sapérieure ou inférieure?) de la suite d’ensembles formant la chaine, Omn
aboutit dans cette voie p. ex. & cette définition nouvelle d’ensembles (4) (linéaires, pourr
simplifier): Un ensemble (4) st un tel ensemble ¥ pour laquel on peut former un 8y~
stéme S(riy....), les 7y . ¢ Stant des points d’abscisse rationnelle ot /£ étant 'on-

semble de tous les points = lim Tighypa yy (COITESpONdaNnts aux suites convergﬁmf;ﬁé
. o k->0Q

au sens arithmétique). On peut de plus supposer

1
0 g 7'inv'g...ik+1 - ?"I‘R'wfk < /l'.
Cette définition est équivalente, bien éntendu, & la définition ordinaive,

*) oberer und unterer abges‘chlassener Limes:  Huuwdoxff, op, cit,,
Kap. VII, § 5.
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composé d'ensembles fermés, dont X est le ()

‘ -noyau. On peat évi-
demment supposer que Py DF, . 4y D Posons

G't,i,...-ik =F—F

1yl ‘k,

E étant Pespace total. Gy, Sont des ensembles ouverts. Dési-

guons par U le (y)-noyau du systéme 5(Gs4..s,) Démontrons que

Y="U. |
Soit & (Y un point quelconque de I'

impossible, quil existe un point

(1) & = (9315...4..)
de lespace E, de M. Bair e, tel que

ensemble Y. Sﬂpposons’ par

& [P . i =0
ol la somme est étendue & tous les groupes (en infinité dénombrabie)

o (12457, 48]
vérifiant la coundition

G: x) 2) +
P DT

Il en résulte qu'ancun des groupés [i{40...i®] définis par Péga-
litt (1) n’est un groupe [¥?4?...#"]. Donc

z. G =
. op o=0
quel que soit r; c'est-a-dire que
2C o o

q’uelqlie ‘soit r, done ("X, contrairement 4 notre supposition z(_Y.
Nous avons démontré ainsi que YCU.

Supposons maintenant qu'il existe un point z (C U appartenant
en méme temps & 'ensemble X. Il s'ensuit dé 14 Pexistence d'une suite

Fooy gy Ep o o0

‘) en effet, si cela n'était pas le cas, on prendrgit au liem des Fgg,..i& les

1 R 1 1
J%_"tbzﬁ&‘. dyis.o-F ighgly® * * L iiauaa iy

- Les deux systémes S(cﬁ“’_" ‘k) et S(Fﬁ‘r--"x). ont 6videmmen?: le méme (a)}-noysua;

ﬁ‘.--- ‘k D J“l‘l‘""k i~+1'
. 11*
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telle que

-
= C oy p
» k=l

- Par conséquent

2 G’(o) PO =0

kel

- et le point

Eo ——(z§°)'z§°) (o) )
n'est couvert par ancun des groupes [iV4"...4”], contrairement & ce
que z C U-
Done UC Y et parsuite U==1Y.
Notre condition cet ainsi nécessaire.

La condition est suffissante.
- Soit U le (y)-noyau d’un systéme S(G,..,); soient de plus

F‘t‘r iy "'"_E G‘x‘a %

X le (ac)-n&yau du systéme 8(F,4..4)y Y son complémentaire. En

reprenant le raisonnement que nous venons de faire, nous trouvons

que ¥ est le (y)-noyau exactement du systéme S(G.,..), done Y=U),

et U est complémentaire & un ensemble (4), ¢. q. f. d.
Remarquons encore que I'énoncé ci-dessus reste inaltéré si l'on

. veut préciser davantage la définition des (y)-chaines en demandant

que les groupes correspondants n’aient deux & deux aucun point
commun. On s'en appergoit par un raisonnement tout élémentaire
que nous ne croyons pas utile' de reproduire ici. Voir d'ailleurs
pour les détails une Note que j'ai publié récemment dans le Re-
cueil Math. de Moscou, t. XXXI.

3. Indiquons enfin ceite conséquence fondamentale du théoréme
démontré:

Théoréme Il Un ensemble homéomorphe & un ensemble dont le
complémentaire est (A) rentre encore dans la méme classe densembles
(c’est-h dire qu'il est complémentaire d'un ensemble (4)).

La démonstration se fait par une application directe d'une mé-
thode trés générale employée par M. Sierpidski!) pour démontrer

1) Sur les ensembles mesurables (B). Comptes Rendus, t. 171, p. 24 (Note du
b juillet 1920). :
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un théoréme analogue sur les ensembles-(B). En effet, en vertu du
théoréme [ tout ensemble complémentaire & un ensemble (A4) est

donné par une fonction
I'{Gy, Gs, Gsy1e 05 Gy )

i 'on substitue & G, des ensembles ouverts. convenables et qui ne
donne que des ensembles de cette nature. De plus la fonction I’
est telle que tous pomt qui appartient &

E=I(G, Gy, Gy...., Gyy..)

£

appartient & une infinité des ensembles &,.
Oes sont les seules propriétés utilisés dans la démonstration de
M. Sierpinski; elle s’applique done sans aucude modification qui

“.me soit un simple changement de notations; nous nous dispenserons

de cette reproduction textuelle de la belle analyse de M. Sierpinski

- en renvoyant & sa Note déja citée ).

4. Remarquons, en terminant, que nous sommes maiotenant en
possession de deux méthodes pour la construction d’ensembles dont
les classes vont dans le transfini: I'opération (4) et Topération que
nous venons de définir ici et que nous désignons comme opération (I'):
elle. consiste dans la construction du (y)noyau d'un systéme quel-

.' conque S(E,. . )

. Une premiére apphcatson d’'une queleongue de ces opérations -

" donne déj tous les ensembles mesurables (B); des applications trans-

ﬁmes donnent des classes d’ensembles de plus en plus compliquées *);

or on voit que tfoutes ces classes sonmt .lopologiquement invariantes.

on s'en appergmt toujours par la méme méthode." On voit enfin que
les ensembles ainsi obtenus sont préclsément ceux qu'on obtient en -

_combinant d'une fagon transfinie 10péra.t10n (A) avec l’opératlon de

soustraction 3)

1) On trouvera plas de détails de l‘apphcatmn de- ladite méthode an problame
qui nous intéresse ici dans mon travail ,Sur Pinvarionce topolog:gus des ensembdles
etcY, Recueil Math, de Moscon, t. X XXI (en frangais).

) aucune de ces classes n est d'aillenrs vide, comme il est démontré par

M, Kolmogaroff
% c'est M. Lusin qm a proposé dans ses Cours de l’Umveralté de Moscou,

- le probléme d’étadier les ensembles obtenus par la com'bmmson de ces deux der-

niéres opéranons

- Eté 1922 (Gorki, prés de Moscou).






