Invariante Metriken in homogenen Riumen *
yon

A. Goetz (Wroclaw)

1. Wir betrachten einen topologischen Raum ZM, in dem eine topo-
logische Gruppe & von homéomorphen Transformationen transitiv wirkt.
Die Topologie in & ist derart, daB

1° die Funktion gp(z)=2P (z ¢ @, P ¢ M) stetig in den beiden Ver-
dnderlichen # und 2 ist und

2° bei fixiertem P, gp eine offene Abbildung der Gruppe @ auf M ist.

Die Untergruppe, fir welche der Punkt P invariant bleibt, bezeich-
nen wir mit Hp.

Eine Umgebung () U von P e SM heilt kugelfér'rmfg n bezug ouf G,
wenn hYU=Y fiir jedes he Hp gilt.

Eine kugelférmige Umgebung 2 von P ¢ S heiBt symmetrisch, wenn
@™*P e U ans xP ¢ Y folgt.

Aus der Definition der Abbildung g, folgt, daB ¢5'(Q) (@ ¢ M) die
linke Nebengruppe zHp eines beliebigen Elementes x ist, fiir welches
#P=6, und deswegen besteht fiir jedes UCIM die Menge gz (%) aus
vollen linken Nebengruppen, dh.

(1) or (U) = (U)H .

Die Kugelformigkeit der Umgebung 2 ist mit der Bedingung
(2) Hyp (U) = p7"(U)
und die Symmetrie mit der Bedingung

(3) [P (U =op (U)

dquivalent.

Hivrssarz 1. (bt es ein vollstindiges System X von kugelformigen
Umgebungen des Punktes P ¢ M, so gibl es auch ein vollstindiges System X'
von kugelférmigen symmeirischen Umgebungen von P.

* Die Folgenden Resultate wurden in Bull. Pol. Acad. Sei., Cl III, 5 (1957),
8. 139-140 ohne Beweis verdffentlicht.

(*) Wir betrachten immer nur offene Umgebungeu.
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Beweis. Die Mengen
U =plge (U) ~ o7 (U,
wo 9 e Z, bilden ein vollstindiges System, weil die U’ nach 1° offen

sind und ' C2U Weiter haben wir g7 (U')=gz"(U) ~lpr (U] Offen-
siehtlich ist [pr (W) =@ (U') uwnd nach (2) und (3) isb

Hor (W) =Hop(U) ~ Hlgr (U =g5 (U) ~ [e (W =g (U

was die Kugelformigkeit von U’ bedeutet.

HILFSSATZ 2. @bt os ein vollstindiges System X von kugelﬂ_ﬂ'miyen
Umgebungen von P e M, so yibt es fiir jede Umgebung U von P eine der-
artige kugelformige U e 2, daf :

o (W) (U ) Cor (U) -

Beweis. Da pr () eine offene Umgebung des Einheitselementes e
der Gruppe G ist, gibt es eine solche Einbeitselementsumgebung WCE, dab

(4) WWCq);l(‘I[) .

Nach 2° ist pp(W) eine offens Menge in M, die P enthiit, und deswegen
gibt es in X eine Umgebung U Cpp(W). Bs gilt dann

() o (UCWH .
Nun haben wir nach (5) und (4)
o U e (W) CWHpr (U =Wei (UNCWWH Cor (WH=px(U)

da U kugelférmig ist und H(p;l(?['):q);l(?[).

Der Hilfgsatz ist damit bewiesen.

2. Bine Metrik d(P,Q) in. M heiBit dvariant in bezuy auwf @, wenn
fiir jedes x e G
R 4(aP,0Q) = d(P,Q)
gilt. o

Sanz 1. Eine in bezug auf G invariante Metrik in M,
gebenen Topologie iibereinstimmt, existiert dann und nur dann,
beiden Bedingungen erfillt sind: .
(K)  Es gibt ein wvollstandiges System von kugelformigen Umgebungen eines

Punktes Py e M;
it 4 ers bzihlbarkeitsawion.

(A) Bs gilt in M das erste A : ' ’

Beweis. Gibt es eine invariante Metrl!&, 50 bilden die 1/Z-K1;§;1z1
um P, ein vollsténdiges System, das dig Bedingungen (K) und (A) erfiillt.
Damit ist die Notwendigkeit der Bedingungen bewiesen.

die mit der ge-
wenn die
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Setzen wir jetzt (K) und (A) voraus. Nach den Hi]fsss’a}tzgn 1, 2 und
nach (A) gibt es eine Folge {2} von P,-Umgebungen, die ein vollstén-
diges System bildet und die Eigenschaften

(6) o Un)=[era (Ua)] ™
(7) P70 (Unsa) Prgs Uni2) Coiy (U)
tiir jedes n hat. .

Wir fithren weiter die Bezeichnung
Vo= p (Un)
ein. Die Formeln (6), (7) konnen in der Form
(6) V.=V.",
(1) VisaVusa CV,

geschrieben werden.
Fiir jede dyadischrationale Zahl

a Qy
7‘=%+§‘§+...+? (a,-:O,l)

aus dem Infervall (0,1) definierten wir eine offene Untermenge von &
" (8) V() =Vive.. Ve,

wo unter Vi=(e) zu verstehen ist.

Da alle V; die Rigenschaften (1) und (2) haben, haben auch die ¥V (r)
dieselben, dh.
(9) : HY (n=V({r), V@EH=V({).

Die V(r) bilder. eine monotone Familie von Mengen und man kann
in @ die Funktion
inf » fir 2eUv),
}e (.’D): xevV() r

1 fiir  iibrige x
einfithren (2).
Die Funktion f hat die folgenden Eigenschaften:
(10) fley=0, O0<fl@)<1;

(11) aus f(a)<r folgt w eV (7), und aus s~y «V, folgt |f(z) —f(y)| <1/2";
(12) f(«) ist konstant auf den linken und auf den rechten Nebengruppen
WHP“ und Hpom.
Das letztere folgt aus (9).
(%) Den Beweis der Monotonie von ¥ (r) und der erwiihnten Eigenschaften von f(z)

kaun man in Pontrjagin 4], S. 114-116. finden. Die Rolle der dortigen U, spielen un-
sere V,,, und die der W, spielen dank (3) unsere V (r).

Invariante Metriken in homogenen Raumen 81
Jetzt definieren wir eine linksinvariante Pseudometrik in G-
e(z,y) =sup |f () — 1 (29)] -

Aus der Definition folgen sofort die Eigenschaften

(13) o(®,2) =0,

(14) (@, y) = o(y,2),
(15) o(@,9) + o(y,2) >0 (@,2),
(16) o(zx,2y) = o(w,y) .

Aus (11) und (12) folgt weiter

(17)  aus o(wx,y) <1/2" folgt #—Yy ¢V und aus oYy eV, folgt o(z,y)<1/2™ Y

(18)  p{x,y) ist konstant auf den linken Nebengruppen, dh. o(hy, yhy)
=g(x,y) fir h,h, e Hp,.

Den Abstand d(P,Q) in M von P=aP, und Q=yP, tihren wir

mittels der Formel
d(P,Q)=o(z,y)

ein.

Aus (18) folgt, daB diese Definition von der Wahl der Transforma-
tionen x und y, die P, in P (bzw. in Q) iberfithren, unabhingig ist. Nach
(13)-(17) ist d(P,{)) eine invariante Pseudometrik und

(19) {P: d(P,,P)<1/2"}CU,C{P: d(P,,P)<1/2"Y}.

Aus (19) und aus der Invarianz von d folgt, daB d eine invariante Metrik
ist, die mit der Topologie in M iibereinstimmyt.

Aus dem Satz 1 folgt unmittelbar der Satz von Kakutani [3] tiber
die Existenz einer invarianten Metrik in einer topologischen Gruppe mit
dem ersten Abzdhlbarkeitsaxiom. In diesem Fall ist M=@, @ wird als
Gruppe der linken Translationen betrachtet und da die nichtidentischen
Transformationen fixpunktfrei sind, ist jede Umgebung kugelformig
und (X) immer erfiillt.

Aus diesem Satze folgt auch der Satz, den ich in [2] bewiesen habe.

Beispier. Es sei ¢ die Groppe der Transformationen

z—azx+b, ax>0,

der Geraden RE. Die Untergruppe H, ist die Gruppe der Transforma-
tionen @—ax und fiiv jede Umgebung U von 0 ist H,U=G. Hs gibt
keine kugelférmige Umgebungen von 0 auBer & Dasselbe gilt fiir jeden
anderen Punkt der Geraden,und es gibt keine invariante Metrik.

Fundamenta Mathematicae, T. XLV, 6
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8. Libt man nun die Bedingung (A) fallen, so kann man einen dhn-
lichen Satz fiber invariante uniforme Strukturen beweisen.

Rine uniforme Struktur (siehe A. Weil [7])in M ist dadurch bestimmt,
daB man die Umgebungen aller Punkte mib Indizes 7 e T so numeriert
(UA(P) bedeutet die Umgebung von P mit Index 7), daB
(U.1) alle UfP) (zeT) ein vollstandiges System von P-Umgebungen

bilden, '
(U.2) fiir jedes Paar g,0¢ T es ein 7T gibt, so daB fir jedes P e M
U(P) CULP) ~nULP). ‘
(U.3) fiir jedes oe T es ein solches T e T gibt, dab aus @ ¢ U(P), R e ULP)
folgt R e UAQ).

Pine uniforme Struktur im ¥ heiBit invariant in bezug auf G, wenn
fir jede e @, PeiM, 7T
(20) U (xP) =2z UL P) .

SATZ 2. Die Bedingung (K) ist notwendig und hinreichend dafiir, dof
in M eine in bezug auf G iwvariante Strultur existiert.

Beweis. Die Notwendigkeit ist offenbar, da nach (20) aus hPy=Py,
RULPy) = U(1Py) = U Py) folgh.

Rxigtiert ein vollstindiges System von kugelformigen Umgebungen
von P, (nach Hilfssatz 2 kann man auch die Symmetrie voraussebzen),
50 numerieren wir diese mit irgendwelchen Indizes ve T und bezeichnen
sie mit U, (P,). Fiir ein beliebiges P=wP, setzen wir
(21) UAP) =2 U{P0) -

Diese Definition hingt von der Wahl von & nicht ab, weil U (P,) kugel-
formig ist. Wirklich, ist aPy=yP,, 50 ist y =ah (h e Hp,) und yULPy)
= gh U Po)=2UPo)- )

Wir werden heweisen, daB U(P) in M eine invariante uniforme
Stroktur bestimmt. Die Bedingungen (U.1) und (U.2) und die Inva-
rianz (20) sind evident, und es geniigh (U.3) nur fiir P=P, zu zeigen.

Es sei o e T gegeben. Nach dem Hilfssatz 2 kann man ein 7 e T fin-
den, fiir welches gilt:

Fre (U Po) g (Uel Po)) C g (UolPo) -
Ist jetzt §=wPy, R=yP, und @,Re U Py), 50 haben wiv
&e 95’1701(?[1(-?0)) ’ Y 5‘?71—’:)1(‘2'[1(1)0))
und da die Umgebungen nach Voraussetzung symmetriseh sind, ist
folglich

&7y e prg (U Po)) 5
Ww. Z. b. W.

-

w_lf’/Po e U Py)y  YPoexUfPy), R e ULQ)
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Bei dieser uniformen Struktur sind die Transformationen aus @
gleichgradig stetig. Umgekehrt: sind die Transformationen aus G bei
einer uniformen Struktur gleichgradig stetig, so gibt es in i ein fAqui-
valente Struktur, die invariant ist. Deswegen kann Satz 2 auch folgender-
mafen ausgesprochen werden:

' DieA Bedingung (K) ist notwendig und hinreichend dafiir, daf in M
eine uniforme Struktur ewistiert, bei welcher die Tramsformationen aus G
gleichgradig stetig sind.

Man bemerke, dab die Bedingung 2° wesentlich ist. Ohne dieser
Voraussetzung kann Satz 2 unrichtig sein, wie mann es an den Beispie-
len aus [5] sieht.

Setzt man Satz 2 mit einem Satz von Segal [6] zusammen, so be-
kommt man das ’

”KOROLL.A_R. Ist M lokalkompakt, so ist die Bedingung (K) hinveichend
dafiir, daf in EM ein invariantes, regulires MafB existiert.

Gilt in ¢M auch das zweite Abzihlbarkeitsaxiom, so kann man hier
den Beweis von Banach [1] anwenden.
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