Uber dimensionale Verschiebung
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Sind A, B, mefrisehe Riume, ¢ eine positive Zahl, p eine stetige
Abbildung von A in B und hat fir jeden Punkt p aus B die Menge ¢—(p)
einen Durchmesser < e, s0 nennt man ¢ eine - Abbildung. Ein bekannter
Satz, dem fiir kombinatorische Untersuchungen iiber Dimensionstheorie
gewisse Bedeutung zukommt, besagt: ist 4 kompakt und bedeutet m >0
eine ganze Zahl, so gilt dim4 <m dann und nur dann, wenn zu jeder
positiven Zahl ¢ ein Polyeder A’ mit dimA4’ < m und eine ¢- Abbildung
y von A in 4’ exigtiert.

Seien hierauf P, ¢ zusammenhingende geschlossene Buklidische
Mannigfaltigkeiten, o ein fester Punkt aus @ und F eine Homotopie-

klasse stetiger Abbildungen von P in @, ferner f eine Abbildung aus F,

und ¢ die Menge f '(a). Dann ist ¢ kompakt. Bs bezeichne #» die Di-
mension von C. Bei der Untersuchung der dimensionalen Struktur der
Menge C erhebt sich sofort die Frage, welche Eigenschaften von ¢ mit
Eigenschaften der Klasse ' in Zusammenhang stehen. Dabei zeigt sich:

Zu jeder positiven Zahl & existieren eine Abbildung ' in F und eine
- Abbildung y von C in die Menge ¢’ = (f') "(a) derart, dap O’ ein Poly-
eder einer Dimension <n ist. -

Im folgenden wird das vorstehende Theorem fiir einen Sonderfall
bewiesen: Zundchst wird € als nulldimensional vorausgesetzt. Dieser
Fall ist zwar nicht mehr elementar, aber unter den Fillen dim¢ >0
der einfachste. Uberdies wird dimP = (dim@)4-1 vorausgesetzt. Fir
dimP < dim@ ist das obige Theorem leicht einzusehen. Die Fille mit
dim P—dim@ > 1 sind wesentlich schiwieriger zu behandeln als der Fall
der Dimensionsdifferenz 1. Schlieflich wird angenommen, daB ¢ eine
Sphire. Diese letztere Voraussetzung dient lediglich dem Zwecke, das
folgende Beweisverfaliren, das mit einigen Brginzungen unter Aufrecht-
erhaltung der Bedingungen dim( = 0 und dimP-dim@ = 1 auch fiir
beliebiges @ gilb, abzukiirzen. Das obige Theorem ergibt dann fiir den
in Rede stebenden Sonderfall: wenn ¢ eine stetige Abbildung von P in @
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und dimg—*a)= 0, so exigtiert eine zu g homotope Abbildung ¢’ von P
in Q derart, daB (¢') (a) aus endlich vielen Punkten besteht; und es ist
méglich, die Menge g—'(a) durch eine ¢-Verschiebung in die Menge
(¢") (@) zu iiberfiihren.

1. Verschiebung nulldimensionaler L#sungen in kleine
Sphiiren. Fiir zwei Punkte p,, p, aus dem gleichen Fuklidischen Raum
bedeute d(p,, p,) den Abstand dieser Punkte. Simplexe sind offen und
gradlinig. Wenn §8,, S,, ... endlich viele solcher Simplexe, so heie X §;
ein Euklidisches Polyeder. Sind p ein Punkt aus einem Euklidischen
Raum und #z eine positive Zahl, so nennen wir die Menge aller Punkte

‘dieses Raumes, die von p den Abstand z haben, eine Euklidische Sphire.

Wenn A ein Simplex und i eine eineindentige simpliziale Abbildung
von A in einen Euklidischen Raum, so heiBle t(4) Zelle und ¢(4—A4)
simpliziale Sphire.

Bis zum Schlull dieser Arbeit seien @ eine geschlossene Euklidische
Mannigfaltigkeit (das heillt ein Euklidisches Polyeder, das zm einer kom-
pakten topologischen Mannigfaltigkeit homéomorph ist) in dem Bukli-
dischen Raum R, § eine Buklidische Sphire in R, a ein fester Punkt
aus 8, weiter

dim@ = (dim8)+1 = 4

und F eine Homotopieklasse stetiger Abbildungen von ¢ in §. Fiir jede
Abbildung f aus F bedeute A(f) die Menge 7 *(a). Da § zusammenhin-
gend, sind die folgenden Sitze von der speziellen Wahl des Punktes a
unabhingig. Sind B eine simpliziale 1-Sphére, C eine simpliziale Zerle-
gung von B und {g*} eine Homotopie eineindeutiger simplizialer Abbil-
dungen von ¢ in R, ferner B'= ¢'(B), 50 heilt es im folgenden auch,
die BT geien von z stetig abhingende simpliziale 1-Sphéren.

TarorEM 1. !Seien f eine Abbildung aus F mit dimA(f)=0 und
a, B, v positive Zahlen. Dann gibt es in T eine Abbildung f', diber die gilt:
es ist d(f, ') < a; die Menge A(f') besteht aus endlich vielen paarweis zu-
einander fremden simplizialen 1-8phdren, jede der letzteren Sphéren hat
einen Durchmesser < f; zu jedem Punkt p aus A(f) gibt es einen Punkt p’
in A(Fy mit d(p,p’) < 7.

Beweig. Die Menge A (f) ist kompakt. Wegen dim.4(f) = 0 gibt es
daher endlich viele Punkte a, ..., ay in A(f) und zu jedem 4, eine in A (f)
offene Menge Uj; mit

g ¢ Un, (Ta—Uw)A(f)=0, A()H=1XTs

und der Bigenschaft, daB jedes Uy einen Durchmesser <min(8, y) hat.
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Da Uu—U, und A(f) kompakte Mengen, ist der Abstand
A(Un—TUn, A(f)) positiv. Somit existiert eine in @ offene Menge U;,
deren Durchmesser <min(f,y) und die

UpCU; (U—UnA(f)=10

erfiillt. Wir setzen noch V, = U, und Vi= Ui—(Ty+ ...+ Ts) fir > 1.

Die Mengen Vi, ..., Vi, sind paarweis zueinander fremd. Zum Beweis,
daB A(f)C 3V, seien ¢ ein Punkt aus A (f) und j eine Zahl, so daB g€ U;
und, wenn §j > 1, weiter ¢ ¢ U;+...+ Uj—,. Wenn j=1, so ist U;=V;,
daher geV;. Hierauf sei j>1. Dann ist ge Uy—(Us+ .o + Usa):
Der Erklirung der U; zufolge ist g ¢ Us~—U; fir alle ¢, daher ¢ in
U;—~(Uy+ ...+ Uj—1) = V; gelegen. .

Somit geniigh es, statt des obigen Satzes zu zeigen:

THEOREM 2. Seien V eine in Q offene Menge, T eine simpliziale Sphire
mit AimS = &im 7T, b ein Punkt aus T, a eine positive Zahl, f eine stetige
Abbildung von 7 in T wnd b e f(V) sowie b ¢ f(V—V). Dann kann man f
unter Festhaliung auf V—V in eine Abbildung ' von ¥ in T deformieren,
so daf A(f, 1) < a und (f)7b) aus endlich vielen paarweis zueinander
fremden 1-Sphdren besteht.

Beweis. Da V—V kompakt und b ¢ f(V—V), existieren eine positive
Zakl § und eine in @ offene Menge W mit WCV und (b, {T—W)) > 8.
Offenbar ist die Zahl &(V—V, W) positiv.

Man kann annehmen, daB T die Begrenzung einer konvexen offe-
nen Menge. Sei ¢ ein Punkt auns der letzteren Menge. Dann existiert eine
positive Zahl y, so daB (L—z)p+p’ ¢ fir alle (p, p’, 7), wobei p, p’
Punkte aus T mit d(p,p) <y mnd 0 <z <1 In allen (p,p’, ) der
vorgenannten Art sei- x(p, p’, r) die Projektion von (1—<)p +vp’ auf T
aus ¢. BEs bezeichne § eine Zahl mit 0 < é <y, so dab

d(w(p, 7', 0),2(p,p, T)) < min (a, f)

fiir alle (p, 7', 7) mit d(p, '} < 6.

Alsdann gibt es eine simpliziale Zerlegung K von @, eine simpliziale
Zerlegung L von T und eine simpliziale Abbildung ¢ von K in L mit
beg(V) und d(f, g|V) < 4. Mann kann annehmen, es existiere in L ein
Simplex L;, s0 daB b eI, und dimZ = dimZ,. Dann besteht g—1(b) aus
endlich vielen paarweis zmeinander fremden 1-Sphiren. )

Wir setzen nun A(p) = d(p, V—V)/(d(p, V~V)+d(p, W)) und weiter
f(p)=a(f(p), 9(p), 2(p)) fiir p V. Fir p e V—W ist dann a(d, f(p)) > B
und d(f(p), f'(p)) < B, also b+ f'(p). Wegen b ¢ g(W—W) liegt jede Kom-
ponente der Menge g—'(b) in W oder in @—W. Aus f|W = g|W folgt
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daher, daB (f)7'(b) aus endlich vielen paarweis zueinander fremden
1-Sphéren besteht.

2, Uber Verschiebung in der Dimension Null. Seien U eine
in Q offene Menge und B%, 0 <7 <1, von 7 stetig abhingende simpli-
ziale 1-Sphéren aus U, ferner f eine stetige Abbildung von U in 8. Es

gei B%=f"Y(a), also A(f)= B° Dann gibt es, wie man leicht bestitigt,

eine Homotopie {f} von U in 8, so daB o
A(f)=F FO)=T
ferner fo= f mnd ffiU—U = f|U—-TU fir alle 7.

THEOREM 3. Seien f eine stetige Abbildung von Q in § und y eine
positive Zakl. Dann existieren positive Zahlen o und § mit der Eigenschaft:
sind | eine stetige Abbildung von Q in 8, weiter d(f, f') < a, besteht die
Menge A(f') aus endlich vielen paarweis zueinander fremden simplizialen
1-8phiren und hat jede der letzteren Sphiren einen Durchmesser <f, so
gibt es eine 2u f homotope Abbildung 7 von @ in 8 derart, daff A(f") endlich
und iberdies zu jedem Punkte p ous A(f') ein Punkt p* in A(f") mit
d(p, p’) <y emistiert. ’

Beweis. Bezeichne § den Durchmesser von § und e eine positive
Zahl, so daB fiir jede in @ gelegene Menge B, die einen Durchmesser <e
hat, der Durchmesser von f(B) kleiner als 6/2 ist.

Sei a= §/4. Weiter gibt es eine pogitive Zahl g, so daB zu jeder
Menge @, aus ¢, deren Durchmesser < ist, eine in Q offene Zelle UD @,
existiert mit einem Durchmesser < min(y, ¢).

Hierauf seien By, ..., B, Dpaarweis zueinander fremde simpliziale
1-Sphiren aus ¢, der Durchmesser eines jeden B; Kkleiner als §, weiter
f eine stetige Abbildung von @ in 8§, gchlieBlich d(f, ') <o und
A7) = Y B :

Nach der Erkliirung von § existieren in @ offene Mengen Uy, ...; Um,
die die Figenschaften haben: fiir alle 4 ist B;C U; und U; eine Zelle,
der Durchmesser eines jeden U; ist <min(y, ¢). Wir wollen zeigen, daB

da, f(p)) <6 fix peXTi.

Zum Beweis seien § eine der Zahlen 1, 2,...,m und ¢ ein Punkt aus U;.
Es gibt in U; einen Punkt r mit f{r) = a. Da U; einen Durchmesger <Ce
hat, ist der Durchmesger von F(T;) Xleiner als 6/2. Alsq

@), fr)) < 8/2 .
Nun ist d(f, /) < a= /4 und d(a, () = a(fHr), f(g)) nicht groBer als
dlfr), F) +a(f ), (@) +a(f @), ),

und fiir alle 7,
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folglich d(a, f(q)) < 6, wie behauptet. Daher ist b ¢ {20, wenn b den
zu ¢ antipodizch gelegenen Punkt aus § bedeutet.

Wegen dim@ >4 existieren paarweis zueinander fremde Simplexe
Vi s Vi in @ und von v stetig abhingende simpliziale 1-Sphiren

B, O0<t<1, i=1,2..,m,

aus @, iber die gilt: fiir alle (4, 7) ist B; C U;, fir alle 4 ist
dimV;— dimQ wnd B.CV;C Ui,

fiir alle v sind die Mengen Bj, ..., B}, paarweis zueinander fremd.

Wie aus einer obigen Bemerkung leicht folgt, gibt es somib eine

zu f' homotope Abbildung f2 von ¢ in § mib

A(f) = D B U = f1(T5)
Fiir 4 =1, 2, ..., m bedeute b; einen Punkt aus B;. Dann geniigt es zom
Beweis von Theorem 3 zu zeigen: es existiert eine zu f homotope Ab-
bildung f* von @ in 8, so daB A(f%) aus den Punkten b; besteht. Denn
fiir alle 4 ist der Durchmesser von U; kleiner als ¢, und es liegt B;+-b;
in ¥;. Die Existienz von f3 wiedernm ergibt sich aus folgender einfachen
Aussage. :

Seien V, W Simplexe positiver Dimengion, ¢ ein Punkt aus V, ¢ ein
Punkt aus W, g eine stetige Abbildung von V in W und ¢¢ g(V—V).
Dann existiert eine stetige Abbildung ¢* von ¥ in W mit ¢'|V—V = ¢|7—V
und g—Y(e) = ¢. Zum Beweis sel x(p) fiir p e V—o die Projektion von p
auf F-V wund p = (l—7)e+rx(p), alsdann ¢'(p)= (1—7)e+zgz(p),
schlieSlich g¢'(¢) = e.

Aus Theorem 2 und Theorem 3 folgt unmittelbar:

und fir alle 4.

THEOREM 4. Sind f eine Abbildung aus F mit AimAd(f) =0 und ¢ *

eine positive Zahl, so gibt es in F eine Abbildung f' derart, daf} die Menge
A(f) %0 endlich ist und zu jedem Punkte p aus A(f) ein Punkt p' in A(f)
mit d(p,p’) < & existiert.

Somit existiert eine stetige Abbildung ¢ von A(f) in A () mit der
Bigenschatt, dal d(p, p(p)) < &/2 fiir alle Punkte p aus A(f). Fiir jeden

Punkt p ans A(f') besitzt daher g=1(p) einen Durchmesser < ¢. Algo ist ¢
eine ¢-Verschiebung von A(f) in A (f).

3. Eine Modifizierung des Verschiebungssatzes. Sind T eine
Sphire, ¢ wnd 7' gleichdimensional, b ein Punkt aus 7, @ eine Klasse
homotoper Abbildungen von @ in 7 und @, die Menge jener Abbildun-
gen g aus @, fiir welche g—1(b) endlich, so ist G, in @ dicht, also G = G,.
Sei F, die Menge derjenigen Abbildungen f aus ¥, fiir die 4 (f) endlich.
Dann ist im allgemeinen == F,. Wir wollen zeigen:
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THEOREM 5. Liegt in F eine Abbildung { mit dim A(f) = 0, so liegt
in F eine Abbildung f derart, dap A(f') aus genau einem Punki bestehi.
Beweis. Nach den Ergebnissen des letzten Abschnittes gentigh es
su zeigen: sind f° eine Abbildung aus ¥ und die Menge A4 (f°) # 0 endlich,
50 existiert eine Abbildung /2 in F derart, dal A(f!) aus genau einem
Punkte besteht.

Zum Nachweis der letzteren Aussage seien ay, ..., @y, m >1, die
Punkte der Menge A(f°) und ¢y, ..., Cu—1 paarweis zueinander fremde
ecindimengionale Zellen in @, so daf fir alle ¢ die beiden Punkte a;55a;31
die Bckpunkte von ¢; darstellen. Otfenbar ist (3 i~ a)—ay, eine in @
gelegene eindimensionale Zelle C. . B

Wie man sofort bestéitigh, kann man annehmen, daf f%C)+#S.
Es bedeute » einen Punkt aus §—f°(C). Fir jeden Punkt p ans S—b
und jede Zahl 0 < v <1 bezeichne z(p, 7) die Projektion des Punnktes
(1—7)p-+7a auf 8 aus b.

Seien Uy, ..., Un_y in @ offene paarweis zueinander fremde Mengen,
so daB fiir alle ¢ die Beziehungen

gelten. Bezeichnet j eine der Zahlen 1, 2,..,m—1, so sei A(p) fir alle
Punkte p der Menge (T;—a;) —a;41 die Zahl d(p, U;—T)/(d(p, U—U)+
+d(p, C;)). Eine eindeutige Abbildung g; von U; in 8 wird erklart,
wenn man g;(a;) = g;(@;+1) = o und]
gi(p) = o(F%(p), @, A(p))

in den Punkten p e (T;—a;)—aj4: setzt. Wegen f%a;) = &) = @ it
die Abbildung g; stetig. Es ist g;(p) = f%p) fir pe U;— U;. Vermdge
2(f%(p), &, 7), A{p) > >0, kann man g, unter Festhaltung auf U;—Uj
in 7°|T; deformieren. SchlieBlich ist gy(p) = a fir p e 03 und g;(p)Fa
fir Ppe U:;——O,'.

Setzt man daher g(p)= fo(p) fir p eQ—3U; und g(p) = g:p) fir
alle (p, i) mit p e U; und i =1, 2, ..., m, so stellt g eine zu 7 hom(?tope
Abbildung von §) in S dar, und es ist A(g)= O. Mit Hilfe von g 148t sich f*
leicht erkldren. )

s seien T eine in @ offene Menge, V zu der abgeschlossenen Hiille
eines Simplexes homdoomorph, CCV und b _e'g(V)i ferner ¢ ein Punkt
aus V. Dann gibt es eine stetige Abbildung w von V—¢ auf V—V_dera,rt:,,
daB w(p) = p fir p e V—V. Seien nun u(p)=4&(», 7w, -7+
+d(p,e)) in allen Punkten p aus ¥, weiter

X(p) =Em(gw(p), &,y l"(p))

10
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tir peV—e, fi(e)=a und f(p)=g(p) fir peQ—V. Dann hat f* die
verlangten Eigenschaften, womit Theorem 5 bewiesen ist.

4. Uber verwandte Fragen. Der eingangs erwibnte Satz iiber
Verschiebung »-dimensionaler kompakter metrischer Réume in Polyeder
einer Dimension <7 ist neuerdings [2] abgewandelt worden. In seiner
urspriinglichen Form geht er auf P. Alexandroif (vergleiche [8], Seite 72)
zuriick. Die bei den obigen Uberlegungen zugrunde gelegte Definition
der Dimension ist die tibliche Erklirung von K. Menger (vergleiche etwa
[8] oder [13]). Die Frage, wieweit die Sétze der Einleitung ihre Giiltig-
keit behalten, wenn man eine modifizierte Dimensionserklirung benutzt,
bleibt offen; zu dem in dieser Arbeit behandelten Fall der Dimension
Null vergleiche man [3]. Was den zuletzt genannten Fall betrifft, so

" findet man in [10] ein Theorem, das hier insofern erwihnt werden daxrf,
alg sich dieses Theorem gleichfalls mit der Charakterisierung nulldimen-
gionaler Mengen im Zusammenhang stetiger Transformationen befasst.
Durch Theorem 5 dieser Arbeit wird die in Betracht gezogene nulldimen-
sionale Menge auf einen einzigen Punkt kontrahiert. Bs erhebt sich die
Frage, wenn dieser letztere Punkt beseitigt werden kann, wann er ,in-
stabil“ im Sinne von [8], Seite 74, ist. Das Problem instabiler Punkte
igt mit einem in [1] erlduterten Problem ,labiler* Punkte nahe verwandt.

Schlieflich sei bemerkt, daf es eine bekannte Aufgabe ist, die di-
mensionale Struktur der Urbilder von Punkten zu untersuchen, wie dies
in der vorliegenden Arbeit geschieht. S#tze, die in [4] bis [7] zu diesem
Fragenkreis bewiesen wurden, sind spiter wieder aufgegriffen worden,
man vergleiche etwa [11] und [12]. Von Interesse scheint auch ein Zu-
sammenhang der dimensionalen Struktur reziproker Punktbilder mit
Faserungsfragen, wie er in [9] untersucht wird.
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