Sur les ensembles {f(x)>a}, ou f(z) sont des fonctions
intégrables au sens de Riemann

par
J. S. Lipiaski (L6d2)

Je m’occupe des ensembles {f(x)>a}, oll f(z) sont des fometions
de certaines classes. En particulier, j’énonce les conditions nécessaires
et suffisantes pour que lensemble E soit de la forme {f(z)>a}, ol f(x)
est sueccessivement une fonction intégrable au sens de Riemann définie
dans & (théoréme 1), une dérivée intdgrable au sens de Riemann dé-
finie dans &' (théoréme 5), une fonction approximativement continue,
intégrable an sens de Riemann, définie dans &' (théoréme 6).

Dans Ja démonstration du théoréme 5 je profite de la condition
nécessaire et suffisante, énoncée par M. Zahorski dans [4], pour qu’un
ensemble soit de la forme {f(x)>a}, ol f(x) est une dérivée bornée.
Je formule également des conditions nécessaires et suffisantes d’inté-
grabilité de f(x) au sens de Riemann, dans lesquelles interviennent les
ensembles {f(x)>a} (théoréme 2, 3 et 4). En profitant d’elles et en me
basant sur le travail de M. Zahorski [3], en particulier sur la démon-
stration de la généralisation du théoréme de Lusin-Mienchov qui y est
énoncée, ainsi que sur les conditions nécessaires et suffisantes de con-
tinuité approximative énoncées par Denjoy dans [1], j'obtiens le théo-
réme 6.

THEORRME 1. Pour gqu'un ensemble E de points de Uespace &" soit
de la forme
(1) E={j(z)>a},

ol f(x) est une fonction intégrable au sens de Riemann dans chaque inter-
valle de cet espace, il faut et il suffit qu'il ewiste un ensemble E* tel que

(2} E*eF,,
3) : ECE*CE
(4) {E*-Fr E|=0.

Dans le cas particulier ot E ¢ F, on peut remplacer les conditions
(2), (3) et (4) par la seule suivante:

(+) |E-Fr B|=0.

icm
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Le théoréme reste vrai si, au lien de (1), on considére I’ensembhle
(5) E={flz)<a}.

La condition est nécessaire. En effet, soient f(z) une fonction inté-
grable au sens de Riemann et ¥ I'ensemble (1). Désignons par N l'en-
gsemble des points de diseontinuité de la fonction f{z). Alors

6) NeF,, |N|=0.

Admettons  E*=F gi l'ensemble E est vide et &i les conditions (2), (3)
et (4) sont satisfaites. Dans le cas contraire, admettons

(7) E*<=IntE+N-Fr E,

d’ol1, en raison de {6), il résulte (2). Si les points de continuité de la fonec-
tion f(x) appartiennent & l’ensemble E, ils y sont contenus avee leurs
entourages. On en déduit que E-Fr ECXN et évidemment

(8) E-FrECN-FrE.

Puisque E=Int E+E-Fr E, la premidre inclusion de la relation (3)
résulte de (8) et (7). La deuxiéme résulte de {7) et des relations évidentes:
N-FrEC¥rE et E=Int E+FrE. 1l vient de (7): E*-Fr E=N-Fr E,
ce qui, avec (6), donne (4). Quant & la formule (4'), elle résulte de (8)
et (6).

La condition est suffisante. Supposons, en effet, que E véritie les
conditions (2), (3) ec (4). Si Pensemble E est l'espace &, admettons
f(z)=a+1. Dans le cas contraire CE+0. On procdde alors comme suit.
L’ensemble M=FE*.Fr E est du type F, et de mesure nulle; on peut
done le représenter comme la somme d'une quantité dénombrable d’en-
sembles F; fermés, de mesure nulle. On a M= F;. Soit

=1
zel iy
& ¢ F f]

1/2¢  pour

ei(e) = { 0 pour

o«
et fylz) =D @i{x). Alors, pour z ¢ M, la fonetion f,(x) est continue et filz)=0,
f==1

et pour ze M, elle est discontinue et f,(z)>0.

La fonection
rek,

rék,

fH(x)  pour
—fh{z) pour
n’est discontinue que dans Pensemble M, et

falz) >0 ve M-F,
faolz) <O zé M-E .

(z)= {

pour
pour
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La fonction j(£)=fyx)+ o(x,CE)-+ a satisfait & la condition (1), ce
quon peut vérifier facilement en calculant ses valeurs dans les ensembles
int B, CE-E*-E, CE-E*-CE et CE-CE* En outre, elle est bornée dans
chaque intervalle fini et Iensemble de ses points de discontinuité I/
est de mesure nulle. Elle est done intégrable au sens de Riemann.

Dans le cas particulier oh E ¢ F, on peut admettre E*=F. La con-
Jdition (2) est alors vérifiée, la condition (3) prend la forme toujours vraie
ECE, enfin {4) devient (1).

En remplacant, dans la partie démontrée du théoréme, la fonetion
f(x) par g(z)=—f(z), et le nombre a par b=-—a, et en tenant compte
de ce que f(r) et —f{x) sont simultanément intégrables ou non, on voit
<ue le méme théoréme est vrai si I'on v remplace lensemble (1) par
Tensemble (5).

Bien qu’on ait supposé dans la démonstration de la néecessité la
fonetion f{x) intégrable aun gsens de Riemann, on ¥y a profité, non pas du
fait que la fonetion f{x) est bornée, mais uniquement de la relation (6).
On en déduit done le corollaire suivant:

Si Densemble des points de discontinuité de la fonction f(x), définie
dans Uespace &', est de mesure nulle on a, pour tout nombre a,

{9) {f(x) >a}-Frif(z)>a}|{=0,
(10) [{f(x) <a}-Fr{f(z) <a}|=0.

Réciproquement, si les égalités (9) et (10) sont vraies pour tout nombre
a, 'ensemble des points de discontinuité de la fonction f(z) est de mesure
nulle.

Pour le prouver, on introdunira d’abord certaines notations et on
démontrera un lemme.

Soit A un ensemble de ’espace &"x & Les points de Despace &"
seront désignés par r, ceux de lespace &' — en general par y. Soit
A"‘(a):—-A-{ E)[a<y] et A,(a):A-( E) [y<a]. Soient d4¥a) et Auya) les

X,¥) Sl

Pprojections paralléles & I'axe OY des ensembles A*(a) et 4,(c) Tespecti-
vement sur hyperplan &". Soit ensuite u@(E) la mesure intérienre
n-dimensionnelle de 'ensemble E. Posons ¢(a)=u(43(a) du(a)) .
Leywe 1. 81 p+A) >0, Vensemble {p(a)=0} ne peut étre dense
sur aucun segmeni {(u,v) tel que p@+MNA-J[u<y<v])>0.
&)

Démonstration. Supposons que l'ensemble {p(a)=0} soit dense.
Seit K un cube dans Lespace &°x &, déterminé par les inégalités
4 <a by (i=1,2,..,0), v<a<y<b<v, et tel que p@+D(A4-K)>0.
Soit B le noyau mesurable de type F, de l'ensemble 4-K, c’est-d-dire
que ensemble B est mesurable, BeF,, BCAK, p@+9(4-K—B)=0.
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Un tel noyau existe (¢f. Halmos [2], Chapitre III, § 14). Soit R la pro-
jection paralléle & I’axe OF du noyau B sur I’hyperplan &". Alors [RB},>0.
L’indice n an bas du symbole de la mesure signifie qu’il s’agit iei de la
mesure n-dimensionmelle- Soif ¢ un nombre positif queleonque. En pro-
fitant de la densité de 'ensemble {@p(a)=0} tirons de ce dernier ¥ nom-
bres a5, (i=1,2,...,k), {k <oo) de maniére que Pon ait

a<<dy ;< je1 (lk<b, max (1;(8;11{1,,,

=12, k41

ol (zlz i —a, d,'= a;— dj_1, dk.71= b— dg .
I’inclusion BC.A implique

BY(a)CA*a), B{a)CAa}, IB;(&)-B*),(&)‘,, <g{a}.
Posons
K
(11) D= Y B}{a)-Bufa) -
=1
Daprés le choix des nombres o, on a |D}, < Y @(a)=0. Soit H un en-

semble du type G dans D'espace &, tel que DCH et |Hl,=0. Désignons
par W le cylindre de base H qui est paralléle & Paxe 0Y. On a

(12) ' lWl"_j1=O . W € G‘s .
Soit [ la somme des hyperplans y=«; {{=1.2,...,k). Alors
{13) [Tl =0 .

Posons
&, =B-Fla<y<al,

(x,3)

G; =B- E fas_s <y <ail,
{x.r)

Gypr=B- F{a,<y<b].
[€35]

Les ensembles G,—W sont du type F,, leurs projections (Gi—W), sur
Phyperplan &" sont donc mesurables et, d’aprés le choix des nombres
a; et de Vensemble D, elle sont disjointes. Supposons, en effet, que
2 e(Gi—W)y- (6—W), i5%j. Il existe done des nombres e, B tels que
(t,a) e G—W, (2,8) e G—W, cest-b-dire (z,a)e B, g;1<a<ai re¢H,
donc également x ¢ D, (x,5) ¢ B, aj2 << a;. Soit i< j. Alors (z,B) e B¥(ai),
veBias), (,0) € Buyla), © ¢ Byylay), mais en raison de (11) o ¢ By{a;)- Byy{as)
et il ¥ a contradiction. Soient r; les mesures n-dimensionnelles de ces
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k+1 k+1

projections. On a |R|,»Xr; et B=W-B+U-B+ Y (G—W), ce qui
i=1 i=1
donne, d’aprés (12) et (13),

,%']i k‘—% k+1
Bl.i< W [ 1ol < e Z <e.
iBi 1\‘;_1110 Wi .1<‘é{ r.d,<lR|" 2 r<e

Mais, comme £ est quelconque, on a donc [Bl,.1=0, ce qui est impos-
gible, ear B est le noyau de lensemble 4-K de mesure intérieure po-
sitive. En supposant 'ensemble {p(a)=0} dense, on se trouve donc amené
4 une contradiction.

TrEOREME 2. Pour que Uensemble des poinis de discontinuité dune
fonction f{x), définie dans UVespace &", soit de mesure nulle, il faut et 4l
suffit que, pour tout nombre a, les inégalités (9) et (10) aient lieu.

Démonstration. La néeessité de la condition a été démontrée
dans le corollaire du théoréme 1. Pour prouver qu’elle est suffisante,
démontrons que si lensemble des points de discontinuité est de mesure
positive, il existe un nombre a pour lequel au moins 1'une des égalités (9)
et (10) n’a pas lien. Ecrivons

.?(x) = max [f(z) 7]Eﬂa)] y
f(z)=min{f (z), lim f(a)] ,

o(z)=7(z) —1() .

Comme on le sait, la fonction w(x), appelée oscillation de la fonction
f(z) an point z, est toujours mesurable et non-négative, et ’emsemble
{w(2) >0}=N est celui des points de discontinuité de la fonction f(x).

Je désignerai par 4 Vensemble des points (z,y) de Lespace &"x &
tels que les coordonnées x e X, f(x) <y <f(z). Il satisfait aux hypothéses

du lemme; en effet |A}..,= JJ_'m(a:)dx>0. En vertu du lemme il existe

un nombre b tel que (b)) >0, cest-a-dire

(14) P (b) = 9 (43(5)- A,y(B)] >0 .

On a

(15)  A3(0)-4,,(b)=A43(b)- 4,,(b)- {f(2) >b}+45(b)-4,,(b)- {f () =b}+
+43(0)- A,,(b) - {f (#) <b},

et,. d’aprés (14), au moins un des facteurs du membre droit de egalité (15)
doit étre de mesure extérieure positive.
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8i xeAYb)-A,,(b), il existe des nombres f>b et y<b tels que
(x,B) e A*(b) et (z,y) e A,(b). Il en résulte, ainsi que de la définition
de l’ensemble A4, que f(x) <b<f(z) d’ol 'on déduit que x est un point
limite des ensembles {f(z)<b} et {f(z)>b}.
Il a donc été démontré que

(16) A3(b) - 4., (b)CFr{f(z) >b}- Frif{z) <b} .

Si le premier facteur du membre droit de 1'égalité (15) a une mesure
extérieure positive, I'ensemble {f(®)>b}-Fr{f(z)>b} qui contient ce
facteur a aussi une mesure extérieure positive d’aprés (16); ainsi, en
posant b=a, Dégalité (9) ne peut avoir lien. De méme Pexistence d’une
mesure extérieure positive pour le dernier facteur est en contradietion
avec 'égalité (10) pour b=a. Ces deux facteurs ayant une mesure exté-
tieure nulle, le troisiéme doit avoeir une mesure extérieure positive. Posons

A3(b)- Ay(b) - {f (@) =D}=2Ny .

En chaque point e N;, on a F(x) >b. Désignons par B I’ensemble des
points de 'espace & x & tels que xe Ny et b<y<f(x). Cet ensemble
satisfait aux hypothéses du lemme. En changeant 4 en B dans les dé-
finitions des ensembles A*(a), A, a), 4}(a), 4A,(az) on aura celles des
ensembles B*a), B,(a), Bi(a) et B,(a). En vertu du lemme il existe
un nombre a>b tel que :
(17) ® (B3(a)-Byy(a)) >0 .
Comme pour Pensemble A3(b)-A4,,(b) on 2
B}(a)- B, a)CFr{f(z)<a}.

En tenant compte encore de

Bj(a)- B,,{a)CN,C{f(x)=b}C {f(2) <a}
on a

Bj(a)-B,(a)C{f(z) <a}- Fr{f(z) <a};
en tenant compte de {17) on arrive done 4 une contradiction avec (10).

THEOREME 3. Pour que Uensemble des poinis de discontinuité de la
Jonetion f(x), définie dans Despace &, soit de mesure nulle, il faut et &
suffit que pour chaque couple de nombres a, b, tels que as=b on ail Dégalité

[Fr{f(2) >a}- Fr{f(x) >b}=0 .

Démonstration. Démontrons d’abord que la condition est néces-
saire. Désignons les ensembles {f(z)>a} et {f(z)>b} respectivement par
E, et By. Soit a<b, dans le cas contraire la démonstration est analogue.

14+
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Soit xeFrE, Fr E;. Dans un entourage du point x il y a des points
de Pensemble E,; il en résulte que f(@)>b. 11 y a aussi des points de 1en-
semble CE,, done f(x) <a. L'oscillation w(x) de 1a fonction f(x) au point z
satisfait & D’inégalité o(x)>b—6e>0. L'ensemble Fr E,-Fr E, est done
composé des points de discontinuité de la fonction f(z). Or, I’ensemble
des points de discontinuité est de mesure nulle par hypothése, donc
[Fr E,- Fr Ep]=0. )

Démontrons ensuite que la condition est suffisante. Soient ¥ l'en-
semble des points de discontinuité et x ¢ N. Alors f(z)>F (@) et il existe
deux nombres rationnels w, et w, tels que F(x)>w,>1w,>>f(»). Dans
chaque entourage du point » il ¥ a an moins un point @, qui pourrait
étre aussi le point x,, tel que f(z,) >0, et un point z, tel que f(z,) <w,.
Le point de discontinuité z est done un point limite de 1’ensemble
B, ={f{(x)>w,} ainsi que de I'ensemble E,,= {f(x)>w.}, c¢’est-A-dire
zeFrE, -FrE,,. Il en résulte

¥C M FrE, -FE,,
W Wg

La somme contient une quantité dénombrable d’ensembles, car chacun
d’eux correspond 4 un couple de nombres rationnels. Par hypothése,
chacun d’enx est de mesure nulle, done leur somme ainsi que N le sont
également.

THEOREME 4. Pour gue D'ensemble des points de discomtinuité N de
la jonction f(x) définie dans Pespace &" ait une mesure nulle, il faut et il
suffit que Densemble A des nombres a tels que

[Fr{f(z)>a}/ >0
s0it tout au plus dénombrable.

Démonstration. Désignons par E, lensernble {f(x) >~ a}. Suppo-
son8 que N soit de mesure positive. En vertu du théoréme 3 il existe
un couple de nombres a, b tels que a<b et |Fr E,-Fr BE,]>0. Pour tout
nombre ¢ tel que a<e<b, on a FrEDFrE, FrE,, don |Fr E.|>0
et P'ensemble 4 contient Iintervalle <¢a,b; il n’est done pas dénombrable.

Supposons maintenant que {¥|=0. Tout point = appartenant au
produit FrE.,-_Fr Ep, ot asp, appartient & ¥ (car alors f(z) < min(a,j)
<max(a,f)<J(z)), done, pour tout a, )

(18) fFrEa.ZFrEﬁ)r_o_
B#a

En outre
FrE— M FrE=FrB,—FrE, VFrE.

Bsta ~a
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Il en résulte, en vertu de (18),

(19) [Fr B,/= Fr Ea—gFr B

Tous les ensembles Fr E,— ) Fr E; correspondant 3 différents a sont
f#a

disjoints, ils sont aussi mesurables comme le montre (19). Donc parmi
eux il ne peut y avoir qu'une quantité tout au plus dénombrable d’en-
sembles tels que

EFrE,,ngFr Byl >0
a

avec (19) ceci prouve que la condition est nécessaire.

THEoREME 5. Pour qu'un ensemble linéaire') E soit de la forme
(20) E={f(z)>a}.
ot (&) est une dérivée intégrable au sens de Riemann dans chaque inter-
valle, il faut et il suffit que
(21) EeM,®),
(22) |E-FrE|=0.

Démonstration. Supposens que f{z) ait les propriétés ci-dessus.

Ftant intégrable elle est bornée dans chagque intervalle. Démontrons

ue, pour tout a, on a
e P ’ (flz) >a}e M, .

Si Pensemble {f(z)>>a} contient les demi-droites fermées (—oo,a) et
<, o0), ol a<pB, on procéde comime suit: on introduit la fonction f*(x}

fla) pour =<a,
) =_‘ fle) powr a<z<§,
f(g) opour B<z.

Cette fonction est bornée, car sup |f*(®)|= (iugﬁ [f(z)| <oo et elle est
— XL ARX

1a dérivée de la fonction F*(z)

[ fla)(z—a) pour r<a,
‘ ff(m)dx. pour a<r<p,
FHa)=1) a

I3
[f@)iw+i(p)-(2—F) powr p<x.

1) (Pest-a-dire un sous-ensemble des points d’une droite.
2y M. Zahorski a @éfini L'ensemble de la classe M, dauns [4], p- 3.


Artur


210 J. 8. Lipinsgki

L'ensemble {j*(x) >a} est de classe M, en vertu du théoréme de Zahorski
(voir [4], théoréme 3, p. 24). Mais comme {f*(z)>a}= {f(z)>a} la for-
mule (21) est donc vraie dans le cas examiné.

Considérons Ie cas suivant. Supposons que Pensemble {f(x)>a} ne
contienne qu’une demi-droite fermée (—oo,ay. Pour tout » naturel il
doit alors exister un point z, tel que oz, >n et f(z,) <a.

Définissons la fonetion fy(z):

fla) pour =r<a,
fie)=1 flz) pour a<TLD,,
fo@) pour &, <z.
On a alors

(23) {fa(z) >a}C{f (x) >a} .

De méme que dans le cas précédent on voit facilement que fi(z) est une
dérivée bornée, done

(24) {fez)>a)e M, .

Boit Z e {f(») >a}. Alors pour n>% on & Z ¢ {fa(z) >a}, d'ou

{f(2)>a}C Y {fi(a) >4},

2]
ce qui donne avec (23) ”

{f(z)>ay=)"gie) >a} . -

=1
On voit done, en tenant compte du lemme de Zahorski (voir [4], lemme 1,
p. 3) que, dans ce cas, la formule (21) est également vraie.

Dans tous les antres cas, on démontre de la méme maniére que (21)
a lien.

La nécessité de la condition (22) résulte du fait que la fonction f(x)
est: intégrable et du théoréme 1.

Démontrons maintenant que la conjonetion des conditions (21) et (22)
est une econdition suffisante, c’est-a-dire, construisons pour tout ensem-
ble E, satisfaisant 4 ces conditions, une fonction f(x) telle que (20) ait lieu.

D’aprés la définition d'un ensemble de classe M,, il résulte de (21)
qu'il existe une suite {F,} d’ensembles fermés et une suite de nombres

{n} tels que 0<n <l et que E=) F,, et pour tout x, appartenant
n=1

4 F,., et tout nmombre ¢>0 il existe mn nombre 8(z,c) >0 tel que
pour les nombres h et h, vérifiant les conditions h-h >0, h'h, <e,
1h-+ | <8{z,c) on ait

|E-(2+hy2+h+h)|||hy| >,  pour [ >0.
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{Désignons par (a,p) Pintervalle ouvert d'exirémités a, g dans le cas
ol Ion ne saurait pas si a <p ou a>p.) M. Zahorski démontre ([4], p. 35)
que pour chaque E e M, on peut choisir les ensembles F, de maniére
que 1° ils soient bornés, 2° pour ¢==2 le nombre 6(z,2) soit le méme pour
tous les © ¢ F,, c'est-a-dire qu’il ne dépende que de ». En désignant ce
nombre par 6(n) on a

(25) ]E-(m+h,w+h—'rh1)l{]h1i>n,. pour xeF,,

h-hy>0, Rlh<2, |h+h)|<b(n).
Posons
(26) H,=F,-Fr E,

alors E-FrE=_2 H,, les ensembles H, sont fermés, et, d’aprés (22),
n=1
27) |H,=0.

Fixons & présent n et désignons par R un intervalle queleonque fermé
et fini, contenant dans son intérieur H,. I’ensemble K—H, se compose
d’un. nombre tout au plus dénombrable de segments ouverts et des deux
extrémités de E.

Représentons-ehacun de ces segments comme la somme d'une quan-
tité dénombrable d’intervalles 4, fermés, dont les imtérieurs sont dis-
joints, comme suit: on divise chaque segment non adjacent & CE en
4 segments égaux et on considére leur fermeture. Les parties inférieures
sont des segments Ay les autres seront appelés segments initiaux au
premier pas de I'induction. On ferme chaque segment adjacent a4 CE
on le divise en 2 segments égaux fermés qu'on désignera par A, s’ils sont
adjacents & CR, et on les appellera initiaux an premier pas de Pindue-
tion g'ils sont adjacents & H,. Tous les segments initiaux au premier
pas de V'induetion ainsi obtenus sont fermés et ont une extrémité com-
mune avec H,.

Soit I un segment initial au n-idme pas de linduction, fermé et
ayant une extrémité, et une seule, commune avec Ha. On divise I en
2 segments égaux fermés; on désigne par A, celui qui est disjoint avec Hp,
Pautre est initial an n--1-idme pas de 'induction. Tl résulte de la défi-
nition de A4, que
(28) dist (Hy, A)=]44] .

On considére la somme des segments A tels que dist (H,,4x) >0(n)/8,
et on désigne les termes de cette somme par D;. Les ensembles D; sont
des segments fermés, contenus dans wn nombre fini de eomposantes de
Vensemble E— H, (notamment dans celles dont la longueur ne surpasse
pas 6(n)2, et éventuellement dans chacune de celles qui sont adjacentes


Artur


212 J. 8. Lipinski

a CR). Dans chaque composante il y a au plus un segment D;, donc ces
derniers sont en nombre fini: D,,D,,...,D,. Chaque segment D; con-
tient une partie de 'ensemble E de mesure positive. En effet, soit 4,;
un segment de la suite {4}, contenu dans D;, dont la longuevr ne sur-
passe pas celle des autres segments de cette suite qui sont contenus
dans D;. Le segment 4, est fini. Le segment A4,; est adjacent & un seg-
ment 4, tel que

(29) A, =|44]|

ce qui résulte de la définition des segments A;. Le segment A, n’est pas
contenu dans D;, car ce dernier ne peut contenir de segments plus courts
que Ay. Done |4,]<0(n)/8, (28), d’oll, en vertu de (29)

(30) | Ag] <8(n)/4 .

Désignons par x le point, appartenant & H,, le plus proche du segment
Ay, eb par z+h le point du segment Ay le plus proche de z. Soit
Au=<z+h,x+h-+h>. Alors, d'aprés (28) et (30),

h=dist(z, Ag)=|d ] =[] <O(n)/4 .

Puisque e H,, h-h;>0, h/h=1<2, [h+k)<6(n)/2<0(n) on a, en
vertu de (25),

1E(@+ho+htb)|[ ] =|E- A /| Al >00 >0,
et, comme 4,;CI;, on a
{81) IE-Di=a;>0.

Définissons maintenant les segments I;. On remplace la somme de tous
les segments 4, qui n’appartiennent 4 aucun D; par la somme des seg-
ments I;. On divise Pensemble des segments I; en deux classes disjointes
et on marque d’un trait ou de deux P’appartenance des segments a la
premiére resp. & la seconde classe, c’est-a-dire Ij ou If. On définit les
segments I; par induction.

Premiére partie de I'induction. On considére tous les segments A4
n'sppartenant & aucun D;. Les segments |4kl >1 feront partie de la
classe de segments I;. On divise chacun des segments restants en deux
segments égaux fermés A; et AY. Si A =]4¥] < | AP, |B-AZ| /1A% > 1
et |E-A;|/|4i] >, alors A} ainsi que A4} feront partie de la classe des
segments I;. Si, en vertu de cette convention, 4] et A2 n’omt pas été
classés parmi les segments I} et si Pon a les inégalités |B- Ai][]14H <.
ou |E-AF|{| ¥} <%, on elassera parmi les I7 la somme Af{--Ay=A,.
Les segments A} et AY qui nont pas été classés seront appelés initiaux
au deuxiéme pas de Pinduction et désignés par I,
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Pour les segments I, obfenus dans le premier pas de Pinduoetion,
on a I} <|4x, ot A; est le segment I; lui-méme, soit celui des seg-
ments 4, par la division duquel on a obtenu I}.

Pour les segments A, non contenus dans la somme D;, on a
14z <8(n)/8, comme plus haut pour le segment A, cecl implique
\E- Ay ]| Ak >na. Pour les segments I; obtenus dans le premier pas de
Pinduetion, on & |E-I;}/|I;} >n., s'ils sont des segments 4. ®’ils ne le
sont pas, ils appartiennent & la classe I} et la derniére inégalité a éga-
lement Leu. Enfin, pour les segments I on a aussi |E-IP)/]IP > 7.

Deuxidéme partie de Pinduction. Soit IY un segment initial an
n--1-éme pas de 'induction et soit |E ~1§c")l/ 111")1 >17,. On divise chaque
segment I en 2 segments égaux, fermés IY et IP. Si =11
<(IIP]- 2°)*=| 4", ob A, est un segment & partir duquel, en le divisant n
fois, on obtient I{”, et si |B- I8P > na et |B-I 1T > g, alors 1T
et I¥" appartiennent A la classe I}. Si |E- I8 /[1¢”| ow |E-I&"| || 18| <1,
on classe le segment I parmi les 7. Si aucun de ces deux cas pqssibles
n'a lie, c'est-a-dire si [I8] 3 |4, |B- IO Y| > 10 et |B- TP 0" | > 0,
les segments Iﬁ"y et IP sont initiaux au n--2-2me pas de induction et
on les désigne par Iy

De la définition ci-dessus résultent les propriétés suivantes:

IiCA,, alors |} < |Af.

On @ toujours |E-Li/[L;] > 9.
Pour tont I7, il existe deux segments fermés Jj et J;, tels que
(34) lJill =|J1‘2i =_13 |Iﬂ ’ IE'Jill/IJn[ KW -

Le nombre des segments I} et I7 obtenus & partir du segment 4, est
fini. En effet, si |4, >1, alors A,=1I; et on n'aurait qu'un seul segment.
Mais si |4,]<1, il suffit d’effectuer r divisions, ol r=—[log,|ds]+1,
pour obtenir des segments de longueur [44]/2" <|4x[. T n'y aura pas
dans ce segment A, de segments initiaux au pas suivant de Pinduction,
car les gegments de la r-iéme division aussi bien que ceux des divisions
antérieures appartiennent tous soit & I} soit & I7. Il peut arriver que
tous les segments obtenus par # <r divisions appartiennent déjd & I,
Tt suffit alors de faire 7' < r divisions. Si, pour un ', un tel cas se pré-
sente pour chaque 4, linduction n’aurait alors qu’un nombre fini de
pas, ce qui n’empéche pourtant pas de l'appeler induction. Comme on
le sait, en changeant respectivement la terminologie, Vinduction comp-
terait un nombre infini de pas condmisant aux mémes segments I;. Les
pas de numéros supérienrs & r’ ne changeraient aucun segment I; ni n'en
feraient apparaitre d’autres. Il ne peut donc y avoir plus de 2" segments
igsus de A,. Les intérieurs des segments I; sont disjoints.

(32) Si
(33)

Jp+dp=I},
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Soit I;C.4, ainsi ‘que reH, En vertu de (28), on a
dist (#,1}) > dist (H,, Ij) > dist (H,, 4x)=]4s] .

Il en résulte, en tenant compte de (32), que
(33) ITjljdint (x,25) <] Aefti | Ai] =] 44l zeH,

pour et I[;CAd.

Soit » € H, et m un nombre naturel quelconque plus grand que 1.
Comme on a alors, d’aprés (26), x e F,CE ¢ M, en vertu de la défini-
tion de I’ensemble du type M, il existe un nombre 6(x,m) >0 tel que pour
hky >0, hiby <m, |h+ k| <8 (z,m), Pinégalité |B- (w+ b, o+ h+ by))/| By >,
a lien. Soit I7C(z—6(z,m),2+0{zx,m)) et J; la moitié de I7 telle que,
en vertu de (34), .

(36) 1B nl /W al <11 -

Soient z+k Vestrémité du segment J, la plus proche du point x, et
x+k Vextrémité du segment I7 la plus proche de ». Posons

Jp=@+k,a+k+ky, Ij=<@+h,a+h+h).

Alors k:k1>0, h-’hl>0, [B+ &y <{h+hy| <6(x,m). Bi en outre k/k, <m,
on aurait [E-J;| /T pl>7,, contrairement & (36). Done

(37) kjky>m .
Puisque 2k;=h, et que k satisfait & 'une des égalités

k=hth/2 ou k=h,
il résulte en définitive de (37) que
(38)  ky/h=|I7}]dist(z,I})<2}(m—1)

pour  zeH,, I/C(x—0(x,m),x+6(z,m)) .

Définissons les ensembles ouverts Df et I* comme suit:

Df=Int D;-Int B,

B=IntI;- Int B.

gen aglorﬁy})l),—-Ei:iIhi;DrIntE|+}IntD;~E Fr E|+|FrD;-EB| et, en vertu
de ) (22), puisque D; est un segment, |D;-E|=|D#|, avee (31) ceci

40) DY =a;>0.

(39)

En raisounant de la méme maniére on @, en vertu de (33),

(41) 3L} > e -
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Désignons par Df* la somme d’un nombre fini de segments fermés,
telle que .
(42) Df*CDY, D> |Dfi2=a;2.

Désignons par If* la somme d’un nombre fini de segments fermés,
telle que IT*CI} et |I3*>|I3}/2. On a alors, d’aprés (41),
(43) P> ] 2.

Désignons par a; et b;, (a;<<by), les extrémités du segment D;, et
par a; et by, (a;<b;), celles du segment I;. On a alors

(44) | D =bi—a;, |L;]=b;—a;.

Sue le segment D; définissons la fonction gfz) continue, non néga-
tive et bornée, comme suit:

xe Di*,
L€ Dr—D,?.

1 pour
4:" o B
(45) #il®) { 0 pour

11 faut encore définir g{x) sur Pensemble Df—Df*. C’est un ensemble
ouvert. Aux extrémités de chacune des composantes de cet ensemble,
les valeurs de la fonetion gy(z) sont détermindes par la convention (45).
Si, pour une guelconque des composantes, Tune de ces valeurs est 1,
on définit la fonction ¢(r) pour les points de cette composante de ma-
niere qu'elle soit linéaire sur la fermeture de celle-ci. Si pour une com-
posante {(dont on désignera la longueur par A) les denx valeurs sont nul-
les, on admet gqu’au milien de cette composante g{z)=min(1/2,4/2)
et pour les autres points on définit @i(x) de maniére que sur la fermeture
de chaque moitié de cette composante elle soit linéaire.

D’une facon analogue, on définit la fonction y;(x) sur 1’engemble I;.
On remplace, dans la définition de gi(z), Vensemble Di* par I7*, 'en-
semble D¥ par I%, le segment D; par I; et on écrit yi{z) au lieu de g{x).
Chacine des fonctions gr) et yi{z) est continue et finie, done bornée
et intégrable au sens de Riemann respectivement sur les segments D;
et I;, et, @aprés (45), (42), la définition de 1a fonction yp;{x) et (43), les
inégalités

b;

[ pla)az>1- D1 > a2,
ag
bj
[ wi@)de > 1115 > a2

aj

sont vraies.
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Les fogctions @) et () ont été définies de maniére que Pinégalité
(p,—(.’l‘f) >.0 puisse avoir lieu pour & ¢ Df seulement, et que inégalité y;(z) >0
n'ait lieu que pour z ¢ IF. De plus, d’aprés (39), on a ZD}’—{—Z IfCIntE
done ’
(45) Fd{x)=0
pi{z)=0

pour xeCE.-D;,

pour xeCE-I;.

Définissons maintenant la fonction f,(xz):

© pour xeH,,
, b, —a; -
a+ 5‘1 . j glt)dt pour xeD;.
Joaat =
a
_ b;—a; ;
(48)  Jfulz)= a;+ b,l ! J wit)dt  powr mel,,
Swtya =
L
1:]3112] x pour < glei;\ @,
:fo'x x pour z>maxz.
xeR

Dé_montl,‘ons‘qnfa la fonetion f,(x) est continue et différentiable en chaque
point, e est-a~d.u'e qu'elle & en chaque point une dérivée finie, et que
sna dér;vétt?. est mt:égra,1 ble au sens de Riemann sur chaque segment fini

on négative, égale 4 1 aux points de ensemble H. . points
ot & o »y Dulle aux points

Vu la continuité des fonetions Pi(z) et y{x) sur les ensembles I
et I;, on a S

b,~—~a,-
- - pd)

f ez dz
(49) ey=1"

bi—(lj

pour  ze(a;b;),

; -yw)  pour  =ze(a;,b;).

fviz)dz

L

Il en résulte, en vertu de (44), (46) et des relations

0<pi(z)< 1, que 0 <gif) <1,

2|Difa; pour
2/1a pour

Te (ai)bi) H

(50) 0< filz) < {
Te (a],b,-) .
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De (49) et (47) on tire
(51} f{e}=0 pour e (E(a,,b,)—‘;—E(a;,b;))—E.
Il suit directement de la définition de f.(x) que
(52) fulz)=0 reCR.

De 1a continuité 3 gauche des fonctions gfr) et y;(x) aux points b; et by,
de (48) et de @i(bi)==w;(b;}=0 il résulte que

pour

bi—a;
b,—a -gi{2)=0 pour a=b;, bjeIntR,
Sz d
a;
b;—a;
fr@)= —Fj—’ -pi{2)=0 pour r=b;, bjeInt R,
[wi(x) dz
0 pour z=by, bye Fr R,
(k=1 ou k=j).

D'une manigre analogue on a f, (x)=0 pour r=@; et r=a;. Aux extré-
mités des segments D; et I; les dérivées & gauche et 4 droite sont done
nulles. Ceci donne

(53) fur)=0 pour r=a;, r=b, r=a;, r=b;.

11 résulte de (51), (32) et (53) que

{54) fir)=0 pour reCE.

De la continuité de ¢,(r) et pi{x) sur les ensembles D; et I;, du fait que
les limites unilatérales de ces fonetions sont nulles aux extrémités des
segments D; et I; ainsi que de (49), (52}, (53} il résulte que la dérivée
far)y est continue en chague point appartenant 4 l'ensemble CH'. En
outre. en ces points, elle est bornée, ce qui résulte de (50), (52) et (53):
. S 2 2 2 2\

{55) 0 < fofer) < maX (E; Wiy Z‘D”""’Z;l kﬂ,)Tn)= < 00

pour tout xeCH,.

Ti faut encore démontrer l'existence de la dérivée aux points de H,.
La dérivée en ces points est égale 4 1. D'aprés (53), fix) n’est pas con-
tinue anx points de H,, mais, d’aprés (26), (27), cet ensemble est fermé
et de mesure nulle. Ainsi, vu (55), on voit que la dérivée fi(z) existe et
elle est hornée sur toute la droite, qu’elle est continue partout sauf sur
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un ensemble de mesure nulle, elle est done intégrable au sens de Riemann
sur chaque segment.
Soit re H, et r—hel;={a;,bp, a;<b;. On a
(56) 0<r+h—a;<bj—a;={I].
Puisque I;CCH,. il résulte de (55) que fu{x) n’est pas décroissante sur I;.

Done
fdas) < fulz+ k) <[ulb)),

0 < ful@—h) —ful @) < fulbj) — ful @) =b; —a; =L, ,
ce qui donne, vu {36},
o+ k) —(@+ k)| =fde+ k) —ful @) — (z+ h) + a5}
<max (f,,(:vv{—h)—f,,(aj).w—f-h —a,-) <l -
La derniére inégalité implique

| Y — o . }
(57 BACIE AR ACE ) et S
i h o ] {

= Wf%" pour xeH, et @thel;.

Soit r ¢ H,. Pour £ >0 quelconque, choisissons un nombre m tel que

(58) m>142/e
et posons
ky
(59) 8=min {dist (z,CR), dist (x, 3 D2, 160,m) .
=1

Soit {h{ <4. Trois cas se présentent:
(3)  z+heH,,
(b) =x+hel],
(e¢) =zt+hel].
Dans le cas (a), on a immédiatement

‘ fa{z+ B)— fulx) o+ h—z
(60) | ; e

—1§= ~1li=0<e.

Dans le cas (b) on a, en vertu de (28) et (39), 'inégalité:
|| = dist (H,, Ac) <dist (H,, I)) <dist(x, ;) <dist (z, 5+ h) =|h] < 6 <e,
ol 4, est le segment dont est issu I}. Cette inégalité et (35) impliquent
ISRl < |I})fdist (x, Ij} < ¢, ce qui donne, vu (57),

61) u‘—(—?ih}:——t'i@l—l <e.

|

Sur les ensembles {f{x)>a} 219

Dans le cas (c) on a, en vertu de {28) et (39), inégalité
dist{z, I})+{I7]| < dist (w, I) -+ Ax] < dist(z, I7) 4+ dist (H,, I})
<2 dist (z,I7) <2/} <26 <B{x,m),

qui montre que le segment I} est contenu dans l'intervalle

{x—6(x,m),z+0(x,m)
et, d’aprés (38), )
[I71 R < I7) dist (e, 1)) <2/ (m—1) .

11 en résulte que [I7]/[k] <& en vertu de (58). En définitive, il suit de (57) que

(62) fn(m+h’2_fn(-r) _1i<8 .

Comme & est arbitraire, les inégalités (60), (61) et (62) donnent
(63) friz)=1 pour tont =xeH,.
Finalement on obtient de (55)

(64) 0<fz)<E,<oo,
ot R,=max(1,R}).
En vertu de (64) la série

n==1

est uniformément convergente, et la série

o
(66) fa(2) —1a(0)
2".R,
n=1
est convergente au point 0. Les termes de la série (63) sont les dérivées
des termes respectifs de la série (66) qui est, par suite, aussi uniformé-
ment convergente dans les intervalles finis. Désignons la somme de la
série (65) par f*(z) et celle de (66) par F(z). On & f*(z) =F'(x). 11 résulte
de (64) et (65) que la dérivée f*(x) est bornée. Désignons par N l'ensgemble
des points de discontinuité de f*(w), Puisque 1’ensemble des points de
discontinuité de la dérivée fi(z) est H,, la convergence uniforme de la

e .
série (65) donne NC Y H,; il en résulte |N|=0 d’aprés (27). La dérivée
n=1

#*() est intégrable au sens de Riemann sur chagque intervalle fini. On.
dédnit en outre de (65), (64), (63) et (54):
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(67)  fHr)»0.
{67') fz)>0 vpour xe) H,=E-FrE,

=1
{68) fHx)=0 ©pour =xeCE.
Posons f**(x)= dist(z,C Int E). La fonction f**(x) est continue et finie.
("est donce une dérivée intégrable au sens de Riemann dans tout inter-
valle fini. En outre
{69) f™(x)>0 pour xrelntkE,
{(70) [*{r}=0 pour reCIntE.
Posons finalement f(x)=a-+f*z)+ **«). La fonction f(z), étant la
somme de trois dérivées intégrables au sens de Riemann, est aussi dé-
rivée intégrable au sens de Riemann.

Les formules (68) et (70) impliquent f(x)=a pour tout x e CE, les
formules (67), (69) et (70) donnent f(r)>a pour tout ze K, done
E={f(x)>a}, c.q. 1 d.

Levme 2. 8i F est un ensemble linéaire tel que
(1) F=F, IFi=0

<t 8i, en ovulre, chaque peint de F est un point de densité d’un ensemble
ouvert @, il existe pour tout >0 un ensemble F, tel que

(i2) F.=F.,

(13)  [FrF.i=0,

(74)  [F]<e,

{(73) FGF,CF-+-G3.

Démonstration. Soit 67 un ensemble ouvert tel gue

{76) FCG;, lG¥<e.
Posons

{i7) G.=G-GF.

G, est un ensemble ouvert et, d'aprés (76),
{78) @] <e.

L’ensemble F se compose des points de densité de L'ensemble @,. Dé-
signons par 4 l'ensemble des points domt la distance de F est soit un
nombre naturel, soit Pinverse d’une puissance naturelle de 2. On peut

alors représenter I'ensemble ouvert CF sous la forme CF=44) I,

. k
ol I sont des segments ouverts qui ne contiennent pas de points de 4,

) AGB signifie que {cB et 4 se compose des points de densité de B.
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mais dont les extrémités sont des points de A. Le nombre de ces seg-
ments est dénombrable. En outre

(79) 1T} == min (1, dist (F. L)} .

Les ensembles ,-I; sont ouverts. Dans chacun d’eux choisissons un
nombre fini de segments fermés, dont on désigne la somme par Fy, et
tels que

(80) 1B >16, - L - (1 — dist(F . L))
Evidemment
(81) FCa,.

Le nombre des ensembles Fj ne surpasse pas celul des ensembles I,
il est donc aussi dénombrable. Posons

(82) ) I!’E=F+;Fk .

Démontrons que P, satisfait & toutes les conditions du lemme. Soit 2 un
point d’accumulation de Pensemble F,. Il ne pent appartenir & Pensemble
)” (Ix—Fy), car celui-ci est ouvert et disjoint avec F,. Il ne peut anssi
a,ppa,rtemr 4 lensemble 4, car pour les points ¥ de cet ensemble on a
dist(y,F.)=min (dlst(y,Ff) dist(y,F)) >0, ol F; et F; sont des en-
sembles contenus dans les segments I; et I; composés I'un de nombres
plus grands et I’antre de nombres plus petits que y. Il reste done PPéven-

tualité sC(A+_§(Ik—Fk))=F+§Fk, ¢'est-a-dire qu’on a (72).

En raison de la disjonction des ensembles F,Fy,F,,..., on &
|F, l—IFlTZleI Chaque ensemble Fy est la somme d’un nombre fini de
segments, done |Fy|=|Int Fy|, ce qui donne, d’aprés (71), |F. =] ZInt Fy.
On a ), Int F, CInt F,CF,. Tl en résulte, ainsi que des cons1dérat10ns
préeédellcltes, [Int ¥,|=|F,], @’0l 'on a (73) en raison de (72). D’apres (81)
et (78), on a | Fi}<e et, avee (71) et (82), ceci donme (74).

11 reste & Sémontrer {(75). L’inclusion FCF, résulte de (82), et l'in-

clusion
(83) PCF+G

résulte de (82), (81) et (77). Soit zo ¢ F. Démontrons que &, est un point
de densité 3 droite de I’ensemble F,. Pour la densité & gauche la démon-
stration est analogue. Choisissons un nombre queleonque 7 >0 et

(84) d;=min(n/4,1).
Fundamenta Mathematicae. T. XLIIL 13
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Soit 0 <h <8, et soient k' les indices des segments I, contenus dans l’in-
tervalle (z,,2- h), et &'’ celui du segment I qui contient le point x4 7,
i nn tel segment existe. ‘
Considérons le cas, ou Iy~ existe. Posons Ir=(a,b). Pour chaqne %’
on a, en vertu de (34),
dist (B, I} <h <6, <74,
et Végalité F,- (ry,a)= > Fu+-F-(x,,a) a lien. Comme [F{=0, les rela-
o

tions ci-dessus avec (80) donnent
(85) e (@0,0)]> Y |G Lef(l—nH)=16e (20,0)] (1 —7/4) -
g

Posons
A'=F-(a,2e+h), A"'=G.-(a,7,-+}),

B'=Fyr- (ot hsb), B =G, (,-+h,b).

Alors [y =|A'| = |B'i, |G- Ll =]4"] +|B"|. Si [4”]>0, a fortiori
G-I} >0 et alors .

Fir} (IB'I |Fei ) |B”|

pour [B”[>0,

|4 16Tl \IB"] 16 L) 147
A” - F , .
147 1(;;');2"1 pour |B"|{=0.

Deaprés (80), vu que 1>6, >h>dist(F,Irs) et B'CB”, on en déduit
gque pour |B’]>0 et aussi pour |B”|=0, en raison de linégalité
bh—2,—h>0, on a

14’ . ZTo— by b)i b—xzg—h
n_7m b—To—h
Y SRV

Evaluons maintenant la différence entre les densités moyennes des en-
sembles @, et F, dans Pintervalle (z,2,+ k). Désignons cette différence
par A(zy,h).

1 o1
A{zy, k) =}—1{G,~ (s 39+ h){"z|Fs($o;mo+h)!x
1 : 1 ”" "
ZEKGe'— s)‘ ('E07(”)i+ilA —4 1

1 1 N |4/
=ilG" (xo,a)|~i[Fs.(x,,,a)]—;‘—Z[A ](1 _WIT)
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En vertu de (83), (86) 1’égalité snivante a lieu:
Az h)<£[G - (2, a) ——-l-lG - {4, 8) (1~E -
3 el 01 F 19 LY )( i~
i, ., b—xy—h)
c e g Zf1on 2(b—Z—h)
gl [ (1 1T 447

1
=;‘L(IG2- (wo,a)lg +21A”!+Z (b—xo—h)\) .
Puisque A" Clp, 0<b—zy—h <D, et, daprés (79), il vient
k> dist (B, L) >lIku], done
[A"| <k, b—z,—h<k.

Ensuite, comme @,(x,.a)C(2,,2,+ k), on obtient

(87) |Gy, a)| <R
ce qul donne
(88) Ao, h) < i .

8i |4"”]=0, alors, d’aprés (85)

(89)  A(@o,B)=] (|G- (0, )] —[Fo- (0,0))

7,

<%[IG,~ (wo,a>l~lG=(f°f“”( ‘11)] =5l ool

11 en résulte, en vertu de (87),
{90) Almg, b} <y/t .

Dans le cas ol I+ n'existe pas, x,+he A+F. Posons 2,+h=a.
Les relations (85), (89), (87) restent vraies, et tout comme ei-dessus pour
{A”"|=0 on obtient (90).

Il résulte de (88), (90) que pour h<<d; on a toujours

(91) Alzo,h) <17
Le point «, est un point de densité de 'ensemble @,, on peut done choisir

pour 7 un nombre positif 3, tel que pour 0 <h <4, on aib

1
(92) zlGE~(xo,m+h)]>1——g.

Puisque
1 1
3 |7, (24, 20+ h)|= 3 1@y, T+ )| — A(20, B)

15*%
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on déduit de (92) et (91)

pour

3 .
h]F (a:‘,,a:0+h]>1—z—-47/ 1-9 0 <h<min(d;,d,) .

Aipsi on a démontré que le point x, appartenant & I’ensemble F
est un point de densité & droite de 1’ensemble F,. D’aprés (82), on a
(93) FCF,.

Pour tout ensemble ¥, qui intervient dans la définition de I’ensem-
ble ¥, comme étant contenu dans G,, on a, d’aprés (77), F,CGCFI-G.
Dautre part, si & F, &, est un point de densité de I’ensemble @ (et,
a fortiori, de 'engemble F4@) par hypothése, ce qui donne (75) vu (82),
(83) et (93).

LeEMME 3. 8i un ensemble lindaire E a les propriétés:

(94) FeM;
(d’aprés Zahorski ceci signifie que ECH et Ec F,),
(95) |E-FrE|=0,

& chague nombre A de Uintervalle (0,1 qui est une fraction bmmre finie,
on peul faire correspondre un ensemble F; tel que

(96) Fi=TF,,

(97) |FrFy=0,

(98) ZF;:E
i

(99) & Ay, >4, alors Fy,CF,GE.

De plus, & étant un nombre quelcongue de Dintervalle (0,1 et ¢ un
nombre positif quelconque, il existe un nombre §(a,e)>0 tel qus les iné-
galités |h—aj <8, |h—a|<d, k<h impliguent |Fry—Fy,|=|Fo] —|Fa| <e.

Démonstration. Si E=&", pour tout 2 posons F,=&" et le lemme
est évidemment vrai. Si =0, posons F,=0, et le lemme est également
vrai. Il reste & étudier le cas, ot E#&" et en méme temps F n'est pas vide.

On peut représenter P’ensemble E, comme étant du type F,, sous
la forme

E=§H,~=FrE-g§£H,—+Int E=§ (H;-FrE)+Int B,

ol H; sont des ensembles fermés. Puisque ’ensemble IntE est ouvert,
on peub le représenter comme la somme d’une quantité dénombrable
de segments fermés et bornés I,. En posant H;-FrE=J;, on a

~2J,+ S’L

i=1

(100)

iom
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Pour tout segment I; il existe un segment I}, tel que

101y IF=It,

(102)  |Frli]=0,

(103) IGI;CIntE,

(104) |Ii—IL|=|I—|Li<1.

Les ensembles J; ont la propriété suivante:

{105) Je=Jk,
et il suit de (95) que
(106) Wif=0

Il résulte aussi de (95) que Pensemble des points de densité de Pensem-
ble E coincide avec celui de I'ensemble IntE. Comme J,CE, en vertu
de (94) chaque point de lensemble J; est un point de densité de l'en-
semble IntE. Il en résulte, ainsi que de (103) et (108) et en vertu du
lemme 2, qu’il existe pour e=1 un ensemble Ji tel que

(107)  JE=J%,

(108)  |FrJi|=0

(109) %<1,

(110)  J,GJECJIy+Int ECE.

Définissons 1’ensemble F, comme suit:

(111) F=Jr+1If.

Alors, d’aprés (101) et (107), on a

(112) F,=F,,

d’aprés (102) et (108), |Fr#,|=0, et d’aprés (103) et (110), F,GE. Il suit
de la derniére relation que |E—Fy|=|E|—|F,]>0, car de [E—F|=0 il
résulterait que F,CF,, ce qui donnerait, d’aprés (112), F,=§&" ou F,=0.
Le segment I, etant supposé borné, il résulte de (104) et (109) que |Fy] <oo.
Supposons que les ensembles ¥, soient définis pour les nombres

Ag=1, A=1/2, 4_1=1/2""", qu'ils aient les propriétés (96), (97), (99)
et que
(113) [F, | <o

I’ensemble fermé F; ,+J, se compose des points de densité de Pen-
semble Int¥, donc Pensemble qu’il contient FrF, _,+J, se compose
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aussi de tels points. D’aprés (96) et (103), (97) et (106) et en vertu du
lemme 2, il existe un ensemble J; tel que

(114) JIr=Jx,
(115)  |Frd}|=0,

(116) ¥ <1,

(117) FrF, ,+J.CIiCFrF, _+J,+ Int ECE.
Pour 2,=1/2" définissons 'ensemble F, comme suit:

(118) Py =F,_ +Ji+1I1.

Dlaprés (96), (114) et (101), on & Fy =F; , c’est-d-dirve (96). D’aprés (97),
(115) et (102), on a [FrF; | =0, c’est-a-dire (97). Comme IntF, CF, .CF,,
on a, d'aprés (117) et (118), Fy_ G Fy . T1 suit de (99), (117), (103), (118)
et de la derniére formule que

(119) F, GF,CE.

1 en résulte que les ensembles F'y,,Fy,, ..., F,, remplissent la condition (99)
et, comme plus haut, |[E—F,|>0 et |F,—F, ,|>0, done les nombres
|F,,] forment une snite strictement monotone. 11 résulte enfin de (104),
(113), (116) et {118) que |F,|<oco, clest-i-dire F, satisfait également
4 la condition (113).

On a défini par P'induction les ensembles F, pour i=1/2" (n=1,2,...),
et on a démontré qu’ils ont les propriétés (96), (97), (99) et (113).

11 reste encore & définir ¥, pour A#£1/2". On le fera également par
induction; dans la premidre partie de celle-ci on admettra la définition
des ensembles F; donnée pour les nombres 2=1/2" (n=0,1,...). Dans Ia
deuxiéme partie de induction on supposera definis les ensembles Fy
et Fpr, ol 2" <1, on supposera que pour les nombres 4 de I'intervalle
(4”,2") les ensembles F; ne sont pas encore définis et on définira I’en-
semble F; pour A=("'+1)/2. Une telle définition englobe, on le voit,
tons les ensembles d'indices 2 égaux aux fraetions binaires finies de
P’ensemble (0,1>.

Supposons que les ensembles F,~ et Fy (1 >4") ne soient pas vides,
quils soient de megure finie, et qu’il aient les propriétés (96), (97) et (99).
11 résulte de (99) que |Fiw—Fy|>0. Choisissons &= 3}|F»—Fy| et sup-
posons G=Int Fy», F=FrF,. En vertn dn lemme 2, il existe un en-
semble F, tel que F,=F,, FrF,|=0, [P,| <¢, FrFyC F,C FrFy+ IntFy.
Comme [(Fs—Fy)—F.|>e=}{F;»—Fy|, on peut choisir dans Pensemble
ouvert IntFp—F,—F, un nombre fini de segments fermés tels que la
mesure de leur somme soit égale & 1Fw—Fy|—{F,—Fy. En désig-
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nant la somme de ces segments par I, définissons l'ensemble Fyp~ pour
A =(1"+2")]2 comme suit:

Fyu:Fz,.T‘-FE_L TI.
11 résulte de cette définition que
(120) By =3 (|For| - [Fr) -
(121) By C Ry C Py,

que l'ensemble Fy» a les propriétés (96), (97) et (99), et qu’il est de me-
sure finie. On obtient en tenant compte des formules (100), (117), (103),
(111), (118), (121) et (99)

E=>, EILCVJk VzchF;k = Y F,CE,
i

k=l k=1 k=1 k=1 k—

olt #=1/2F, ce qui prouve (98).

La fonction M (1)=|F;| détinie dans I’ensemble des fractions binaires
finies de Dintervalle (0,1) est, d’aprés (99), monotone, d’aprés (120),
elle est linéaire dans chaque intervalle ¢1/2% 1/2, done continue dans
la somme de ces intervalles. (Evidemament cecl est vrai relativement
2 Pensemble dans lequel elle est définie, néanmoins elle peut étre étendue
3 une fonction continne dans tout lintervalle (0,1>.) A tout >0 et
2 tont @ de Dintervalle (0,15 on peut faire correspondre un nombre é(a,z)
dont les propriétés sont mentionnées dans le lemme.

THEOREME 6. Powr qu'un ensemble linéaire E soit de la forme
E={f(x)>a}, ont [(x) est une fonction approrimalivement continue, inté-
grable an sens de Riemann dans tout intervalle fini, il faut et il suffit que

(122)  Ee My,
(123) {E-FrEi=0.

Démonstration. Tuoe fonction f(x) intégrable an sens de Riemann
est bornée dans chaque intervalle fini. Une fonetion continue approxi-
mativement et hornée est la dérivée de son intégrale de Lebesgue (Den-
joy [1], p. 172). Une tonction f(z), dérivée d’une fonction continue, est
de classe 1 de Baire, d'olt E ¢F,. Pour une fonction approximativement
continue, l'ensemble {f(z)>a} ne contient gue ses points de densité;
en tenant compte des considérations précédentes on obtient done (122).
Lo nécessité de (123) résulte du théoréme 1. II reste 4 démontrer que
1a conjonction des conditions (122) et (123) est une condition suffisante.

Lensemble F remplit les hypothéses du lemme 3, il a done toutes

les propriétés qui y sont mentionnées. En particulier E= ZFZ, oll 4 est
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une fraction binaire finie appartenant 4 'intervalle (0,15, et les ensem-
bles F; ont les propriétes {96), (97) et (99). Définissons la fonction f(z)
comme suit:

. at+supF[zeF;] powr =zcE,
(124) fay=1 7

a pour zeCE.

(Dans cette formule 1 est une fraction binaire, positive, inférieure a 1.)
Alors

& pour a<a, v

HF‘ pour a+tl>a>a.

2<e—a

{fle)za}t=

Tous les ensembles & droite du signe d’égalité sont fermés, et les com-
pléments de ces ensembles, clest-i-dire les ensembles {f(z)<<a}, sont
ouverts et f{z) est semi-continue supérieurement. On a

[ & pour a<a,
E pour a=a,
o) >al= ZF,_ pour a<a<l-ta,
A>a—g
0 pour a>l-ta.

Les ensembles &', B, 0 se composent des points de leur pleine densité.
Démontrons que les ensembles ), ¥, ont aussi cette propriété, et il en

i>a—a
résultera, en vertu du théoréme de Denjoy ([1], p. 169) que f(z) est appro-

ximativement continue. En effet, soit m,e Y F;. Il existe alors une
A»g—~a

fraction binaire 4’ telle que 1’ >a—a et @, ¢ Fy. Choisissons une fraction
binaire A" telle que 1'>1" >a—a. Alors &, ¢ FyGCFreC Y F;. Le point

i>u—a

Ty e§t done un point de densité de Pensemble Fy, a fortiori, de 1'en-
semble Y F,.

A>a—a
Démontrons maintenant que la fonction f(x) est intégrable au sens
de Riemann. Pour a<a et a>1+a, on a

(125) Frif(a)>a}=0.

Pour a—a de Vintervalle (0,1) et pour tont £>0, on choisit d’abord
le nombre é(a—a,¢) dont les propriétés sont mentionnées dams la partie
finale du lemme 3, puis les fractions binaires 4, et 1, telles que

0<h—~ata<dla—a.e) e O<a—a—l<dla—a,s).
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Alors Int F;, CF, C{f(x) > a}CH,,. Il en résulte d’aprés (96)
(126) Fr {f(® >a}CF,—Int Fy, .

Bu vertu de (97), on a [IntF,|=|F,|. En vertu de la partie finale du
lemme 3, on a alors [F;,—F;|<e. Les 2 derniéres relations et (99)
donnent |[F»— IntFy|<e, 4’0o, en tenant compte de (126), on a
[Fr{f(z) >a}|<e. Le nombre & étant arbitraire on obtient. d'aprés (125).

|Fr {f{z) >a}|=0 pour aza.

I’ensemble des nombres a, pour lesquels |Fr{f(z)>a]|>0, se compose
done d’un nombre a. En vertu du théordme 4, ensemble des points de
discontinuité de la fonection f(z) est de mesure nulle. Comme il résulte
de (124) que a<j(x)<a-+-1, la fonetion f{z) est intégrable au sens de
Riemann dans chaque intervalle fini.
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