Sur Pégalité 2%=yx,,

par
J. Popruzenko (£61%)

Le but de cette Note est d’établir une propriété générale des rela-

tions d’ordre partiel et d’en dédmire deux théorémes d’équivalence pour
Dégalité =1y, ;.

Ceci fait, je démontre une proposition équlva,lente 4 VPhypothése
du continu, qui se rattache amx problémes étudiés précédemment.

H est & remarquer dés le début que, dans les raisonnements qui
vont suivre, nous nous appuyons constamment sur 'axiome du choix.

1. Soit M un espace abstrait indénombrable de puissance m=x,
{#z>1), o — une relation d’ordre partiel existant dans M. Cette relation
est done définie dans un certain emsemble de couples formés d’éléments
de M; par hypothése, elle est non-réflexive et tramsitive.

Soit I un nombre cardinal vérifiant 1’inégalité

o) xp<I<m.

Considérons les 4 énoncés suivants:

1° Quel que soit Vensemble E (ECM) de puissance <1, il existe un
Elément a de M tel gue boa pour tout b« E.

20 Il w'existe aucun nombre cardinal T satisfaisant & Pinégalité 1< ¥< m.

3° Il ewiste une suite transfinie

(2) {@ke<a, 5

bien ordonnée selon la relation g?) ef contenant, pour tout a ¢ M, un terme a;
tel gque apa;.

4° I existe un ensemble K de puwsanoe m el que, K, étant Pensemble
de tous ses fléments ¢ salisfaisant & la condition cpa, on a K, <1, quel que
soit ae M.

Nous ne savons pas si ces énoncés sont vrais ou non.

Quoi qu’il en soit, nous allons démontrer que la proposition suivante
est vraie:

1) 0. éd. gue Tindgalité £< & eniraine lowjours Q.

icm
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LevwmB. L'existence simulianée des propriétés 1°-2° entraine celle des
propriéiés 3°-4°, et réciproquement.

Démonstration. I. Supposons les conditions 1° et 2° remplies.

En premier lieu, vo Dinégalité (1), il résulte de 2° qu’il existe un
nombre ordinal 21>0 tel que p=21+1, =8 et m=wny;. On conclut
de 13, en vertu d’un théoréme connu de PArithmétique des nombres
transfinis, que w;.:, dont Pindice est de premidre espéce, est un nombre
initial régulier.

Ceci étant, soit

(3) {pﬂ}q<m1+l

une suite transfinie composée de tous les éléments de M et contenant
chacun d’enx une seule fois. Définissons une suite transfinie extraite
de (3) en procédant comme il suit.

Posons ay=po="2g, 7=0.

£ étant un nombre ordinal satisfaisant & inégalité 0 < & <maii,
supposons que Pon ait déja défini tous les indiees 7,, donc aussi tous
les termes a,=p,,, pour 0<y<&. Soit 5 le plus petit nombre <wzsr
vérifiant l’mévahté 7, <7® pour 0 <y<&; en vertu de la régularité du
nombre w1, un tel nombre 7 existe. La puissance 7° de l’ensemble
de tous les termes de la suite {p,},cp €tant <@;y=m, on 2 d’aprés (1)
et 20, 7°< 1, d’ou il résulte, en vertu de 1°, qu'il existe un élément p de M
tel que p,ep pour n<7n° Soit p, le premier terme de la suite (3) ayant
cette propriété. On a évidemment % >9° >y, (0 <y < §). Posons =7
et ag=py,.

On définit ainsi par induction une suite de la forme (2), extraite
de la suite (3), et l'on vérifie aussitét qu’elle satisfait 4 la condition 3°.

8i 'on désigne par K l’ensemble de tous ses termes, on obtient un
ensemble ayant la propriété 4e.

Tl est ainsi démontré que la coexistence des propriétés 1° et 2° en-
traine celle des propriétés 3° et 4°.

II. Supposons que les affirmations 3° et 4° soient vraies.

Démontrons d’abord que, dans cette hypothése, le nombre w, est
régulier.

En effet, supposons le contraire. Alors, il existe un nombre ordinal o,
et une snite croissante de nombres ordinaux {£,}s<q, tels que

4) Go <y
et
(5) lim &,=w, -
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Soit ¢ un Slément de K. Soit £ le premier indice dans la suite (2) tel
que coag. Soit ¢ le premier nombre ordinal <a, tel que 56 >E&; un
1el nombre existe d’aprés (5).

On a done aspas,, ce qui donne coay,. Posons o '=o(e).

(ette fonction se trouve ainsi définie d'une fagon univoque pour
tout ¢ e K. Comme linégalité (4) entraine o, <o,==m, Pensemble de ses
valeurs est de puissance <m.

D’autre part, d'aprés la définition méme,

cel, LR
4ol

{6) E=2 K,,% .
cek

La formule (6) entraine done, en conséquence de la propriété 40

rapprochée de Dinégalité (1),
E<lg,<m,

contrairement 3 la condition K=m. Ceci démontre que w, est un nombre
initial régulier.

Cette propriété établie, les conditions 1° et 2° en sont des consé-
quences immédiates.

En effet, soit ECH un ensemble quelconque de puissance <I. Dé-
signons, pour b € E, par &, le premier indice dans la suite (2) pour lequel
boay; un tel ay, existe toujours en vertn de la condition 3° supposée
vraie. Comme I'ensemble de tous ces termes est de puissance <I<m=uw,,
il existe dans la suite (2), d’aprés la régularité démontrée du nombre o,
un terme ag, d’ordre plug élevé que tous les a;,. Il vient alors beas,eas,
pour tout b e E, ce qui démontre la propriété 1o

Supposons maintenant qu’il existe un nombre cardinal ¥ satisfaisant
B Pinégalité 1<f<m et soit K, un sous-ensemble de K de puissance f.
En faisant correspondre & tout élément ¢ de K, un terme a; de la suite (2)
de sorte que l'on ait cpay, on constate comme plus hant qu'il existe
dans (2) un terme ay tel que coay pour tout ¢e K,. Il s’en suit ~’

—KaEIDKl b
4ol
Ko > Ei=1>1,

<n contradiction avec 4°. Ceci démontre la propriété 20 et achéve la dé-
monstration du Lemme.
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2. Appliquons maintenant le résultat acquis dans certains espaces
concrets.

Posons dans (1) [=s; et interprétons Pespace SH comme celui des
suites transfinies de type «; formées de nombres ordinanx < m;. Pour
la puissance M, on obtient alors la formule

M=m=I=2"=x,.

Solent a={as}ico, et b={f:}icn, deux éléments de M.

Convenons d’éerive a<lb loraqu’il existe un indice £=£, tel que
as < fs pour &,<f<w;, et dans ce cas seulement.

11 est clair que la relation << établit dans M un ordre partiel. Nous
pouvons Pidentifier avee la relation o envisagée plus haut.

Supposons que w, soit un nombre initial régulier. Je dis que, dans
cette hypothése, la propriété 1° peut étre démontrée pour la relation <.
En effet, soit ECHM un ensemble de puissance <1 et 50it {by}ycm, UNE
suite transfinie quelconque formée de tous ses éléments (on y pose au
besoin b,=(0,0,...) & partir d’un certain indice n=17,).

On a done

by=(a, a7 0y dly.0)
oll £y, p<w; et af <w;.

Posons
(7) yi= " al

n<t

pour 0<E<w;. La série du second membre montre que y, est toujours
un nombre ordinal, qu’il vérifie 'inégalité y; s> al® pour £3£, 0<§ <,
et que lon a, pour w; régulier, y; <@, donc y;<w,. D’aprés ces consi-
dérations, si I'on pose
(8) a={ye+1}ecm; »
on obtient un élément de T satisfaisant & la condition b-Ja pour tout
beR, ce qui démontre la propriété 1°.
Cela permet d’établir le théoréme d'équivalence que voici:
TrEOREME 1. Pour que Uon ail

(9) =1 (130),

il suffit et, si le nombre w; est régulier, il faul que les deux propositions sui-
vantes sotent simullanément vraies:
(P,) Il eviste une suite transfinie

(10) {8rhn<a



Artur


152 : J. Popruzenko

dont les lermes sont des suites de lype w, de nombres ordinawy <@, bien
ordonnée selon la relation < ei ayant la propriété swivante: & toute suile
s de lype w; composée de nombres ordinaux <w;, appartenant ¢ (10) ou
non, correspond un terme s, de (10) tel que s<s,.

(P,) I existe une famille F de puissance %, se composant de swiles
de lype o, de nombres ordinaur <w; telle que, s étant une suite arbitraire
de cette mature, appartenant & F ou non, Vensemble de toultes les suiles ¢
de F vérifiont la relaiion 1-<s est de puissance <w;.

Pour i=0, on retrouve le résultat di & M.M. F. Rothberger ([2],
p. 223) et 'W. Sierpinski.

Posons maintenant m=2 =2M=y, et définissons M comme I'espace
de toutes les suites de type w; formées de nombres ordinaux < w,. On
a alors

M= = (2 = (2N =M=, =1 .

La relation < conservant son sems, on voit que si Fon admet la
propriété 2o, qui entraine dans nos conditions Iégalité (9), la propriété 1°
se laisse démontrer sans aucune restriction. En effet, nous aurons alors
w,=w41; ce nombre étant régulier, les nombres y; de la formule (7)
(ol on & maintenant o} < w;4.) satisferont toujours & I'inégalité y: <wiia
et fourniront la suite (8) appartenant & G et satisfaisant & 1°.

Désignons par (Q;) {(i=1,2) les propositions qu’on obtient de (P;)
{i=1,2) en y remplacant Pexpression ,de nombres ordinaux < w;“ par
»de nombres ordinaux < e,%. D’aprés notre Lemme, le théoréme suivant
est vrai:

TtorkMe II. Dégalité (9) équivaut a Uaffirmation simultanée des
propositions (Qy) ef (Qs).

(Dans ce théoréme, la restriction: ,si le nombre w, est régulier”
n’intervient pas.)

8. Les recherches de 8. Braun et W. Sierpifiski [1] sur le méme sujet
reposent sur une idée différente. Les méthodes imaginées par ces auteurs
admettent plusieurs applications. i

En les modifiant, convenablement, on démontre le théoréme suivant
qui se rattache 4 notre Théoréme II:

THEOB.EME IOX. Pour qu'il n'existe aucun nombre cardinal inier-
médm.tre entre T=1x; et 2':&,‘, il faut et il suffit qu'il existe une famille &
de puissance x, se composant de suiles de type w; de nombres ordinaus <w,
e jouissant de la propriélé suivante: quelle que soit la suite s= {aglecn,
de cetie nature (appartenant & G ou non), Vensemble des suiles t= {Bslrco
de G telles que o 5 f; pour 0<E<w; est de puissance <w; (comp. [1]1
p. 6, Théoréme I} (Proposgition (P))). ,
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Nous omettons la démonstration, car ce n'est que le cas particulier
olt A=0 qui nous intéresse ici. Dans ce cas, on obtient I’équivalence
suivante:

Dégalité 2%=x, équivaut & Dewisience d’une famille G, de puissame‘
du continu, composée de suites infinies de nombres ordinauw finis ou dé-
nombrables et jouissant de la propriété suivante: quelle que soit la suile
infinie 8== (01, 0p,...) 0% @<y, Vensemble des suites t=(fy,Bs,..) d& @
telles que o5 f; pour i=1,2,... est au plus dénombrable.

Nous nous proposons d’éliminer le transfini de cet énoncé et d’établir
une condition équivalente 4 I’hypothése du continu basée uniquement
sur les propriétés des suites infinies d’entiers positifs.

Dans ce but, introduisons les notations snivantes:

Soit

T= (11, Mgy erey My oe-)
une suite infinie d’entiers positifs. Désignons, d’une maniére générale,
par (t) le nombre irrationnel

(t)z'— +— +...+1—— -}—...

Par II' (=90,1,2,...) désignons la suite

= {npgn}  (1=1,2,..)
extraite de la suite 1.

a et b étant deux suites, nous n'écrirons a=b que dans le cas ol
ces suites sont identiques.

Cela posé, démontrons le théoréme suivant:

TrBorEME IV. Pour que Don ait 2%=1,, il faut & il suffit qu'il exisie
une famille @ de puissance 9% de suites infinies d’entiers positifs jouissant
de la propriété swivante: quelle que soit la suite s de cette nature (apparte-
nant & D ou mon), I'ensemble des suites t de @ telles que LI pour
i=1,2,... est aw plus dénombrable. .

Démonstration. I. La condition est nécessaire. On s’appuie sur
1a propriété suivante des gystémes dénombrables de suites infinies d’en-
tiers positifs: )

Sy (M Moy erey Wy orr)y OB i=1,2,..., éfant un tel systéme, il existe
une suite s différente de toutes les suites s; et satisfaisant & la condition
T =II% pour i=1,2,...

En effet, on définit une telle suite & en posant

I'={nfa+1}  (G=1,25)
et
M=, (i=1,2,..)-
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Ceci établi, admettons D'égalité 2% —x,. Il existe alors une suite
transfinie de type o, formée de toutes les suites infinies d’entiers po-
sitifs et contenant chacune d’elles une seule fois. En s'appuyant tou-
jours sur la propriété démontrée tout & I’heure, on définit par induction
une suite extraite de la suite mentionnée, également de type w,, dont
Pensemble des termes représente la famille @ demandée.

Le raisonnement ne différe en rien de celui que nous avons déja
employé plus hant (démonstration du Lemme, I).

II. La condition est suffisante. La famille & satisfaisant aux con-
ditions du Théoréme, il existe une application de @ an continn, soit & I'in-
tervalle I={0<y<1], ce que nous mettons en évidence en éerivant,
pourt e @, 1=4" (y ¢ I). Cecl posé, définissons, pour tout ¢ naturel et tout z
irrationnel de Pintervalle 0 <ux <1, les ensembles 4% par la formule

(11) Ai=F 1 e®, (ITh)=2z}.
¥y

Ces ensembles jouissent, d'aprés leur définition méme, des deux pro-
priétés suivantes:

(12) I=34, (i=1,2,.),

x

la sommation s’étendant toujours i tous les nombres irrationnels z de
Pintervalle 0 <z <1, et

(13) Adl=0  (i=1,2,..)
pour z#x'.
Démontrons que, quelle que soit la suite 2, (i=1,2,...) de nombres z,
P'ensemble
(19 D=1-V"4%
fusc

est an plus dénombrable (comp. [1], p. 3 - 4, Proposition (Q). Voir aussi [3]
p. 15-18, Proposition P,). ’
En effet, soit

Définissons la suite s en posant

IIl=(1,1,..) et H,':(fni,m;,...)
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pour i=1,2,... Considérons un nombre y, de ensemble D et la suife
correspondante #¢ appartenant 4 @. Dlaprés (14), on a y,,eAx, pour
i=1,2,..., @’oh il résulte d’aprés (11) que ([Th)== (1T7), done aussi [Tim=#I1]
pour z_l,d,... Or, I’ensemble de toutes les suites & de la famille &
satisfaisant & ce systdéme de conditions étant par hypothése au plus dé-
nombrable, il en est de méme de ’ensemble de leurs indices y. Comme
tout nombre y, de D ¥ est contenn, on a D<x,.

Soit maintenant N un sous-ensemble indénomhrable de I.

Je dis qu'il existe un indice i=1, tel que

(13) ' NAl2o
pour tout indice x. En effet, dans le cas contraire, il existerait pour tout ¢
naturel un nombre irrationnel z;, 0 <x; <1, tel que \A,, =0. On aunrait

done, d’aprés (14), NCD, ce qui est impossible puisque D est au plus

dénombrable.
La formule (13) établie, on a d’aprés (12)

y=y N 42,

’olt il résulte, en vertu de (13) et (15), que N=2%.

Comme N est un sous-ensemble indénombrable arbitraire de I, ceel
démontre 1égalité 2™ =x, .

Le Théoréme IV est ainsi établi.
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