Sur une méthode de métrisation complete
de certains espaces d’ensembles compacts
par
K. Kuratowski (Warszawa)

La méthode dont il est question dans cet ouvrage!) permet, parmi
autres, de métriser de facon compléte les espaces suivants:

A. Tespace LOYY) des sous-ensembles compacts LC” (10calement
connexes en dimensions < an sens d’homotopie) d'un espace complet ¥,

B. Pespace l¢'(9/) des sous-ensembles compacts l¢® (localement con-
nexes en dimensions <» au sens d’homologie) d’'un espace complet ¥/,

C. Yespace P(&,Y) des fonections continues (partielles) définies sur
des sous-ensembles compacts d’un espace complet & et dont les valeurs
appartiennent & un espace complet %/,

D. Pespace P(¥Y) des sous-continus localement connexes d'un espace
complet .

La méme méthode permet aussi de métriser de facon compléte, pour
tout espace complet ¥ de dimension finie, ’espace de tous les sous-
-ensembles compacts de ¥ qui sont des rétractes absolus de voisinage ).
Ces ensembles coincident en effet avee les ensembles LC" ol n est la
dimension de ¥/.

Premidre partie. Théorémes sur la métrisation compléte

1. Rappelons d’abord le théoréme suivant (voir [6], p. 80):

THEOREME 1. Soit & wun espace métrique. Imaginons que & est un
espace L (de Fréchet) par rapport & la convergence, désignée par o;— .
Admeltons que cette convergence entraine la convergence délerminée par la
distance:

(1) (=) ==> (Um |o— 3]=0) .
I—00
1) Présenté & la Société Polonaize de Mathématiques, Section de Varsovie, le

25 février 1955. )
2} Ce probleme a été résolu sur une autre voie par K. Borsuk [2].
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Admettons, en outre, que f,,f,,... est une suite de fonctions défimies

r &, & valeurs réelles et continues relativement 4 la convergence m;—>x.
Admettons enfin que toule suite z,@y,.., qui satisfait @ la condition de
Cauchy et pour laquelle toute suite Tl@1) s Fu @) 5o (pOUFr m=1,2,...) est
bornée, converge vers un élément x de &: wi—.

Dans ces hypothéses, en posant pour tout couple x,y de & :

L ) —Ful)
—yl+ ML Dy
| ggm l+{fm(w)"fm('y)i

on attribue & & le caractére dun espace complet®) et la ,nouwvelle distance”
est conforme & la convergence w;—x, ¢'esi-i-dire que

2) o

(3) (lim g, — 2] = 0) = (&, ~x) .
>0
Nous déduirons du théoréme 1 le théoréme suivant qui est plus

maniable pour les applications dont il est question dans cet ouvrage.

TEEOREME 2. Soit & wn espace métrique. Imaginons que Don a fail
correspondre & tout point % de & wune fonction positive non déeroissante
ox(t), 0% 0<<t <1, ef telle que ¢ (t)<1.

Nous dirons que la suite xy,m,,... ,converge vers x au sens de Uopé-
ration ¢ — en symbole m,—>m - lorsqu elle converge au sens de la distance,

¢’est-a-dire que

(4) lim |z —z|=0,
el qu’en outre e

(3) limpy(t)

Admetions gque toute suile @,,x,,...
ainst qu’a la condition suivanie

=g,(t) 8% la fonction @, est continue awu point t.

qui satisfail & la condition de Cauchy,

(6) inf @y, (£) >0 quel que soit t>0, ,

converge vers un élément & de & au sens de Dopération ¢, c'est-a-dire que
Xi—=>P.
e -

Dans cette hypothése, on peut introduire dans Vespace & ume ,nouvelle
distance”, que nous désignerons par |r—y|, conforme i la convergence
&>, cest-d-dire que

L4

(7) (lim o~ o= 0) = (@ o),

et telle que par rapport & cetle distance Vespace E soit complel.

3} Un espace métrique est dit complet lorsque toute suite de ses points qui satis-
fait & la condition de Cauchy converge vers un point de cet espace.
Slﬂ
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Plus précisément, en posani
1jm

(8) fulm)=1: [ @t

on définit la nouvelle distance par la formule (2).

Démonstration. En vertu du théoréme 1, tout revient & démon-
trer que:

1° f.(x) est une fonction continue de  (dans le sens de la conver-
gence g),

20 gi la suite fo(2),fm(®e)y ...
tion (6) est satisfaite. )

Afin d’établir 1°, posons «;—+ 2. L'égalité (5) est done réalisée presque

?

est bornée quel que soit m, la condi-

partout. Comme en outre les fonctions g, sont uniformément bornées,
on a

1/m Ijim

f Ox(t)dt==Tm j gu(t)dt, clest-d-dive  f,(x)=1m f.(z;).
0 i~

=00
Pour établir 2°, posons

p(§)=inf g 0) .

Supposons, contrairement & (6), que y(I))=0 pour un #,>0. La fonec-
tion y étant non-décroissante, il vient y(8)=0 pour tout f<t,.
Soit m>1/t,. T1 vient p(1/m)=0 et Q’autre part

1/m

o 11
! (pxi(t) ar< E Px; (%) ’
dou
1m X .
s | 1. . 1 1 /1
inf Hat< = e | — ) ===} =
i J #ult) m nilflp ‘(m) my<m) 0.

La saite f,(ay),fn(®),... est done non-bhornée.
' Remarques. 1. 8i Dhypothése du théoréme 2 est satisfaite, la con-
dition 2;—~x équivaut & la condition (&) rapprochée de (6).
@
C’est une conséquence directe du fait que les fonctions ¢, sont non-
-décroissantes et positives pour >0,
2. Dans le cas particulier ok la condition (4) tmplique (5), on peut

remplacer dans le théoréme 2 la condition z;—~ % par la condition (4).
L4

Car dans ce cas, ces deux conditions sont équivalentes.
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2. La possibilité d’appliquer le théoréme 2 & la métrisation des
espaces d’ensembles possédant I'une des quatre propriétés citées dans
D’introduction, repose tout d’abord sur le fait que les définitions de ces
propriétés sont équivalentes & des conditions de la forme4):

(9) T adtyn,

« étant une fonction propositionnelle de trois variables z, t et u, ou ¢ et %
parcourent Pintervalle 0 <z <1 et ¢ parcourt un espace complet M donné
(ou bien — comme dans le cas C — un sous-ensemble de cet espace).
En outre, « satisfait aux deux implications sulvantes:

(0 <w’ <u)ou(t,u)=> a{t,w')y, (O<t <t)a(t',u)=> at,u}.

A savoir:

(A) La condition A4 ¢ LC(Y) s’exprime par la condition (9) en
posant ):

(10) asltyn)= [ [l8t(Sm)<ul= X (FCII6Qm-r) <11},
S f*

ol la variable f parcourt les espaces A%m avee m=1,2,...,1, f* parcourt
A%m+1 et la variable A parcourt Pespace S (métrisé par la distance de

Hausdortf ) de tous les sous-ensembles compacts non vides de l’espace
complet Y (cf. le lemme du N© 3).

4 L'opérateur logique ] signifie ,quel que soit £”. Y sigmifie il existe un ¢
1 t
tel que”.
5) Le diamétre de V'ensemble X, cest-i-dire la borne supérieure des distances
des points de X, est désignée par &(X).
X étant compact (au sens de Fréchet, cf. [4], p. 90) et Y métrique, ¥ désigne

Tespace des fonctions continues définies sur X et & valeurs dans Y. La distance de

deux éléments f et g de TX est définie par 1'égalité

[f—g|=sup |[fl@)—g(x)]-
Gns1, Ol 2320, désigne la boule composée des points (wy,%s, ..., %as1) de T'espace
euclidien 4 n-+1 dimensions fels que

ait ot <L

En remplagant dans cette inégalité < par =, on obtient la définition de la
sphére Sn.

Nous convenons que (, se compose du point 0 et que S-1 est l'ensemble vide.
Un ensemble est done LO™ lorsquwil est non vide.

fcg veut dire que la fonction g est un prolongement de la fonction f.

¢ En posant ¢(p,X)=1inf|p—x| ou = parcourt X, on appelle distance de Haus-
dorff de deux ensembles bornés et non vides 4 et B, dénotée par dist(4,B), 1a borne
supérieure des nombres g(x,B) ol z €A et g(y,4) ot y eB.
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{B) D'une facon analogue, 4 «lo*(%Y) équivaut % la condition (9)
en posant

(11) autyn)=[] {[a(r)<u] = > (I’:@L)[é(L)<t]},
r Z .

olt la variable I’ parcourt les cycles (de Vietoris) de dimension m <n
situés sur 4 et L parcourt les chaines de dimension <m--1 situées sar A.

(C) Pour obtenir une condition équivalente & feP(&,,%,), on
pose dans (9):

(12) asitym)= [ ((la—a'|<u)y= (@)~ ()| <1},

xx EA,

ol A, désigne I’ensemble des arguments de la fonction f dont les valeurs
appartiennent & ; iei le role de Pespace SH joue Despace des sous-en-
sembles compacts non vides du produit cartésien F,x Y, des espaces
complets &, et Y, (f étant coneu comme sous-ensemble de EoX Y,
et parcourant les sous-ensembles compacts de Fox Y, qui représentent
des fonctions).

(D) @ et y étant deux points dun continu, désignons par o (2,¥)
leur distance relative, c’est-i-dire le diametre du plus petit sous~cocntinu
de O qui contient ces points; la propriété d’étre un continu Ilocalement
connexe équivaut & la continuité de la distance relative (cf. [5], p. 181);
elle s’exprime done par la coundition (9) en y posant: 7

(13) ag(ty )= [ [ {(Jo—a'| <w)= [oifw,a") <1} .
xx'eC

Tci le v6le de Vespace M joue Despace des sous-continus d’un espace
complet donné /.
. Désigp(?ns, d'une fagon générale, par & ’ensemble des # satisfaisant
& la condition (9). Comme sous-ensemble de l’espace métrique K, Pes-
pace & est métr%que. En méme temps, & peut &tre muni d*une notion
de convergence, imposée par la fonction propositionnelle o (et qui, en
gé.néral, est différente de la notion de convergence qui dérive de la mé-
trique de Pespace &). (Pest bien ,la convergence au sens de Popération ¢
(ef. No 1, théoréme 2), cette opération étant définie pour tout xe &,
comme suit 7): ,
(34} @u{t), o 0<<t<1, est la borne supérieure des mombres w tels que

Bt @ a.l,u).

) Le sens topoloﬂxque de cette convers ence sera ana.lvse de [)lllS rés dans les
=) ) P
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On econstate aussitét que:

1o @, est une fonction non-décroissante de la variable i,

20 p (1) >0 quel que soit £>0.

On parvient ainsi & la counclusion gue, pour pouvoir métriser l'es-
pace & de facon compléte conformément & la convergence z;—, il suffit

@
de démontrer que l’hyj)ot-hése du théoréme 2 est satisfaite; la formule (2)
donne alors la métrique demandée.

La démonstration de I’hypothése du théoréme 2 se raméne dans
chacun des quatre cas considérés & la démonstration des deux proposi-
tions suivantes (en tenant compte du fait que Pespace SM est complet):

PROPOSITION 1. &;,&,,... étant une suite d’éléments de & et @ — un
élément de M satisfaisant auw conditions (4) et (8), on a ze &.

PROPOSITION 2. &,y ,®s,... elant une suite d’éléments de &, les con-
ditions (4) et (6) entrainent (D).

" Remarque. La condition (6) égquivaut &

(15) nznaxi(tf“) .

En effet, en supposant que la condition (6) est satisfaite, & tout ¢
correspond un % >0 tel que, quel que soit 4, on a u<<@y(t), done que
ax(t,u). La condition (13) est done satisfaite.

Inversement, en admetfant la condition (13), il existe, pour ¢ fixe,
un % tel que a.f(t,u) pour i=1,2,.. et que O<Tu<t, On a done se-
Ton (14) 4 < pyft), d’olt Vindgalité (6).

Tl est & remarquer que la condition (15) signifie que les éléments
By, @,... jouissent uniformément de la propriété (9) (en intervertant
Vordre des opérateurs ), et [[, on n’affirmerait que le fait que tous les

éléments #,,%;,... jounissent dg la propriété (9), mais en général u dépen-
derait de 14).

Ainsi, dans les cas (A) et (B), la condition (15) signifie que les en-
sembles Ay, Ay, ... sont uniformément LC" resp. lev; dans les cas (C) et (D) —
elle veut dire que les fonctions fi,fsy..., resp. les fonctions o sec,) -
sont dgalement continues. ,

3. LEMME. ¥ étant wn espace complet, la famille de fous ses sous-
-ensembles compacts (non vides), méirisée par lo distance de Hausdorff,
est un espace completl.

Démonstration. L'espace de tous les sous-ensembles bornés ef
fermés (non vides) de ¥ étant complet (Qaprés un théoréme de Hahn,
of. [4], p. 314}, il s’agit de démontrer que 1a famille considérée constitue

!
un sous-ensemble fermé de cet espace.
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Soient donce A4, 4d,,... une suite de sous-ensembles compacts de Y
telle que

(16) lim dlist (A;,4)=0.

>

Il g'agit de montrer que A est compact.
Soit p; e 4 pour j=1,2,... Posons &=dist(4;,4). Donc lim g=0.
Soit i—»c0

(17) Goedi et g —pil<e.
T’ensemble 4, étant compact, la suite g ,q1,... contient une sous-
-suite convergente; soit
(18) lim ge=q €4, .
J-roe

D'une facon analogue, soib

(19) lim gom, =g, € 4,
joro !

et ainsi de suite.
La suite gy,¢s,..., ainsi définie, satisfait 4 la condition de Canchy,
car d’aprés (17)

141""“1_ Q?,mk,I <ete, dol IQ1— 921 < &8,

et d'une fagon générale |g—¢,|< g2 .
L’espace ¥ étant complet, soit

(20) q:.]lj_]:n .
Daprés (16) g<4. Nous allons démontrer que la suite DryPsy-er

contient une suite partielle qui converge vers ¢ (ce qui achévera la dé-
monstration du lemme).

Supposons par contre qu'il exigte wn 80 tel que
(21) Ipi—gl>0

pour tout ¢ subfisamment grand. Soit conformément % (20) ¢ wn indice
tel que
(22) l6i—q|<<6/8 et g<b/3.

Diaprés la définition de ¢; (cf. (18) et (19)), 11 existe un nombre #; aussi
grand que Pon veut et tel que '

(Gir— i <8/3 ,

d’ol, en vertu de (17) et (22), |9r,— ¢| <4, contrairement & (21).
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Deuxiéme partie. Applications

A. L’espace LO™Y)

4. A étant un ensemble compact non vide, désignons par a%(f) la
borne supérieure des nombres u <t tels que toute fonetion fe A% satis-
faisant & Uinégalité 6[f(Sm)]<u admet une extension j*e 4% telle
que [ (@Qm+)] <t quel que soit m<n.

La fonction a4(f) coincide évidemment avee la fonction gf) de
la formule (14), o étant défini par 1’équivalence (10).

Dans le cas olt # est fixe — cas qui interviendra d’habitude dans
la suite — nous omettrons l'indice n en éerivant ay(t) au lieu de aj(t).

THEOREME A. Soit Y un espace complel. En posant pour tout couple
d’éléments A et B de LC(Y) (pour n fize):

R

m=1
ot

on attribue & LC"(Y) le caraciére dun espace méirique complet tel que, pour
que Von ait

(23) lim ¢ (4, 4)=0,

ot Ay, A,,... appartiennent & LC(Y), i faut et 4l suffit que

(24) lim dist (4;,4) =0

j~>00
et que les ensembles Ay,4,,... soient uniformément 8) LC"®).

Pour déduire ce théoréme du théoréme 2 du No 1, il s'agit de dé-
montrer les deux théorémes suivants (cf. la remarque 1 du Ne 1y les pro-
positions 1 et 2 et la remarque du N° 2):

%) Rappelons (cf. la remarque du N° 2) que les ensembles A,,4d,,... sont dits
uniformément LO™ (pour n fixe) lorsqu'a tout £>> 0 correspond un x>~ Oatel que toute
fonction feA’*fm pour laquelle df(Sm}<u admet une extension f*e A7+l telle que
Bf*(Qmia) <<t quel que soient 4=1,2,... et m<<n. .

9) (Pest-d-dire que la métrique o est conforme & la convergence réguliére au sens
de Curtis (qui signifie que P’égalité (24) a lieu et que les ensembles Ay, 4, ... sont uni-
formément LO™). Voir [3] et cf. [10] pour le cas des ensembles len.
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THEOREME A,. Y éant complet of A, 4,,... appartenant & Lo,
les conditions (24) et
{25) inf a4(f) >0 quel que soit >0,

entrainent A « LCY(Y).

THEOREME A,. Les ensembles A, A, 4,,..
les conditions (24) et (25) impliquent que

appartenant & LC(Y),

(26) Lim a(t) =a4(t)

pour tout t qui est wn point de continuité de la fonction ay.

5. Notations et théorémes suxiliaires. On .constate aussi-

1ot que:

(27) dyt) <ai@)<t,

{28) a;'()=t,

(29) les conditions Feddn m<n et 8f<as(t)?®) impliquent Vemistence
@une fonction *e A% telle que FCI* et Of*<t,

(30) la condition au(t)<n<t impligue Vexwistence d’un m<n et dune
fonelion feA“Y’" telle que Of<n et qui wadmet aucune exiension
e A% avee of*<t,

BL) O<t <l <1=>a4(t) <aut').

Remarqgue. La fonction aj(t) peut étre, en général, discontinue
par rapport & chacune des variables: ¢ et 4.

Pour s’en convaincre, désignons par A Vare o=i, 0<p<{w (en
coordonnées polaires). Il viént

t pour O0<<i<i,
(32) dty=1% pour f<i<i,
i pour F<i<1.

La fonetion a%(t) est done discontinue au point t=4i.

Soit, en second liew, 4; Parc o=1/4-+1f, 0 <<p<§n. Il vient a}(})
=1/4+1/i (pour £>4), tandis que aj(4)=4. Comme A, converge vers 4,
a%(1) n'est pas une fohctionnelle continne de A.

1) Pour abréger nous écrivons df au Heu de df(X), lorsque X est Vensemble des
arguments de la fonction f.
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Définition. La fonetion bj() est définie par induetion comme suif:
(33) b O=az'(t),

(34) ) ' Vi) =0T ah(/4)].
En particulier:

ba(t)=1ai(t/4), bi(t)=

On vérifie facilement que

Yl fsan(t/4)] .

(35) st A est un LC" on a bi(t)>0 pour i>0,
(36) Db(t) est une fonction non déeroissante de t,
(37) ba)<vi(t ),
(38) ba(t) <as(f) <
Nous allons démontrer que la condition (23) implique la suivante:
(39) h:lf ba,(t) >0 quel que soit t>0.
Procédons par induction. Pour #=—1 cette implication est une

congéquence de (33).
Admettons qu’elle soit vraie pour n—1. Soit {>0. Posons

(£0) t'=inf aj(i/4) .
D’aprés (25), ¢ >0. Selon (27) on a pour tout #>0

mf ay ) > mf ay(u)y>0.

Il en résulte par hypothése (en posant u=1'/4) que
inf b (t'/4) >0
11 existe donc un >0 tel que

(41) bW 4) > pour  i=1,2,..

Comme Q’autre part (selon (40)) aj(t/4)=>t', il vient d’aprés (34),
(36) et (41):
=05 () > e,

Ba) =, Tha(ti4)]
d’olt Vinégalité (39).
6. LEMNME 1. Etant donndes deun fonctions f,g e ys, on a
S[g(FN <8I (EN+2l9—T1-

Car |g(2)—g(@")| < |g(e)—](@)|+]f(@)—f@)|+]f (@) —g )]
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LEMME 2. Soient A et B deux ensembles compacts, dont le premier
est un LC". Soit P wn polytope simplicial de dimension <n-1; soient
FfeB" et t>0. BEn supposant que

(42) dist (4,B)<bi(t),
il emiste une fonction ge AT telle que
(43) lg—fl<t.
Plus encore: en supposant que P est un polytope de dimension arbi-
traire, que P, est wn sous-polytope de P tel que
(44) dim (P—Py)<n+1,
et que g, AT, ou 1)
(4B) 90— (/1Po) | < ba(t)
on peut assujettir la fonction g & la condition supplémentaire qu’elle soit
une extension de la fonclion g,
(46) g,Cge AT,

Démonstration. Procédons par induction.

1. Pour n=-—1, P—P, est un polytope de dimension 0, ¢’est-i-dire
un ensemble fini de points: P—Py=(py,..,Pm). En outre b7 (f)=%. On
définit la fonction ge AT en admettant que g(p)=g,(p) pour PpeP, et
que g(p;), pour j=1,2,...,m, est un point de l’ensemble 4 tel que

lglp)—Fmy)|<t.

L’existence d’un tel point résulte de la condition (42).

2. Admettons que le lemme est vrai pour un entier n—1 (ol n3>0);
nous allons 1’établir pour #.

1 est évidemment légitime d’admettre que les simplexes (ouverts)
4; de la décomposition gimpliciale du polytope P=) A, sont suffisam-
ment pebits pour que ’on ait, pour tout 3,
(47) O[f ()] <<} aa(t/4) .

Boit P; le polytope P, augmenté de tous les simplexes A; de dimen-
gion <n.

On a done dim(P;—P,)<n. D'aprés (42) et (34) on a
(48) dist (4, B)<bi ' [{a(t/4)]

1) Nous désignons par f|P la fonction partielle, qui ’obtient de f en restreignant
la variabilité de son argument i I’ensemble P.

icm
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et d’aprés (43):
(49) lgo— (f1Po) | < T4 aalt/4)] -

A étant un LO™™, le lemme est donc applicable pour le cas de n—1;
on en déduit Dexistence d'uune fonction he A™ telle que

(50) lh—(flP)|<Lay(t/f) et
Soit A; un simplexe contenu dans P—P,. Par définition de Py, le
bord A; de A; est contenu dans Pi; les fonetions k et f P, sont done dé-
finies sur 4;. D’aprés le lemme 1 et (30), il vient
SLA(A )T <O AN+ 2R —(f1Py) | <8Lf (AN +1 ai(t/4) 5
d’oh en vertu de (47)
(31) ' S[h(A) ] <wialt/4).

Tlensemble 4 étant un LC" et A—j étanj: de _dimension n—+1 (dqne
homéomorphe 3 la boule @,..1) la fonetion k= h|1; admet une extension
continue g’ sur A telle que (ef. (29)):

(562) ofgi(An1<t/4.

On peut admettre de plus que cette extension a été exéeutée simmltané-
ment pour tous les simplexes 4; de P—P;, de sorte que

goCh .

(53) WCged”
et
(54) 6[g(4;)1<t/+ pour tout j.

Trinégalité (43) en résulte. En effet, dans le cas olt x € Py, %’inégali:cé
|g(@)—71(m)| <t vésulte de (50) et (53). Dans le cas oll ze A;, soilt ' ed,
il vient , , :

g (2)— @)} < |g(@)—g (@) +ig(@)— f@)+]f @) —F(2)]
< 8[g (A ]+ h— (fI P+ 8[f (4] <t
selon (33), (30) eb (47). .
Tinalement, (46) résulte de (50) et (53).
LEMME 3. Soient A et B deuw ensembles LC» compacts, t>0 et

(55) 0<e<ault) ).
En supposant que
(56) dist (A, B)<b[bale/2)],
on a
(57) . a4(t) <aglt+e)+e.

) Désormais nous éerivons a,(f) au lieu de () et b(f) an lien de b(t), n étant
considéré comme fixe.
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Démonstration. Soit fe B, oi m <n, et
(58) of <aq(t)—e.

L’inégalité (56) implique en vertu du lemme 2 (pour P=4d,) 'exis-
tence d’une fonction ge A% telle que

(59) lg—Fl<ba(e/2).
Il en vésulte d’aprés le lemme 1 et les formules (38) et (58) que
89 <Of+ 2|g—f| <8 + e <au(t) .
La fonction g admet donc (cf. (29)) une extension g*e 4%+ telle que
(60) o<t
Comme d’autre part, les formules (56) et (59) entrainent:
|7 —(g"1Sm)| <bsle/2),

il existe d’aprés le lemme 2 (en remplagant P par Qu.., P, par Sn,
f par g* et g, par ) une extension f*e B%1 de f telle que

(62) P g¥i<ef2.

Il en résulte d’aprés le lemme 1 et la formule (60) que

(61) dist (4, B)<ba(e/2) et

(63) o <ogrF2iff —g*l<tte.

Nous parvenons ainsi & la conclusion que toute fonction feBJ"
(o m<(n), satisfaisant & la condition (58), admet une extension fe B
telle que 6f*<t+e. On a donc (ef. (30)):

ag(t+¢&) > aqf)—e,
Q’ott Pinégalité (57).

7. Démonstration du théoréme A;. Soient n>0 et t>0. Par
bypothese U'inégalité (25), done V’inégalité (39) est remplie. Il existe par
conséquent un % >0 tel que

(64) by(t2)>w  pour

Soit fe A (m<n) ot
(65) Sf <.

i=1,2,..

Pour prouver que 4 « LO( c;I/), il suffit de démontrer que la fonction f
admet une extension f*e A%+ gelle que

(66) of* < t.

icm

Sur une méthode de métrisation complete 127

Soient «; et f; deux nombres positifs tels que
(67) a;<}b,(1j21+2%)  pour
(68) ) ﬂi<bA,(ai) pour

i=1,2,...,
j=1,2,...
On peut admettre en outre que
(69) Ly > Uy > e

En remplagant la suite 4,,4,,... par une suite exfraite d’une fagon
convenable, on peut admettre aussi (conformément & (24)) que

(70) dist (4,4;)<f; pour i=1,2,..
D’aprés (70) et (68) il vient
(71) dist (4, A;)<ba(as)

et on déduit du lemme 2 lexistence d’une fonction ;fie_A,-S'" telle que
(72) lfi—fl<e pour i=1,2,..

Par conséquent (cf. le lemme 1, (65), (72), (64) et (67))

8 <O+ 21fi—F<u 20 <2D 4 (82)

d’ol (ef. (34))
(73) 8fi <@g (t]2) .

Nous allons définir par induction une suite de fonctions ff, i=1,2,...,
satisfaisant & la condition de Cauchy ainsi gqn’aux conditions:

(74) HiCfre AP,
(75) o<+ i+-+Q)),
(76) fha— ] <t/22.

Pour i==1 lexistence de la fonction f; satisfaisant aux conditions
(74) et (75) résulte directement de l'inégalité (73).

Admettons que, pour un i donné, la fonction ff satisfasse anx con-
ditions (74) et (75). Or il vient, d’aprés (70), (68) et (69),

dist (A;, Aior) <PiF-Brrr<tit a1 <24,
d’olr gelon (67) .
(17) dist (A, Apyr) <ba, (52717 -

Dantre part, selon (72), (69) et (67),

(78) {fi=fr| <ot ar+1.<2“i<b4i+1(t/2i+2> :
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En appliquant le lemme 2 (en y remplagant A par A;q, B par 4,
f par ¥ et g, par fi1), on déduit de (77) eb (78) Vexistence d'une fone-
tion f%.; telle que

fraCfiae Alns

i+1

et que Linégalité (76) est satisfaite.
Il en résulte en vertu du lemme 1 et de (75) que
8t <Off + 24— A<t b @)

Tlexistence de la suite de fonctions ff satisfaisant aux conditions
(74)-(76) se trouve ainsi établie par induction. En outre, il résulte aussitot
de linégalité (76) que cette suite satisfait & la condition de Cauchy. L'es-
pace fonetionnel y%l étant complet, cette suite est convergente: soit
(79) ffp)=Lmfi(p) powr peQui.

Comme f(p) ¢ 4;, il vient f*(p) ¢ 4, d’olt f*« A% Puis, en vertu
de (74), on a pour pedn, [Hp)=7F{p) et comme, selon (67), im ¢;=0,

il vient d’aprés (72) Lim fi(p)=7J(p), Aol fCr~
Finalement on djg(;ouit (66) de linégalité ofF <t, qui est une consé-
quence divecte de (73).
8. Démonstration du théoréme A, (p.122). La démonstration
se compose de deux parties:
1o Tim a,t) < au(t) .
i—00

Soit ¢ un nombre positff fixe. D'aprés (25) il existe un £>0 tel que

{80) e<aqft) pour i=1,2,..

Posons o=b4(e/2). D’aprés (25) et (39) il existe un #>0 tel que
(81)

n<bafe) pour i=1,2,..

D’aprés (24) il vient dist(d;, A)<n pour ¢ suffisamment grand, d’ol
selon (81)

(82) dist (A;, 4)<bafba(2/2)] .
Les formules (80) et (82) implignent en vertu du lemme 3 que
aa(t) <ault+e)+e,
d’or
(83) lim a (1) <axlt+e)+e.
i—00

En faisant tendre e vers 0 ¢t en tenant compte de la continuité de la
fonction a4 au point ¢, on déduit de (83) l'inégalité 1°.
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20 auf) <Hm ay(f).

Soit 1>0 fixe. Soit

(84) O<e<ay(t2).

On a par conséquent 2z:<f, d’oit t/2<t—e. La fonetion a, étant
non-décroissante, il vient a(t/2) <au(l—e) et Q’aprés (84)

(85) . e<<at—&).

Soit, conformément & (39), »>0 tel que

(86) n<bale/2) pour i=1,2,..

D’aprés (24), on a pour ¢ suffisamment grand
dist (4, A;)<bu(n),
d’ol selon (86),

G dist (4, 4;) <balbafe[2)] -

En remplacant, dans le lemme 3, B par A; et ¢ par {—e&, on conclut
des formules (85) et (87) que l'on a (pour ¢ suffisamment grand)
ast—e) <aqt)+e,
d’ot
(88) aut—e)<limay(t)+e.

Comme dans la premiére partie de la démonstration, on fait tendre &
vers 0 et on déduit 2° de (88).

B. L’espace Ic"(Y)

En me basant sur les résultats de M. Begle [1], j'ai démontré dans
la note [6] comment la méthode générale exposée ici pouvait étre appli-
quée au cas d’ensembles l¢". La marche des raisonnements est d’ailleurs
tout & fait analogue & celle du chapitre A (et réciproquement, I’idée di-
rectrice des démonstrations du chapitre A m’a été suggérée par Iouvrage
cité de M. Begle).

C. L’espace P (¥, %)
9, Conformément aux notations adoptées au N° 2 (formule (14)) nous
posons, pour tout fe P(F,Y),

@r(t) = borne supérieure des nombres u <t tels que
(89) lo—a'|<u=|f(z)-fz')|<1,

quels que soient les points o et o' de A
Fundamenta Mathematicae. T. XLIII. 9
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II en résulte aussitét gue:
(90) jo—a'|<egs(t)=f () — (=) <1,
(91) i gty <n<t, il emiste un couple =, z' tel que

le—a'|<n et |f{@)—f(a)]>1.

Remarque. La fonction gq(t) est évidemment une fonction non-
-décroissante de largument . Oependant, elle n’est pas nécessairement
continue. Pour s’en convaincre considérons la fonction f(x) égale & —uyp
pour £<C0 et & 2 pour x>0, et restreignons la variahilité de z & Vinter-
valle — <o <1.

On constate aussitét que ge(})=1, tandis que Pp(t)=1/2 pour t<i.

La fonction ¢ff) peut &tre aussi discontinue par rapport & la va-
riable f. Désignons, dans ce but, par f; la fonction { définie auparavant,
sauf que la vaviabilité de x est restreinte & I'intervalle —1/4—-1ji<w<].
11 vient @(3)=1, tandis que orld)=14.

Nous allons établir le théoréme suivant:

TaEOREME C. Soient & et Y deur espaces complets. Bn posant pour
tout couple d'éléments f et g de P(E,Y)

(92) I —gl=dist (f,9)+ 'L %ﬁuﬁggf} ,
m=1 = (Rl f)— Bm\g),

1/m

SAN=1: [ ev)at,
1]

on atiribue & P(X,Y) le caractére dun espace complet.
En outre, pour que Pon ait

(93) lim ||f—f]=0,
il faut et 4l suffit que
(94) lim dist (4, 4,)=0

et que la convergence de f, & f soit continue, c'est-i-dire que:
(95) (}_igl =) (i€ dz)@e Ap) = (im fi(w) = (x)) .

Avant d’aborder la démonstration de

ce théoréme, rappelonsg le.
théoréme auxiliaire suivant: )RR
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TaEOREME C, ). La condition (94), rapprochée de la convergence con-
tinue de la suite f,,f,,..., équivaut & la condition

(96) lim dist (f;,/)=0 .
o0

Par conséquent, pour déduire le théoréme C du théoréme 2 dun
Ne 1 (p. 113), il suffit de tenir compte de la remarque 2 du No 1 et d’éta-
blir les deux théorémes suivants (cf. les propositions 1 et 2 du Ne 2):

THEOREME C,. f,fa,... élant une suite d’éléments de P(F,Y) assu-
jettie aux conditions

(97) lim dist (f;, F)=0
=00
[24
(98) il.]f 1) >0 quel que soit 1>0,

ona FeP(X,¥Y).

THROREME C,. f,fi,fay... Slant une suite d’éléments de P(F,Y) satis-
faisant & la condition (96), done (@aprés le théoréme C,) aux conditions
(94) et (95), on a
(99) Hm g (t) = /(1)

pour tout point de continusté de la fonction .

10. Démonsgtration du théoréme C,. L’ensemble F étant com-
pact, il s’agit de prouver qu'il représente une fonction, c’est-a-dire qu’il
ne contient aucun couple (z,y) et (z,y’) tel que ys~y'.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi et posons t={y—y’|. D’apraés (97),
il existe denx suites z,,%,,... et o1,2i,... telles que
lim #;==2=1im %},

-0

i—oo

lim f{@)=y, lmf=)=y".
On en conclut que [fi{z)—fi{x)|>1/2 pour 4 suffisamment grand,
d’ot (ef. (90)) @5(t/2) <|w—af|. Comme, d'autre part, lim lo—|=0,

il vient lm g(3/2)=0; mais cela contredit la condition (98).
>0

11. Démonstration du théoréme C,. Seoit {>0 un point de
continnité de la fonetion ¢;. La suite g, (i),@n(t), ... étant bornée, il s’agm
— pour établir (99) — de démontrer que, <p,kl(t),¢fk2(t),... étant une suite

convergente arbitraire (avee I, <ky<<..}, on &

}im o (D=g,(1) .

1) (le théordme a été établi dans [7] sous I'hypothése de compacité des espaces

& et Y. La démonstration dans le cas o & et ¥ sont complets ne demande que des
légéres modifications.

g%
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Posons, pour ahréger,

(100) n=lim gy, (1)
Il g’agit donc de montrer que
(101) g=gt), e'est-d-dire que <Al et @) <7n.

Afin d6tablir la premiére des inégalités (101), il est évidemment
1égitime d’admettre que #>0.

Soient x et 2’ deux points de A, tels que
(102)
Comme % <t, Pinégalité 7 < ¢(t) sera établie (conformément & (91)) dés
que nous aurons démontré que
{103) [flm)—7 (@) <?.

Or, d’aprds (94), il existe deux suites de points @,,a,... et @;,2i,...
telles que
(104)

|le—'| <7 .

o' =lim xj,
00

x=Llim 2, oy, i€ Ap, -

=00

Il en résulte d’aprés (102) que |@—x;|<<n, done selon (100) que
w;~m;|<q:fk‘(t) pour 4 suffisamment grand. Par- conséquent (cf. (90)):

(105) fralem) — fro(ai) | < T
D’autre part, les conditions (104) impliquent (ef. (95)) que
(106) lim fi(@)=f(x) et lim fi(a))=f(z"),

d’ott on tire (103) en vertu de (105).

Passons i la démonstration de D'inégalité ¢(t) <7.

1l est évidemment légitime d’admettre que n<<t, donc que zpf,__i(t) <t.
Il existe done (cf. (91)) pour ¢ suffisamment grand, un couple de points
;o7 tel que
(107)

lo—ai|<gp()+1/4 et |fi(@)—feloh)] >t

Sang restreindre la généralité, on peut admettre que les snites @, 2,,...
et o1,%:,... sont convergentes, donc que la condition (104) est satisfaite.
On en conclut en raison de (95) que les dgalités (106) sont satisfaites.
Les formules (107}, (104) et (100) donnent [2—a'| <7 et, en méme temps,
les formules (107) et (106) donnent

if@)—f2)|>t, o

quel gue soit £>0.
11 en résulte (cf. (90)) que @(t—e) <7. En tenant compte de la con-
tinuité de la fonection ¢ au point #, on en conclut que g (1) <7.

1f(@)—fla)|>1—e
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D. L’espace (YY)

12. ¢ étant un continu localement connexe et oclw,y) désignant la

distance relative des points = et y de O (¢f. No 2, (D)), posons
@c(t)= borne supérieure des nombres w <t tels que

(108) lo—a'i<u= glw,0") <1,

quels que soient les points x et o' de 1),
Nous allons établir le théoréme suivant:

THEOREME D ). Soit Y wn espace complet. En posant pour tout
couple de sous-continus O et K de Y-

1 7m{C)—ru(K)]

(0K =dish (€,10+ D) 1+ O) =IO}
m iy ‘

m=1
ol
1/m

r(C)=1: [ g ()di,
0
on atiribue & PB(Y) le caractére d'wn espace complet.
En outre, pour que lon ait
(109) lim y(C;,0)=0,
=00
il faut et il suffit que >

(110) lim dist (C;, C)= 0

et que la distance relative Oc, Lonverge vers g de fagon continue; c'est-a-dive
que les conditions

(111) lma=2, limai=2, o&t @,aieC; e wz,3°¢0,
i—00 . f-r00
entrainent
(112) lim Qci(mf"”;)z ec(m, ) .
i—00

Afin de déduire ce théoréme du théoréme 2 du N° 1 (p. 115), il s’agit
(en tenant compte de la remarque 1 du Ne 1) d’établir les trois théorémes
suivants:

1) On peut démontrer que qyc(t):a"c(t) dang le sens établi au N© 4.

1) La métrisation compléte de I'espace PB(Y) peut &tre obtenue — d’une fagon
moing directe et moins élémentaire — comme cas particulier du théoréme A du N© 4,
p. 121 (cas out n=0). Le méme probléme a été résolu par 8. Mazurkiewicz sur une voie
différente [8].
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THEOREME D,. Soit C,,0C,,... une suite de conlinus localement con-
nexes satisfaisant o Végalité (110). La condition

(113) il;lf "’c{(t)>0 quel que soit 1>0,
équivaut alors & lo convergence continue de oc, Vers g..

THEOREME D,. Cy,C,,... élant une suile de continus localement con-
nexes salisfaisant aoux conditions (110) et (113), C est un continu localement
connexe.

THEOREME D,. €, 0, C,,... élant une suite de continus localement
connexes satisfaisant aux conditions (110) et (113), on a

(114) lim g, (1) =olt)

pour towt point de continuité de la fonction g .

13. Démonstration du théoréme D,. Admettons d’abord que
la formule (113) est satisfaite. Il s’agit de démontrer qu’en admettant
les formules (110) et (111), on a (112).

Soit K; un sous-continu de C; tel que

(115) myaieK; ot O(K)= QC.($i;$§) .

L’ensemble C+C,+ 0,4 ... étant compact (en vertu de (110)), la
suite K,,K,,... contient une sous-suite convergente K, ,K,,,...; soit K
82 limite. Il vient

w0 e KCO ot S(K)=limé(K;),
d’olt en vertu de (115):
(116) o@, @) < Hm g, (@;,,@},) .

On a done

(117) e, ') <Tim g (o, ai)
i—o0

Nous allong établir & présent 1’inégalité

(118) Im o (@1,7) < e (®,)

qui rapprochée de (117) donnera (112).
Soit ¢>0. Nous allons montrer que I’on a pour 7 suffisaament grand

(119) oc %y 31) <o l@,u')+ 3¢ 5

cela suffira évidemment pour en déduire la formule (118).
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Posons conformément & (113)

(120) 0<n<int wc‘(e) .

Soit ¢ un nombre suffisamment grand pour que Lon ait (conformé-
ment & (110) et & (111)):
(121) dist (C:, O) <n/4,

i —z|<yd, |zm—a|<n/d.

Soit A un sous-continu de ¢ unissant = & 2" et tel que

(122) S(K)= o (®,%') .

S0it &= PgyPys,Pas .- ;P =2 un systéme fini de points extraits de K
tels que

(123) lpj—pj._11<’i7/2 pour j=1,2,..,k.

Conformément & (121), il existe pour tout % un point ¢, de C; tel que

(124)  qo=wm, qu=u} et |gy—p;|<n/t j=0,1,...,k.

Dlaprés (123), (124) et (120), il vient

pour

|G- il < <o) -
On 2 donc selon (108)

L)Ci(q"'i"l’qi])<8 pour ]":1,2,...,76,

ce qui veunt dire qu'il existe un systéme de conbinus Qn,Qizyee 1 Qik
tels que
(125)

Q-0 €@ C0: et 8(Qu)<e.

Posons K;=Q;+ ...+ Qy. K est done un sous-continu de C; unis-
sant @; & 2. Nous allons montrer que

(126) SR <gw,a)+3e,

Qoit on déduira D'inégalité (119).
En effet, ¢ et o étant deux points arbitraires de Ky, soient a eQ;
et o’ €@Qr. On a done, en appliquant les formules (123), (124), (122)
et (120):
la— o' | < 6(Qu)+1gi— |+ 0(@ir)
< 2e+{gy—py|+gir—pr|+ 10 —Ps
< Qe /2 8(I0) < g lw ) + 3¢,

d’olt résulte linégalité (126).
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Passons & la deuxiéme partie de la démonstration. Admettons que
pour un $>0 fixe on @

(127) inf g, (1)=0.

Il existe dome (ef. (108)) deux suites de points Try T (1=1,2,...)
extraits de O, tels que

(128) lim |y, — o}, | =0
ob i—>00
(129) gcki(wk‘,w,gl) >t.
On peut admebtre que ces suites sont convergentes:
(130) lim oy, = 3= 1im @, -
i-s00 i—~c0

D’aprés (110), w e C et on peut définir évidemment les points z; et z;
pour les indices ¢ qui n’appartiennent pas & la suite %y, kyy .. de fagon
& satisfaire aux conditions (111).

D’autre part, on constate aussitét en tenant compte de (129) que
I'égalité (112) n’est pas réalisée (puisque g (z,2)=0).

14. Démonstration du théoréme D,. ¢ étant un continu, il
s'agit de prouver que, # étant un point fixe de C, & tout ¢>0 correspond
un 7>0 tel que, pour tout point &' de C satisfaisant 3 la condition

(1s1) o] <1,
on a
(132) oz, ') <e.

L'inégalité (113) étant remplie par hypothése, nous allons montrer
" 4ue pour u on peut prendre tout nombre satisfaisant & la condition (120).

En effet, vu D'égalité (110), il existe deux suites By yLyy.re €6 21,24,
satisfaisant aux eonditions (111).

On a par conséquent, en vertu de (131) et (120),

l:vf—w,-’[<77<¢q(8)

pour ¢ suffisamment grand.
Il en résulte (cf. (108)) que Qci(ﬂi,.’l?,f)<8. Lrégalité (112) dtanut satis-
faite en raison du théoréme 1, on en tire Pinégalité (132)

15. Démonstration du théoréme D,. La démonstration est
tout-a-fait analogue & ecelle du théordme C,.

Soit, pour ¢ fixe, e, (t),qock (t),... une suite convergente:
1 3

(133) 7=1lm P, (t).
14

i-0
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Il s’agit de montrer que

(134)  m=g.(t), Clest-a-dire que <o t) et Pty <n.

Admettons que 5>0. Soient et z' denx points de C tels que
(135) le—a'| <7

et admettons conformément & (110) que les relations (111) sont remplies.

Il vient, d’aprés (111), (135) et (133), pour ¢ suffissmment grand,

|m;——w;|<qack(l), d’otr on conelut que gck(m,,m;)gt. D’antre part, on a
1 1 .

par hypothése l’inégalité (113), donc d’aprés le théoréme D,, la condi-
tion (111) implique (112); il vient par conséquent
(136) oclT,2) <1,

Nous parvenons ainsi & la conclusion gque Pinégalité (135) implique
(136); on en déduit la premiére inégalité (134).
Pour établir la denxiéme, posons n<t, d’ol

(137) 7, (1<t

pour ¢ suffisasmment grand. Il existe done un couple de points ;e Cj,
tel que

(138) |7 — | <ge,()+1fi et g, (@, @) >1.

En admettant (ce qui est évidemment légitime) que les suites z;,%,, ...
et o1,22,... sont convergentes, donc que les formules (111) sont satis-
faites, il vient en vertu de (138), (137) et (112):

le—a'|<n et pylz,2)>i>t—e,

quel que soit &>0. ' )
Autrement dit @ (t—e) <7. La fonetion ¢, étant continue au point i,

Ia deuxidme inégalité (134) en résnlte anssitot.
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Sur une propriété des nombres ordinaux

par
W. Sierpinski (Warszawa)

Le but de cette Note est de démontrer, sans utiliser les formes eca-
noniques des nombres ordinaux, le théoréme suivant:

THEOREME 1. m ef n étant deur nombres naturels donnés gquelcongues
(égaum ow non) les égalités ap=pa et a"f'="a™ sont équivalentes pour
les nombres ordinaux o et p.

LEMME 1. 8% a et § sont des nombres ordinauz tels que af >fa et si
m et 1w sont des nombres naturels, on a a"'p" > e,

Démonstration du lemme 1. Soit ¢ un nombre naturel et sup-
Posons que le lemme 1 est vrai pour les nombres natur Is m et n, ol m<Cs
et n<s (ce qui est vrai pour s=1, puisque af > fBa). Soit n un nombre
naturel <s: on a done a'f">g"a’. Or, si n>1, on a af =" e et si
n=1 alors (vu que >0, puisque af > Ba) on trouve ef"'=p""a. En
tout cas on a done af™ >, On a ainsi (vu que a>0) &=
=a(@'f") > a(f'a) = af(F"70') > fa (8" o) = (of") & >B(8 ) =fa" T,
On a ainsi &™'g" > "™ pour n<Cs. Or, soit m un nombre naturel <s4-1:
on a done a"F'>p0" et d"f>pd", Aol d"—(d"F)p> (Fd") f=
=8(a"f) > p(Bd")= g d", done "B > 0™, Le lemme 1 est done vrai
pour m <s+1 et n<s+1. La démonstration du lemme 1 résulte done par
induction (par rapport & s).

On voit aisément qu'en modifiant un peu la démonstration du
lemme 1 on obtient le

LeMuMe 2. 81 « et B sont des nombres ordinaux tels que af >Pa et si
m et i sont des nombres naturels, on a o™ = p'a™

En échangeant les lettres a et A ainsi que les lettres m et », on ob-
tient tout de suite des lemmes 1 et 2 les deux lemmes suivants:

LEMME 3. 8i a et § sont des nombres ordinauz tels que af<fa et si
m et n sont des nombres naturels, on a o™ <fa™.

Levme 4. 8i a et B sont des nombres ordinaux lels que aff <fa et si
m e n sont des nombres naturels, on a o”f" <p"d".
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