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{d) There ewists an ascending transfinite sequence of power equal to the
smallest cardinal s higher than 2%, of order-types of power <2% each,
If (d) is not true, so that some Cp has power >w, i. 6. >2% then

if we use this C; instead of 2((w.)) in the foregoing, it is clear that mem-

bers {C} of the ascending sequence can be defined for all y having po-

wer <, 4.6

{e) There exists an ascending transfinite sequence of power eqha,l to. the
smallest cardinal number R’ higher than s, (the smallest cardinal
Righer than 2%) of order-types each having power <x.

These can be looked upon as the analogues of the result proved by
Sierpifiski [6], namely that there exists a descending sequence of power
2% of order-types having power 2 each.

I wish to thank Dr. M. Venketaraman for his help in preparing this
note.
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Sur certains ensembles indénombrables singuliers
de nombres irrationnels

par
J. Popruzenko (Lod7)

Dans ce Mémoire, je m’occupe de certains phénoménes mathémati-
ques qui ont été découverts et étudiés par d’autres auteurs 4 laide de
I’hypothése du continu. On trouve ces questions dans les sections 2 et 3du
présent travail.

Tes raisonnements qui vont suivre et dont le but prineipal est d’éli-
miner les prémisses hypothétiques des démonstrations de Pexistence de
ces phénoménes reposent sur la notion d’ordre de croissance des suites
infinies d’entiers positifs, done —au fond — sur les propriétés des rela-
tions d’ordre partiel. Nous commencons par établir un théoréme général
a ce sujet.

1. Ensembles fondamentaux. Soit S un espace abstrait indé-
nombrable quelconque. Soit ¢ une relation dont le champ d’existence est
un certain ensemble de couples formés d’éléments de M. Il est supposé
que g établit dans M un ordre partiel. Tne telle relation est done par
hypothese

1o non-réflexive
et

20 transitive.

Cles deux conditions supposées remplies, nous pouvons préeiser cer-
taines notions, dont nous nous servirons constamment dans la suite.

Un ensemble N sera dit borné selon la relation ¢ lorsqu’il existe un
élément ¢ de M tel que pog quel que soit p e N.

Une suite transfinie {ps}s; formée de certains éleménts de M sera
dite bien ordonnée selon la relation o en type @ordre & lorsque inégalité
£ <& «<b entraine toujours peopy.

Elle sera dite saturée selon la relation o si, en outre, I'ensemble de ses
termes n’est pas borné selon la méme relation.

Nous supposons que la relation o est assujettie & une condition sup-
plémentaire, essentielle pour nos raisonnements.

Fundamenta Mathematicae, T. XLII. 21


GUEST


320

J. Popruzenko

Voici cette condition:

3°  Quelle que soit la suite po, 1, s, ... déléments de H, finie ou dénom-
brable, bien ordonnée selon o en type @ordre 8,0 <w,, il ewiste wn élément q
de M tel que p,pq pour n<é.

On peut exprimer cette propriété en disant: qu'une telle suite n’est
jamais saturée selon la relation g.

Il importe de remarquer que la condition 30 peut &tre mise dans la
forme équivalente suivante:

3*  Aucune suite transfinie déléments de M, bien ordonnée par la
relation o en un type d'ordre dénombrable, n'est saturée selon cette relation,

En effet, soit 6 un nombre ordinal de la deuxiéme classe; soit {p;),
la suite considérée.

Supposons & de seconde espéce. Alors, il existe une suite infinie de
nombres ordinaux croissants &£o< &< ... telle que d=1im ¢, et De, 00,
pour a<<n’. D’aprés la condition 3°, il existe wn élément"g-l)oae M tel que
Pg,0q pour n=90,1,2,...

Soit & un nombre ordinal quelconque <4d. Pour une valeur de n
suffisamment grande, on a £<¢&, et Peops, d’oli, d’aprés 20, piog. 10616-
ment g ébant, d’aprés 1°, distinet de tous les s (< 6), cela démontre notre
assertion pour 4 de seconde espdce.

Pour les nombres de premiére espéce, elle est une conséquence im-
médiate des conditions 1°-3°,

Posons maintenant la définition suivante, qui est fondamentale pour
tous nos raisonnements.

<

Définition I. Nous dirons qu'un ensemble N est fondamental par
Tapport 4 la relation ¢ ou — tout court — fondamental lorsque les sous-

-ensembles de N de puissance <N sont caractérisés par la propriété d’stre
borné selon Ia relation 0.

Nous allons démontrer le théoréme d’existence suivant:

THEOREME I. IT existe dans Vespace M des ensembles indénombrables
fondamentaux par rapport & la relation 0.

Démonstration. Soit ﬁ:x,,, #=>1, et soit

e {;}r<a,
une suite transfinie composée de tous les éléments de
chaeun d’eux une seule fois. I’existence d’'une telle
on sait, de Paxiome de Zermelo.

Nous allons déterminer un engemb.
de deux opérations sueccessives.

Premier pas: nous attacherons 3 la suite (1
ordonnée et saturée selon la relation 0.

M et contenant
suite résulte, comme

le fondamental par Papplication

) une suite extraite bien
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Le procédé de détermination d’une telle suite, dont nous nous ser-
virons ici, est souvent employé dans certains cas particuliers (voir p. ex.
Sierpiiski [9], p. 306-307). I1 est & montrer que les propriétés 1°-3° de la
relation ¢ suffisent pour le réalizer dans notre cas général.

Posons by=a,=a,, (1,=0) et soit a, le premier élément de la
suite (1) tel que byga,, . La suite composée d'un seul terme b, étant bien
ordonnée selon la relation g en type d’ordre 1, un tel élément existe en
vertu de 3°. Posons b,=a,,.

On a done bypb,. D’apres 1°, les éléments b, et b, sont distincts.

Soit { un nombre ordinal satisfaisant & I'inégalité 1 <{ <w,.

Supposons que on ait déja défini les éléments b,:a,,y pour tous
les nombres y <{ de fagon 4 satisfaire aux conditions b,eb,. et n, <7,
pour y<{y'<{. Définissons b; comme le premier élément a,. de la suite
(1) tel que d,pa,, pour tout y<{, si un tel élément existe. Or les indices 7,
qui sont des nombres ordinaux différents < w,, vont en croissant avee Z.

Il en résulte que, en raisonnant de cette maniére, on atteint néces-
sairement un nombre §, indénombrable d’aprés 3* et vérifiant 1'inégalité
6<w,, tel que tous les éléments b. soient définis pour {< 6, tandis que
le terme d’ordre 6 n’existe point. La suite

(2) {brlr<o

ainsi définie satisfait & toutes les conditions exigées. Au surplus, en raison-
nant comme plus haut (propriété 3%, démonstration), on déduit aussitdt
des conditions 1°-3° que 0 est un nombre de seconde espéce non confinal
avee w,. .

Le premier pas de notre procédé opératoire est accompli.

Pour en faire le second, raisonnons comme il suit.

Le nombre de seconde espéce 8 n’est pas confinal aveec w,. Il est
évidemment confinal avec lui-méme. Par conséquent, il existe le premier
nombre ordinal g, vérifiant I'inégalité w,< <0, aveec lequel 6 soit con-
final. D’aprés un théoréme de P’Arithmétique des nombres ordinaux, ﬁ
est le nombre initial d’nne certaine classe, non postérienre 3 celle qui
contient §. On peut donc poser

B=w, ol 1<a<yu.

Considérons le nombre w,. .

En premier lieu, ce nombre est régulier?!). En effet, la propneb.é
@’&tre confinal étant transitive, I’hypothése contraire entrainerait 1’ex1:
stence d'un nombre f’, f'<< f, avec lequel 6 serait encore confinal, ce qui
est impossible d’aprés la définition méme dun nombre 3.

1) On dit qu'un nombre initial est régulier &'il n’est confinal avec aucun nombre
ordinal inférieur.
21*


GUEST


322 J. Popruzenko

En second lieu, on a pour ce nombre la formule

(3) 6=1im Z¢,
<oy
ol
4) {e<<Ce pOUr E<E <wa,

ce qui n’exprime que la propriété du nombre & d’étre confinal avec w,.

Posons n;,=17; eb by=a,.=c; pour §<w,. La suite transfinie
(8) {eelsca,

est bien ordonnée selon la relation o en type d’ordre w, et saturée selon
la méme relation. Soit 7' I’ensemble de tous ses termes. Je dis que T est
un ensemble fondamental.

En effet, soit U un sous-ensemble de T borné selon la relation .
1'1 existe done un élément ¢ de M tel que poc pour tout p e U. La suite (5)
e@t saturée selon g, la formule ¢;oc ne peut étre vraie pour tout &< w,.
ant ¢, un terme de la suite (5) tel que ¢ non ge. D’aprés 20, cette de;-
nidre formule est vraie & plus forte raison pour tout terme ¢; d’ordre plus
élevé. Tous les éléments de U se trouvent donc parmi les termes de Ia
suite {?s}ken- Or, le nombre o, étant initial, il en résulte T <@m,=T.

) Soit maintenant U, un sous-ensemble de 7' non borné selon la rela-
tion p. 'Dams ce cas, il n’existe aucun élément ¢ de SY & propriété envi-
sagée ci-dessus. En particulier, aucun élément ¢ de la suite (5) ne jouit
de gette propriété. En d’autres termes, il existe pour tout £ < w, un nombre
ordinal ¢ satisfaispnt & Pinégalité £<& <o, et tel que ¢y e U,. Désig-
nons par @(£) le plus petit des nombres &'.

La fonetion g(£) se trouve ainsi définie pour tout &< w,.
En vertu de sa définition, elle vérifie les inégalités

E<pld)<w, et

P& <gly) pour &<q
et satisfait & la condition
{6) Coey € U (& <wa).
La premiére de ces inégalités donne:
(7) lim p(&)= w,.
oy,

Yo .
Dlaprés la deuxidme rapprochée de (7), il existe un nombre de se-

conde espéce o, et une suite d’indi -
0 e suite d’indices croissants isfai
conditions {£.}0<q, satisfaisant anx

(8
&) Péa)<q(é)

0o <y,

pour og<o’'<a,
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et
(10) lim (p(f(,) ==(g.
a->0p

Or l'inégalité ¢, <w, dans la formule (8) est exclue en vertu des
tormules (9)-(10), le nombre w, étant régulier. On a done oy=w,, et la
formule (6) montre que I’ensemble T, contient tous les éléments cyq )
pour o<w,. Tous ces éléments étant distinets, on en conclut que
U,=w,=1.

La propriété d’stre borné selon la relation o est donc une condition
nécessaire et suffisante pour qu’un sous-ensemble de T' soit de puissance
<T. Bn d’autres termes, T est un ensemble fondamental.

Le Théoréme I est démontré.

Ce résultat, interprété dans espace des nombres irrationnels de
Pintervalle [0,1], fournit une méthode de résolution des probléemes de
Texistence qui se posent dans la suite.

Pour réaliser une telle interprétation, procédons de la maniére sui-
vante.

Désignons par M, lespace des suites infinies d’entiers positifs,
métrisé d’une facon queleconque ou non.

a=(0y,0s,...) &t b={(b;,by,...) étant denx éléments de GM,, écrivons
a<2b lorsqu’il existe un indice k=k, tel que ax <by pour &>k, Il est
bien évident alors que anon<a et que les formules a-gd et b<e
entrainent a<e.

Ta relation < est donc non-réflexive et transitive.

De plus, on sait que, étant donnée une famille dénombrable quel-
conque de suites infinies d’entiers positifs, il existe une suite fixe qui
les majore toutes au sens de 1a relation <. En tenant compte de ce fait,
on conclut que cette relation satisfait & plus forte raison 4 la condition 3°.
Elle jouit done des propriétés 1°-3° de la relation o. )

Interprétons maintenant ’espace M, comme celui des nombres irra-
tionnels de Pintervalle [0,1]. Soient x et y deux nombres de M, soient

_ipoaj, 1 i1 1]

“Ta e a O N R
leurs développements en fractions continues. Convenons d’écrirte 2y
lorsque les suites a=(,d,;...) €t b=(by,bs,...) sont libes par la relation
a<b au sens déterminé ci-dessus, et dans ce cas seulement. On vérifie
de suite que par cette convention se trouve définie, dans l'espace des
nombres irrationnels de Lintervalle [0,1], une relation ayant encore les
propriétés 1°-3°. ’

En conséquence, toutes les notions précédemment introduites con-
servent lenr sens pour la relation <3, interprétée soit dans Vespace des

+ ... et
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suites d’entiers positifs, soit dans celui des nombres irrationnels correg-
pondants. Le Théoréme I Iui devient applicable et garantit Pexistence
d’ensembles fondamentaux dans 1'espace M.

Formulons expressément ce résultat:

TEfoREME Ia. 1. I ewiste des ensembles de nombres irrationnels
de Pintervalle [0,1] fondamentaux par rapport & la relation <.
2. Tous ces ensembles sont indénombrables.

Il est & remarquer que le premier ensemble & cebte propriété a été
défini par M. Rothberger 2).

A c6té de ce Théoréme, il faut surtout retenir de ce qui précéde les 3
propriétés suivantes, dont nous aurons besoin au cours de nos raison-
nements.

(i)  Tout ensemble dénombrable de nombres irrationnels de Pintervalle
[0,1] est borné selon la relation <.

(i) La somme d'un nombre fini ow d’une infinité dénombrable d’ensembles
de nombres irrationnels bornés selon la rélation < est encore un en-
semble & méme propriété.

On vérifie cela par recours aux propriétés analogues des suites d’en-

tiers positifs. .

Les propriétés (i)-(ii) entrainent celle-ci:

(iii) E étant un ensemble de nombres irrationnels fondamental par rap-
port & la relation <, le nombre cardinal E ne se laisse pas représenter
dans la forme de la somme dune infinité dénombrable de nombres
cardinaur inférieurs.

En d’autres termes, si I'on pose B=— ¥, le nombre initial w, n’est
Pas confinal avec w,.

A.va.nt d’aller plus loin, nous devons mettre en évidence encore une
propriété des familles de suites infinies d’entiers positifs.

) Appelons une telle famille & complétement bornée lorsqu’il existe une
suite fixe {m,} d’entiers positifs telle que Pon ait ax<my (k=1,2,...) pour
toute suite {a;} appartenant 3 &.

Démontrons que

(iv) Chague famille bornée selon la relation < est somme au plus dénom-
brable de familles complitement bornées

E]_a effet, une famille @ étant bornée selon la relation <, soit {my}
une suite d’entiers positifs qui majore tous ses élements au sens de cetbe

*) Dans T'espace des suites, voir Rothberger [5], p. 295-296.
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’

relation. Définissons pour tout élément a=(a,,4s,...) de @ le nombre ky(a)

comme le premier indice & partir duquel on a a;<<my et posons

D= F{a e D, kya) =3} (j=1,2,...).

Puis, Aj_y=(l,l,..,l;-1) étant un systéme variable de j—1 entiers
positifs arbitraires, désignons, pour i>2, par ®j;, , ensemble de toutes
les suites de @; de la forme

(lnzar"11‘1‘—11“}5“’1'-1-11'--)'
La formule
o
P=0;+ 2 EQH»,_;:

J=2 A

ol la sommation intérieure s'étend pour tout j=2 sur tous les A;_i,
fournit la décomposition demandée.

2. Sur une suite de polyndémes entiers. Déterminons une
suite de polyndmes entiers & l'aide de la eonstruction suivante. )
Soit g(x) la fonction définie dans I'intervalle 0 <z <1 par les condi-
tions
1/g pour z=p/g#0, (p,0)=1
gley=1 1 pour z=0,
0 pour tout z irrationnel.

(11)

Cette fonction é&tant semi-continue supérieurement, soit {fa(x)} une
suite de fonetions continues satisfaisant aux conditions

(12) fi(@) = fol @) > ...
et
(13) g fal®w) = g().

Soit {P,()} une suite de polyndmes entiers tels que

{14) [fal@) — Pa()] <1/n.

Les fonctions f,{(x), done aussi P,(x), peuvent étre s:upposées .bomées
dans leur engemble. Toutes ces fonctions se laissent définir effectivement
3 partir de la fonetion g(z).

Dapres (13) et (14), on &
lim P,(x) = g(z)-

n—>0o

{15)

Nous avons b rechercher le genre de convergence de 1a suite {Pa()}-
A ce but, nous aurons besoin de certaines considérations préalables.
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TUne famille @ de suites infinies d’entiers positifs étant donnée, désig-
nons d’une maniére générale par

(16) E =Eq)

’engemble de tous les nombres irrationnels de la forme
a1l 1]
€= s ln2+...,

la suite variable {n;} parcourant tous les éléments de @. .

Réciproquement, tout ensemble E de nombres irrationnels de I'inter-
valle [0,1] définit d*une fagon univoque une famille & satisfaisant 3 (16).

La correspondance entre les éléments de ¥ et ceux de @ est évidem-
ment biunivoque.

Ces conventions faites, envisageons de plus prés la propriété (iv)
des familles & eb les conséquences qu’elle entraine pour les ensembles
correspondants de nombres irrationnels.

Démontrons le suivant

Lemve 1. Pour quiune famille @ soit complétement bornée, il faut
et il suffit que la fermeture E de Uensemble E=Ey4 ne contienne aucun
point rationnel.

Démonstration, La suffisance de cette condition résulte immédia-
tement de la proposition suivante, due & M. Sierpinski (voir Rothber-
ger [5], p. 297, Lemme 2, Démonstration):

F éant un ensemble linéaire fermé ne contenant: aucun point rationnel,
st Don pose
1], 1
T
[nf " |

pour tout e F, on a la formule

E= +..

Em

sup {Af} =m;<co  pour i=1,2,...
EeF .

Supposo_ns maintenant que la famille @ soit complétement bornée
et que la snite {m;} majore tous ses éléments 3 partir du premier terme.
On a done m<m; pour i=1,2 sy quelle que soit 15 suite {n,} apparte-
nant & @.

Pour établir 1a nécessité de la condition du Lemme, il suffit de démon-

trer que 8i les nombres (k=1,2,...) et x, vérifient les relations z el
et x,,:llclm %, alors @, est un nombre irrationnel.

Soit

S A

B T pour k=1,2,..

e

[ 2

&
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Par un caleul élémentaire on vérifie que, dans ces conditions, on

a nécessairement la formule

17) 1< lim 0 =Tm n® = nl<m,

k—00 ko0

pour i=1,2,...

En effet, supposons le contraire. Il existe alors un indice i=1, tel que
(18) lim nﬁf’< Hm nﬁf)<m,-‘7 s
k—no ko0
tandis que lm n®P=n] pour i=1,2,..,i,—1. Pour abréger Décriture,
k~yc0
posons )
f, 1 1}
(o) =r=5 = + b g

1 Mgy

In

L’ﬁléga.]ité (18) entraine, comme il est facile de voir, Pexistence de
deux suites infinies d’indices croissants, {p,} et {g.}, et de deux suites
{z,} et {z,} extraites de la suite {z;} telles que

1), 1 1,
By = o)+ = + Ly e
g } Tietr Pigya
1 1 1
s = [+
bi, Bigrr 1 Migre

ol a7 by, 80ib a;<b;. Distinguons maintenant deux cas.
1. Le nombre i, est impair.
Dans ce cas, les inégalités suivantes sont exactes.
D’abord, nous pouvons écrire:

N 1 0y Ll 1 [, 1]
('ro)+m<(ro)+]aio+l—(io) iain_}—élg(r0)+§aia+lnf:+l<mp”
ce qui donne:
(19) (ro) + T <@,
D’autre part on a
)+ =+ Mg+ <,
0 ! bx“;’l’ 1 ‘ bio 1 bio I ’/b?:_u
1] 1 | 1] 1] 1 1+L{
<(To)+m+lﬂ§:+1+]n?:+2<\-70)+ b;0+|n;’:+1 ]1
RS AU U UOPRNRE | B S DO 1 )
*(’l’u)-i-lbio'l“]wq: +1<(r0)+|bia+imio+1 o by,
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On a done ]
1] 1]y L

(20) B <0+ e F e <O

Les inégalités (19)-(20) fournissent 1’inégalité suivante:
E T <.
G 2 < ['ng + +! ?u—~1 ; + | Mygr1 lnl In,o_ b, ~ %

2. Le nombre 4, est pair.

Dans ce cas, un pareil caleul donne inégalité

l 1| 1y, 1], 1]

22 + + by +— + < &y,
) s et l Nig—1 1 blo I 'nl nt‘a—l ‘ bio | Mig+1 k

Les inégalités (21)-(22) nous montrent que Pon a dans tous les deux
a8 |@y,— % >¢>0 pour s=1,2,.., ce qui est impossible puisque la
suite {x,} est supposée convergente.

La formule (17) est ainsi démontrée. Il vient

1], 1]

Py= 1
Tl Imd

+ + ey

d’ott il résulte que x, est un nombre irrationnel.
L’ensemble E ne se compose donc que de nombres irrationnels.
Le Lemme I est démontré.

On en déduit le suivant

Lemme II. Pour qu'un ensemble B de nombres irrationnels de Uinier-
valle [0,1] soit borné selon la relation <, il faut et il suffit qu'il existe une
décomposition de la forme

{23) E=YE,,
k=1

telle que les ensembles E, (k=1,2,..) ne contiennent aucun point ra-
tionnel.

Démonstration. Supposons quun ensemble B soit borné selon la
relation <. Dans ce cas, la famille @ définie par la formule (16) se décom-
pose, d’aprés la propriété (iv), en familles complétement bornédes. Soib
D=3 &, cette décomposition. Les ensembles Ey= By, satisfont alors & la

k=1
condition (23); d’aprés le Lemme I, leurs fermetures & , (k=1,2,...) ne
contiennent aucun point rationnel.

Réciproquement, la condition du Lemme II supposée remplie, les
familles @, déterminées par les égalités ci-dessus sont, en conséquence
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du Lemme I, complétement bornées. Leur somme & est done hornée selon
1a relation <. En vertu de (16), il en est de méme de I'ensemble E.

Le Lemme IT est démontré.

Nous pouvons maintenant énoncer le snivant

TeEORBME II. Soit B un ensemble de nombres irrationnels fonda-
mental par rapport & la relation <. Alors:

(A) Aucune suite {Py,(x)}, extraite de la suite {Pu(z)}, nest _uniformé-
ment convergente dans aucun sous-ensemble de E de puissance B.

(B) E, étant un sous-ensemble de E de puissance <E, il ewiste une
suite {Ii’k} d’ensembles fermés telle que

1) Fk:
k

2) la smte {P.(x)} converge uniformément dans chague ensemble F,
(k=1,2,...).

Démonstration. Soient {Py(x)}_une suite extraite de {P,(x)}, E, —
un sous-ensemble de E de puissance E. Conformément 3 la Définition I,
Vensemble F, n’est pas borné selon la relation <.

Admettons que la suite {P,(x)} soit uniformément convergente dans
E, et posons E,=H-+D ou H est un ensemble dense en soi et D — dé-
nombrable. La suite de polyndmes {Pp(r)} étant uniformément conver-
gente dang H, elle ’est encore dans H.

D’aprés (15), la fonetion g(z) est donc continue dans H.

Or Tensemble H étant dense en soi, H est parfait. Il s'en suit que
l’ensemble H ne contient aucun point rationnel, car '’hypothése contraire
serait incompatible (vu les formules (11)) avec Ia propriété de la fonetion
g(x) d’8tre continue sur H. I’ensemble H satisfait done & la condition
du Lemme II, d’otu il résulte qu'il est borné selon la relation <. En tenant
compte des propriétés (i) et (ii), on conelut qu’il en est de méme de Pen-
semble E,, en contradiction avec ce que nous avons constaté plus haut.

Laffirmation (A) est ainsi démontrée (comp. Sierpifiski [8], p. 302).

Pour établir la propriété (B), remarquons d’abord que la suite {P,(x)}
converge uniformément dans tout ensemble fermé, situé dans I’inter-
valle [0,1] et ne contenant aucun point rationnel. En effet, F étant un tel
ensemble, la fonetion g(x) est, d’aprés (11), continue (identiquement nulle)
dans F. Il résulte alors des formules (12)-(13), en vertu d’un théoréme
de 1'Analyse élémentaire, que la suite {f,(z)} est uniformément conver-
gente dans F. D’aprés (14) et (15), il en est de méme de la suite {P,(x)}.

Soit maintenant B, un sous-ensemble de E de puissance < E.

L’ensemble E; étant borné selon la relation <, il existe une décom-
position
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exigée par le Lemme II. La suite {P,(x)} converge alors uniformément
dans tout ensemble E. (k=1,2,..) et l'on voit quil suffit de poser
F,=E, pour démontrer I'affirmation (B).

Le Théoréme II est ainsi démontré.

Quant an phénomeéne de convergence précisé par laffirmation (4),
il importe de remarquer ce qui suit.

I’existence d’une suite convergente de fonctions réelles qui con-
verge non uniformément dans tout ensemble indénombrable fut décou-
verte par M. Sierpinski en 1928 & 'aide de Phypothése du continu (Sier-
pifiski [6], p. 84).

Dans son livre [7] on trouve (p. 46) ce résultat: 87 un ensemble lindaire
indénombrable Q jouit de la propriété (L)?3), il existe une suite infinie
fal®) (n=1,2,..) de fonctions continues d’une variable réelle qui converge
non uniformément vers 0 sur tout sous-ensemble indénombrable de Q.

La démonstration de cette proposition est indépendante de I’hypo-
thése du continu et n’admet que celle de ’existence d’ensembles de puis-
sance du continu pourvus de la propriété (L).

De plus, la singularité en question subsiste pour toute suite exiraite
de la suite {f,(x)}. Ceci résulte immédiatement de la construction (loc.
cit., p. 46-47), quoique n’a pas été formulé expressément.

Soit maintenant {g,(x)} une suite convergente de fonctions réelles
quelconques, définies dans Tintervalle [0,1].

Définition II. Nous dirons gu’un ensemble X de nombres irra-
tionnels de Pintervalle [0,1] est ensemble des singularités de la suite {g,(x)}
lorsqu’il satisfait aux deux conditions suivantes:

1. La suite {g,(»)} n’est s-uniformément convergente?) dans aucun
soug-ensemble de X de puissance X.

2. Elle T’est dans tout sous-ensemble de X de puissance <ZX.

Nous avons vu que, d’aprés le Théoréme II (confronté avee (iii)),
tout ensemble fondamental est un ensemble des singularités de la suite

3) On dit gu'nn fmsemble linéaire indénombrable Q jowit de la propriété (L) lorsque
to?ttsansemble parfait non-dense contient un ensemble au plus dénombrable de ses
points.

*) Voiei la définition de ce terme que j'ai introduite dans une Note antérieure
{[2}, p. 31):

Nouns dirons qu'une suite {f,(x)} de fonctions réelles définies dans un ensemble M

&lsstfa'-umfwmmmt convergente dans M lorsqu’ﬂ existe une décomposition de M de
a forme

o
M=,
k=1

:.glelque la suite {f(x)} converge uniformément dans chacun des ensembles I
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{P,(x)}. Nous allons démontrer maintenant que Iinclusion inverse est
aussi vraie.

Soit X un ensemble des singularités de la snite {P,(2)}.

11 est & démontrer qu’il satisfait & la condition posée dans la Défini-
tion I.

Soit X, un sous-ensemble de X de puissance <X. Je dis que Den-
semble X, est borné selon la relation <.

En effet, la suite {P.(x)} étant par hypothese cr—uniformément con-

vergente dans X, il existe une décomposition Xo—ZXk telle que la

suite {P.(2)} soit uniformément convergente dans- chacun des ensembles
X (k=1,2,...).

On peut évidemment supposer que ’ensemble X, est indénombrable.
Dans ce cas, en supprimant un ensemble dénombrable D convenablement
choisi, on obtient une nouvelle déecomposition

-X — A= (Xh + (sz ) + -

telle que les sommandes dans le second membre, présents en un nombre
fini ou en une infinité dénombrable, soient tous indénombrables et denses
en soi.

En raisonnant comme plus haut, on constate gue les ensembles
X, X..—D (j=1,2,...) ne contiennent aucun point rationnel. On en conclut,
d’apres le Lemme II, que l'ensemble X,— D est borné selon la relation <.
Tl en est donc de méme de 'ensemble X,.

Ainsi, la condition X,<X entraine pour X, la propriété d’étre borné
selon la relation <.

Soit maintenant X; un sous-ensemble de X ayant ladite pmpriété

En applicant le Lemme IT, on obtient une décomposition Xl_Z'Xk telle

que les ensembles X* ne contiennent que des points umtlonnels Il en
régulte, comme on l'a vu, que la snite {P,(x)} est uniformément conver-
gente dans X¥, done — & plus forte raison — dans X* (k=1,2,. ..). Elle est
done c-uniformément convergente dans X, ce qui entraine, en vertu de la
définition méme de Pensemble X (voir Définition IT,1), inégalité X <X

11 est démontré que tout ensemble des singularités de la suite {P.(z)}
est fondamental.

On a ainsi obtenu ce résultat:

TrEOREME III. La famille des ensembles des singularités de la suite
{P,(x)} coincide avee celle des ensembles de nombres irrationnels fondamen-
tauw par rapport & la relation <.

Notons une conséquence de ce théoréme.

Désignons par («) et (B) les deux propositions suivantes:
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(«) I existe, dans Vintervalle [0,1], un ensemble indénombrable ¢ pro-

priété (L).

(B) Tout ensemble fondamental de nombres irrationnels est de puissance
du continu. '

Le Théoréme III entraine ce

CororLLAYRE. Le couple de propositions («) e (B) équivaut & Vhypo-
thése du continu (cf. Rothberger [4], p. 225, et {30

Voici la marche du raisonnement.

La proposition («) supposée vraie, il existe un ensemble N de puis-
sance x; se composant de nombres irrationnels de Linfervalle [0,1] et
pourva de la propriété (L).

La suite {P,(z)} n’est uniformément convergente dans aueun sous-
-ensemble de N de puissance 8;, car, chaque sous-ensemble indénombrable
de N étant de deuxiéme catégorie, done — A plus forte raison — dense
dans un eert:?,m intervalle, ’hypothése contraire entrainerait nécessaive-
n%en.t Ia continuité de la fonetion g(z) dans ledit intervalle, en contra-
dietion avee les formules (11) (ef. Sierpiniski [7], p. 46-47).

% étant un nombre cardinal régulier, on en conclut que la suite
{Px(2)} n’est méme o-uniformément convergente dans aucun sous-ensemble
de N de puissance N=y,.

O-r elle l’est: d’une fagon triviale — dans tout sous-ensemble de N
de puissance <N. X est alors un ensemble des singularités de la suite
{P,(x)}, done, d’aprés le Théoréme ITI, un ensemble fondamental.
Daprés (B) il vient x,=2".

L’implication inverse est bien claire — @aprés le résultat classique
de N. Lusin et notre Théoréme Ia.

3. Sulf les ensembles concentrés. Nous appliquerons mainte-
nant la méthode développée plus haut au probléme de D’existence d’en-
sembles concentrés.

.Soient E et D deux ensembles de mombres réels dont le premier
est ‘mdénombmble et le second — dénombrable. Pour obtenir les notions
entiérement claires, introduisons les définitions suivantes:

) Définition ITI. Nous dirons que Pensemble E est concentré aw sens
stfmt autour de Uensemble D si, & désignant un ensemble ouvert variable
Pinclusion DCE entraine '

E—G<x,.

Définition IV. Nous dirons que I'ensemble B est concentré au sens

large autour de Pensemble D si, dans les mémes conditions, on a

E-G<E.
5i Pon admet que x,= 2", ces définitions coincident.
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Dans ce cas, on a le résultat suivant di & M. Besicoviteh ([1], p. 289) <

Légalité »,=2" implique Dewisience dun ensemble de puissance du
confinu concentré (au sens strict, bien entendu) autour d’un certain ensemble
dénombrable.

Je ne sais pas si Pon peut démontrer cette proposition sans faire
appel 4 Phypothése du continu. Chez M. Besicoviteh, cette prémisse est
inévitable car sa démonstration repose sur la possibilité de ranger toutes
les fonctions décroissantes d'une variable réelle en une suite transfinie
de type ;.

Ieci, je me propose de résoudre un probléme plus facile — celui de Pe-
xistence d’ensembles concentrés au sens large. La démonstration qui va
suivre est indépendante de Vhypothése du continu et ne s’appuit que
sur les propriétés des ensembles fondamentaux.

Démontrons d’abord certaines propositions auxiliaires.

Les symholes E et @ ayant le sens déterminé par la formule (16),
derivons le nombre z, variable dans E, dans la forme

. 1 1 , 1
(24) I——-‘;-E; ]—(?2+...T1—(l;+....,
o la suite variable {a;} parcourt tous les éléments de la famille .

Soit R® (k=0,1,2,...) I'ensemble de tous les réduits d’ordre k que
I'on rencontre dans les développements (24). R® ne contient done qu’un
seul nombre p®=0, EY se compose de certains nombres p® de la forme
o®=1/a, (a, —un entier positif) et généralement, en écrivant le déve-
loppement (24) dans la forme

i { 1
L -‘-—1;‘ +.‘.+,—-1— Fny

; 7
rar ias i

&=

on définit RY comme 1’ensemble de tous les nombres distinets de la forme

1t 1] 1]
Q(k)z__‘_i__xi_i_“__{_ =
llﬁ !az ‘ ax
que lon obtient pour .re E.
Posons
o0
(25) . Re =k§0R§§".

T’ensemble (dénombrable) Rg ainsi défini, démontrons le suivant

LEMvE ITI (comp. Sierpinski [8], p. 303, Lemme). Soit G un ensemble
linéaire ouvert contenant Uensemble Rg.

I1 existe une suite infinie dentiers positifs {my} ayant cetie proprieté:

S8i reE et si Pon rencontre dans le développement (24) du mombre =
Pinégalité a,>m; pour au moins une valeur de Vindice %, alors z € G-
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Démonstration. Désignons, pour tout entier positif m, par 4,
Pintervalle fermé [0,1/m]. by,by,..., b, ¢ étant un systéme quelconque
dentiers positifs, désignons par Asp,..s U'intervalle fermé
1, 1] 1 1], 11 Lo !]
_L.
[:b mr ot T T TR T

] 2

Iespectiven ent
[l bl | bz lb k ¢ ,' ! l I

suivant que 'indice % est pair ou impair.

Nous allons déterminer la suite demandée par induction.

Le nombre ¢©@ =0 appartenant d’aprés (25) & @, il existe un entier
m, >2, suffisamment grand pour.que l'on ait A, CG et pour que en-
semble des nombres p®=1/a, de RS tels que

1<a, <m;—1

ne soit pas vide. Soit @V cet ensemble.

Tlensemble Q®, fini et non vide, étant contenu dans RE, dome,
d’aprés (25), dans @, il existe un entier m,>2 satisfaisant & la condition
double suivante:

Condition (). 1. Quel que soit le nombre g®=1/a;, de Q®, 1l existe
un entier a¢==a{p®), dépendant de p®, vérifiant 'inégalité

1<a(p®)<my—1

et tel que le nombre

l 1]
+|a(9°>) o
appartient & R2.
2. Pour tous ces ¢®, on a toujours 4,,,,CG.
Dégignons par Q® Pensemble de tous les nombres
go— 1l 1l
| ay e, | @,
de RY véritiant les inégalités

I<a<m~1
Soit maintenant k un entier >2. Supposons que Uon ait déja défini:
1) les entiers my,Myy...,My_1;

2) Tensemble Q% comme celui de tous les nombres o de RE™
vérifiant les inégalités

pour ¢=1,2.

I<g<m—1 pour i=1,2,..,k-~1;
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3) lentier my et les intervalles 4,4 .4 m, conformément & la con-
dition {¢z), que I'on obtient de (c,) par des changements bien évidents-des
indices.

Définissons 0 comme Pengemble de tous les nombres

U(k)_l - 15;_‘ — 1

@ & T e

de R¥ véritiant des inégalités

I<ag;<m—1 pour i=1,2,..,k

L’ensemble Q™ est alors fini et non vide et contenu dans G, ce qui
garantit le ‘passage & k- 1: en raisonnant comme plus haut, on définit
Pentier my.q> 2.

La suite {m;} ainsi définie, soit
(26) ‘ru:}—(s+ 1 Lot 1

lag s Lap

un nombre quelconque de Pensemble E satisfaisant & la condition du
Lemme. 11 existe alors au moins un indice & tel que o} > ing. Soit ko le
premier indice & cette propriété.

Si k=1, on a 2, € dgm,- Si ky>1, on a

27) 1<af <m;—1
pour i==1,2,...,k,—1, et
5 0
(28) g > Mg
Selon (27), le nombre
¥
[)U\n—l)—-l 4 1]
g 1 U T g
1y LT
appartient & @¥,
On a donc
i, 0, 1
T T ‘FT““GA 90 0
] A,

Dautre part, ’inégalité (28) entraine la relation

£ - 1| 1|

o T e

ed 00 0 .
a’ko—l a %o Ay By 3",
Ces deux relations montrent, d’aprés (26), que

Toedoo o .
@@y dy

On a done en tout cas zye @, ce qui démontre le Lemme IIT.

Fundamenta Mathematicae. T, XLIL. 22
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Désignons par I' un ensemble linéaire @, contenant Rg, d’ailleurs
arbitraire. )
On déduit du Lemme IIT le suivant ¢

Lemme IV. On pewt attacher & tout ensemble I' un nombre irrationnel
zy=2I") de sorte que les relations

(29) wel
et
(30) z non < x,

entrainent x eI

Démonstration. Un ensemble I' étant donné, soit {G;} une suite
d’ensembles ouverts telle que I'=@,@,... On a évidemment RzCG; pour
i=1,2,...

Soient {mP’} (i=1,2,...) les suites qui correspondent aux ensembles @;
en vertu du Lemme IIT. La famille de ces suites étant dénombrable,
il existe une suite fixe {m;} qui les majore toutes au sens de la relation <.
11 existe done, pour tout 7, un entier positif 7; tel que

(31) My > m§? pour k>1;.
Posons
1}, 1 1]
32 =1l _—i e
(32) 2, lml+jmz+'"+[mk+“"

et soit # un nombre irrationnel satisfaisant aux conditions (29) et (30).
Soit i
1], 1, 1]
]711_}_1"/2—’_ +[nk+
s?n développement en fraction continue. D’aprés la définition de la rela-
tion < pour les nombres irrationnels, la formule (30) entraine ’existen-
ce d’une suite infinie croissante d’indices {k;} pour lesquels T, > Mgy
(j=1,2 ,,...). Ox% a done d’aprés (31), pour une valeur de j suffisamment
grande, 'inégalité gy > mg’, d’otr il résulte, en vertu de la condition (29)
eb du Lemme IIT, que @« ;. Ceci étant vrai pour tout indice %, O en
conclut que x el
Le nombre z, défini par la formule (32) satisfait donc & toutes les
conditions du lemme IV, qui se trouve ainsi démontrs.

Lemve V. Powr gque Pon ait
(33) I-T<F,

quel que soit Iy il faut et il suffit_que tout sous-ensemble de E borné selon la
relation < soit de puissance <E.
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Démonstration. L’'inégalité (33) supposée vraie, soit M un sous-
-ensemble de E borné selon la relation <. I existe alors une décomposi-
tion M= ' M, telle que les ensembles M; ne se composent que de points
irrationnels. Posons Iy=C>MH,.

On obtient ainsi un e;tslemble @G; contenant Eg. Par hypothése, on V
a BTy < E, Aol il résulte & plus forte raison que M < E, car on a évidem-
ment MCE—TI.

Nous avons ainsi démontré que la condition du Lemme V est néces-
saire.

Supposons maintenant cette condition remplie et soit I” un G
queleonque contenant Rg. En vertu du Lemme IV, Pensemble I" econtient
tout élément x de E tel que znon <z (I'). Par conséquent, I’ensemble
E—T ne se compose que de certains nombres = de E satisfaisant & la
condition z < z(I"). Or, I'ensemble de tous les nombres x de E qui satis-
font & cette condition étant par hypothése de puissance <X, il en est
de méme de I’ensemble BT :

La condition & démontrer est done suffisante. Ceci achéve la démon-
stration du Lemme V.

Cela établi, définissons une classe (K) d’ensembles indénombrables
de nombres irrationnels par la position suivante: un tel ensemble K ap-
partient & (K) lorsque le nombre cardinal ¥ n’est pas somme d’ane infinité
dénombrable de nombres cardinaux inférieurs, et dans ce cas senlement.

Pour les ensembles de cette classe, le théoréme suivant est vrai.

TEEORERME IV. Pour guw'un ensemble B de la classe (K) soit concentré
au sens large autour de Vensemble Rg, il faut et il suffit qu'il satisfasse
& la eondition du Lemme V.

Démonstration. La suffisance de cette condition est déjh démon-
trée: elle résulte & plus forte raison du Lemme précédent.

La néeessité peut étre établie comme il suit.

Soit B un ensemble appartenant & (K), concentré au sens large autour
de ensemble Rg. I" étant un G, quelconque contenant Rg, il existe une
suite {G} d’ensembles ouverts telle que I'=G1G,...,F DGy pour k <k
et G DRg pour k=1,2,... Considérons la formule

E—-TI=(B—G)+(E—G)+ ...

Dans nos hypothéses sur les ensembles B et G, on a pour chacun
des sommandes du c6té droit Vinégalité F—@, <FE. En tenant compte
de la condition imposée au nombre cardinal E, on voit que la méme
inégalité subsiste pour leur somme. On a done E—I'<E, d’ol il résulte
en vertu du Lemme V que notre condition est nécessaire.

Le Théoréme IV est démontré.

29%
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Tout ensemble fondamental F de nombres ivvationnels est, comme
nous avons vu, indénombrable. Le nombre cardinal ¥ jouit de la pro-
priété (iii). L’ensemble F appartient donc & la classe (K). D’aprés la
définition méme (Definition I), il satisfait & la condition du Lemme V.
Par conséquent, on peut énoncer le suivant

TuEoREME V. Tout ensemble’ de nombres irrationnels B, fondamental
par rapport & la relation <, est concentré au sens large autour de Uensem-

Llexistence de tels ensembles est done, elle aussi, une conséquence
du Théoréme I.
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Une propriété des ensembles (f'(x)>a}
par
J.S. Lipinski (£6d%)

M. Zahorski, dans son travail [2] appelle un ensemble linéaire E
ensemble de classe My, 8l a la. propriété suivante: E est vide, ou bien E
est du type F, et de plus, pour tout xeF et tout nombre ¢>0, il existe
un nombre s(x,6)>0 tel que, pour tout couple de nombres h,k. les
conditions

hhy >0,

h'Ry <<, = Ryf < e(a,e)

impliquent respectivement
| B+ (z+ hyx-+h+ 1) >0 ou |E (& —h—hy,&—h) >0,

suivant que h>>0 ou k < 0. Il démontre ensuite que si ¢'(x) est une dérivée
finie, 'ensemble {gp'(x) >-a} est de classe M,. II introduit également une
classe d’ensembles plus vaste qu'il nomme M,. A celle-ci appartiennent
P’ensemble vide et tout ensemble du type F, tel que dans tout voisinage
unilatéral d’un point quelconque de Pensemble se trouve une partie de
celui-ci de mesure positive. Il démontre que les ensembles {y'(x)>a},
ot1 y'(x) est une dérivée non nécessairement finie d’une fonetion continue,
sont toujours de classe M,. En outre, il pose les questions suivantes:
Existe-t-il, pour tout ensemble E de classe M, une fonetion différentiable
P(z) telle que E={F'(z)>0}? Existe-t-l une fonetion g(x) continue,
admettant partout une dérivée, telle que E= {g'(x) >0} si E n’appartient
qu'a la classe M,?

La réponse & ces deux questions est négative méme si Von n’exige
pas la continuité de la fonetion g(z). Les ensembles {f(x)>a} doivent,
en effet, satisfaire & une certaine condition supplémentaire non néces-
saire pour les ensembles de classe M,, et d’autant plus pour ceux de
classe M.

Avant d’énoncer cette condition jintroduirai certaines notations.

Soit E un ensemble linéaire (c’est-a-dire des points de droite). Le
point z a la propriété Wg oil appartient & E et si, en outre, pour toub
nombre >0, on trouve un nombre ¢>>0 tel que, pour tout >0, il existe
un segment fermé I pour lequel

dist (w,1)+|T) <&, dist(e,D)[|I{<e,  |E-I|fiTI<n.


GUEST




