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Quelques théorémes sur les mesures

par
"K. Urbanik (Wroclaw)

Les théorémes qui vont &tre établis concernent les décompositions
d’un ensemble en sous-ensembles disjoints mesurés par diverses mesures,
toutes ces mesures étant appliquées A la fois et préscrites d’avance.
Ce sont done les théordmes d’existence des décompositions en question.
Tls ont une double origine. I’une était I’étude de Knaster et Stein-
haus?) sur le probléme du partage pragmatique, dont les solutions se
traduisent en langage de la théorie de la mesure par des théorémes tels
que le théordme 1 par exemple (voir plus loin, p. 151). L autre origine
est le travail plus récent de Liapounoff?) sur le choix des lois de di-
stributions. ’ )

1. Considérons dans un espace E un corps dénombrablement addi-
tit M de certains de ses sous-ensermbles (0 et E y compris) et #» mesures
dénombrablement additives finies uy,us, ..., s, définies pour les ensembles

appartenant & M. Les hypothéses sur ces mesures seront puisées parmi
les suivantes:

1. La famille des ensembles de mesure nulle est la méme pour toutes
les mesures py, oy ...stin.

IL. Elles sont non-atomiques, c'est-a-dire que pouwr tout i=1,2,..,n
e pour towt X e M, Vinégalité p;(X)>0 entraine Dewistence d’un YCX
tel que pi(X)>pi(Y)>0.

III. ‘Les MESUTES Ly y Aoy ..o in TE SONE Das proportionnelles, ¢’est-d-dire
qu'il existe un couple d'indices ¢,j et un ensemble X ¢ M pour lesquels
(X[ (B) o i ( X) s (B).

L’hypothése I impligue la continuité absolue de chacune de ces me-
sures par rapport &4 chacune des autres, donc aussi par rapport & la

no
moyenne g==3' un. En vertu du théoréme connu de Radon-Nikodym
I=1

1) Voir [3].
%) Voir [4].
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on a done-

1) wm(X)=(g:(x)du(z) pour tous les XeM et 1=1,2,...,n,
X

ol g (x) désigne la densité de la mesure g au point » e B.

L’hypothése IT implique que?)

(2) pour tout i=1,2,...,n, tout X ¢ M et tout £>0, l'inégalité s<pu;(X)
entraine lexistence d’un YCX tel que u;(¥Y)=-s.

Le terme décomposition sera entendu partout comme décomposition
en une somme d’un nombre fini d’ensembles disjoints, deux décompo-
sitions étant identifies lorsque leurs sommandes respectifs ne différent
que par des ensembles de mesure nulle.

La décomposition E=E,+EB,+ ...+ F. sera dite parfaite lorsque

(3) #1(E1)=llz(Eg)=---:l'n(En)

et que, pour toute décomposition

(4) E=X,+X,+ .. X,

telle que

(3) lﬁ(Xl):,“z(Xz): v =fin(X),

on a

(6) w(B)= (X)) pour tout 1=1,2,..,n.

11 peut y avoir une infinité de décompositions parfaites d’un méme E.

2. Evidemment, lorsqﬁe leS IeSUTeS fiy, May--ryMn SO0 proportionnelles,
Dhypothése 11 entraine Vewistence d'une décomposition E=By+E;+... +En
telle que
d) /1,-(E,v)="—l%E—) pour tout i=1,2,...,n
et toute décomposition de E qui satisfait a (i) est une décomposition parfaite.

Il suffit, en effet, d’appliquer (2) de proche en proche. )

Par contre, en admettant ’hypothése III, on parvient an résultat
dont certaines interprétations pratiques peuvent paraitre paradoxales *).

TeforiME 1. Les hypothéses I, II et 1T entrainent Vewisience dune
décomposition E=E,+E,+...+FEn telle que

wi(B)

(ii) wi(By) >——

" 1=1,2,...,1n.

pour tout

3) Voir [1], p. 52, théoréme 5.6.2.

1) Voir [3], p. 3 et [2], p. 229. Un lot E peut étre partagé d'une telle maniére entre n
participants dont les modes d’estimation g; ne sont pas identiques que chacun regoive
plus que 1/n d’aprés sa propre estimation.
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Démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut évidemment,
admettre que les mesures py,fs,...,u, SODE normées, c'est-a-dire que
(7 m(B)=1

(2 savoir, en les divisant au besoin par celles de E tout entier).
Le symbole F'{} désignant 'ensemble de tous les # ¢ B qui satisfont

pour tout i=1,2,...,n

4 la condition mise entre {}, posons pour tout ¢=1,2,...,n
(8) L,~=é§'{:p,-(a;)>qo,-(m) pour tous les js£i}
ou — ce qui revient au méme —
Ei=§ {wx-(w)?IJI_l;gX ;(@)}.
On a évidemment E=IL,+L,+...+L, et par suite, én posant
9) Mi=L— Y L,

on en tire la décomposition suivante de F

(10) B=M,+M,+ ...+ M,
Soit
(11) N':E{.:??X 7i() “i_f';m 7i(z) >0}.

# désignant, comme précédemment, la moyenne de uy, Hoyeeey tin,y 1'6g0-

lité u(N)=0 exprimerait celle des densités @ presque partout, done

aussi, en vertu de (1), I'identité des mesures. En vertu de TPhypothése III,
on a donc nécessairement 1'inégalité

(12) #(N)>0.
Nous allons montrer que

1 .
(13) - ”"(M')>E pour un ¢=1,2,..,n—1 ou n.

En effet, en supposant que

(14) (M) Zp;(M;)  pour tous les j=1,2,..,n,

on a en vertu de (10) et (14)
0 (B)= (3 M) = 3 (M) < 3 (M) <1,
i=1 i=1 i=1
contrairement & (7). On a done (13).
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Ordonnons les mesures py,us,...,un de maniére que Pindice 4 satis-
faisant & (13) soit le premier:
1

(15) (M) 2;

et définissons un ensemble @, comme suit:

1° 8i (M, N)>0, il existe en vertu de (11) un indice k=1,2,...,n
et un ensemble PCHM, tels que
(16) u(P)>0,
@an @, (2) = min g (z)<e (z)

i=1,2,..,0

pour tout zelP.

5
Soit alors @, un sous-ensemble quelconque de M, pour lequel on a

(18) m(PQy) >0,

(19) (Q) =13

un tel @, existe en vertu de (15), (16) et (2).

20 8i py(M,;N)=0, soit @, un sous-ensemble quelconque de M, satis-
faisant & (19); un tel @, existe en vertu de (1B) et (2).

On conelut de (17), (18) et (19) que

1
(20) /‘k(Q1)<ﬁ dans le cas 1°

En’méme temps, on a dans les deux cas d’aprés (8)

n—1

(21) ,u,~(E—-—Q1)>T pour tout i=1,2,..,n,

mais en particulier, on a en vertu de (20)

(22) (B >""1

dans le cas 1°.

Ayant ainsi défini 1’ensemble @, assujetti aux conditions (18)-(22),
passons & la définition de @; pour i=2,3,...,n.

Considérons les mesures u,,us,...,4, dans l’ensemble E—¢, comme
T’espace. Aprés avoir normé ces mesures, on peut évidemment appliquer
encore le méme procédé qui a servi pour définir @,. On forme ainsi @,
de facon que wy(Q,)/us(E—@Q;)=1j/(n—1). En vertu de (21), on a done
dans les deux cas u(Q,)>=>1/n.

L’itération de ce procédé fournit les ensembles Q;,Q,,...,Q,—;. Enfin,

n-—-1
soit Q,=HF— 3'Q;. On parvient ainsi & la décomposition
i=1

(23) E=Q1+Q2+~-'+Qn-
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Or, en vertu de (10) et (12), T’ensemble N empiéte par une partie
de mesure g positive sur 'un au moins des sommandes My, My,..., My
de B, de sorte que le cas 1° se présente néeessairement au moins une

fois au cours de la construction des ensembles @y,@s,...,Q,. On a donc
(24) /‘k(Qk)>;1; pour un k==1,2,..,m—1 ou n,

tandis que

(25) 1:(Q:) >% pour tout i#k.

En vertu de (2), il existe par conséquent un ensemble ECQx tel que

(26) C m(B)=1

Décomposons lensemble Qr—Re comme il suit
27 Qu—Rie=81+8p+... +-8n
(28) #(8:)>0

ot 8;8x=0 _pour iy,
pour tout ¢=1,2,...,%
et définissons finalement les ensembles E; pour i=1,2,...,n par la formule

R+, i=1k
Q:+8; ik,

En vertu de (10), (23) et (27), les ensembles E; aingi définis consti-
tuent une décomposition de E

pour

(29) B—{ Do

E=iZ,;Qi=ZEi et EE;=0 pour i#j;
= i=1
en vertu de (24)-(29), on a en méme temps
1
p Ry + pa(83) >7b pour i=k
24(Qs) + i (8y) > pour ik,

de sorte que, en vertu de (7), la condition (i) se trouve satlsfalbe, ce qui
achéve la démonstration.

OOROLLAm.E Les hypothéses 1 et IL entrainent Pemistence d’une décom-
position BE=E,+E,+ ..+ E, telle que

pour tout

(i) () > £42) i=1,2,,m
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®
8., Envisageons & présent la question de compléter le Théoréme 1
(done aussi le corollaire qui précéde) par une seconde thése, & savoir
concernant l'existence des décompositions parfaites de E parmi celles
qui satisfont & (ii). Nous allons définir & ce but quelques ensembles auxi-
Haires et faire 'usage d’un théoréme de Liapounoff. Soit

52(51152,"-7511)

un point arbitraire du cube-unité I” &
parcourant les nombres 1,2,...,%

n dimensions. Posons pour i et j

(31) 4y(E=F {&m(@) <aws(@),
(32) 4,0 =[] 45(0)
(33) [ 1B—44(5)

On a done d’&PI‘éb (31)
(34 (8) =Ij E {&a) < i (@)
(35) H=IE {&5:(w) <&ups (@)

zeE et ¢;(x) ayant dans les formules (31)-(35) le méme sens que dans
la formule (1). Evidemment

(36) B;(£)C4;(%)
(37) B=A(8)+45(8)+ . +4n(E)

tandis que les B;(£) peuvent &tre vides (en admettant Phypothése IIL
par exemple).
Convenons d’appeler une décomposition de la forme

(38) E=Ty(&)+Ts(5)+ ... +Tnlé)

décomposition correspondante au point & ou E-décomposition tout court
lorsquelle satisfait aux conditions

(39) Ty()T3(£)=0
(40) Bi(&) C T4(£) C 44(8)

pour tout j=1,2,..,m,

pour j#i,

pour tout i=1,2,..,n

la notation XCY remplace ici — et remplacera dorénavant — P'égalité
p(X—Y)=0.

Liapounoff?) a établi un théoréme qui peut &tre formulé comme
suit dans cefte terminologie:

%) Voir [4], p. 180-184.
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?
En admettant les hypothéses I et 11, il ewiste un point intérieur & de I”
et une E-décomposition (38) de E telle que

(41) wl To(&)]= o[ Tol£) 1= ... = un Tn(§)] = s5up Lﬂil} Ja (B,

olt sup s'étend & toutes les décompositions de F. Elle est donc parfaite.:

I1 en résulte aussitdt la possibilité de compléter le Théoréme 1 de la
fagon suivante:

THEOREME 2. Les hypothéses I, 11 et III entrainent Vexistence d’une
décomposition parfaite de E parmi les décompositions qué satisfont & (ii).

En effet, si on admet I et II, toute décomposition (38) de E assu-
jettie 4 la condition (41) — et qui existe en vertu du Théoréme de Lia-
pounoff — est parfaite. Si ’on admet III, cette décomposition satisfait
& (ii) en vertu de (41) et du Théoréme 1.

4. Pour examiner la question®) combien y a-t-il de décompositions
parfaites de FE, nous allons établir d’abord deux lemmes.
LeMvE 1. Deux décompositions parfaites de F

B=T+T,+ --~+-Tn7

(42)
E=U4+U,+..4+ U,

élont données et Vhypothése 1 admise, Dexistence pour wn § d'un 147 tel que

(43) w(TT)>0
eniraine celle dun k] tel que
w(I;T) > 0.
Démonstration. Supposons en effet que Pon ait
w(T;0x)=0 pour tout k+#j;
en vertu de Phypothése I, on a donc
i (T;U)=0 pour tout k7,

c’egt-a-dire
w(T; 2 Ui =0.
k%]
Il s’ensuit en vertu de Iidentité

TizTin‘l‘TjkEAUk’
qui résulte de (42), que -
(44) wi(T5)= p(T;T,).

¢} Posée par B. Knaster. ‘
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D’autre part, (43) entraine en vertu de I'hypothése I l’inégalité
wi(T:U5) >0,

donc & plus forte raison l'inégalité
,Uj(z_'T,‘LYj>>O
i
et il s’ensuit en vertu de l'identité analogue

U,=1;U0;+ X I,U;
i

que pi{U;)>p;(T;U;), dotv uy(U;) >pi(T;) en vertu de (44), contraire-
ment & P’hypothése que les deux décompositions sont parfaites.

LeMME 2. Les hypothéses 1 et IL entrainent Uexistence d'un point inté-
rieur & de I" tel que toute décomposition parfaite de E est une &-décompo-
sition.

Démonstration. Soit £ un point intérieur de I" pour lequel il existe
une &-décomposition parfaite (38) de E en vertu du Théoréme précité
de Liapounoff. Considérons une décomposition parfaite quelconque
de E de la forme (4). Il s’agit de montrer qu’elle est une £-décomposi-
tion. Or, on a
{45) X;Ty(§) (;‘A,',-(.f) pour tous les is%j.

En effet, la condition I étant admise, on a d’aprés (1) pour tout
k=1,2,..,n et tout 1=1,2,...,n

¥ (@) i

[ X T &)= @) ,

Xy Ti(®

()
et comme T(&) C 4,(£) d’aprés (44), il vient en appliquant (34) & &k et !
13

: £ £
[ 28w =% [ ane=Eux s

7 (2)
X T ® X Tp(®
Par conséquent
X, T (8] [ X, T (8)]
(46) & lgkk S Iflk ,

quelles que soient les valeurs 1,2,...,n de k et L
Supposons & présent, contrairement & (45), qu'il existe un couple
de valeurs ¢, olt ¢54j et pour lesquelles

u[X;Ti(E)—44;(E)]>0;
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on aurait donc d’aprés (31)

i(@) 4 @ J& f _ ;
oln) W=7, ) @)= g mlE )
X;THO—A4; ;8 X;T®
d’ol .
w[E, T X T(E)]
& > &;

pour ces valeurs de i et j. En vertu de (46), on aurait done par sommation

Z,uk[Xsz 2 ,U,[AI Tk

k=t
c'est-a-dire
" [T(E) X &) n X 3 T ()]
2 1=1 > > 1
= &k = &

et, les sommes qui figurent dans les numérateurs des deux membres
de cette inégalité étant égales 4 B d’apreés (4) et (38), elle se réduirait &

:“k[Tk ﬂt
> 2

k=1
o (X))
>2 5
I=1

;ém@@
&
k=1

les deux déeompositions étant parfaites par hypothése. La derniére éga-
lité étant eontradictoire, la relation (45) se trouve établie.
Elle entraine aussitot en vertu de (40)

(47) - XIE) EAi(i:)Aii(f)
Mais on & en vertu de (36)
Ami (E)A15(5)C A (£)

Q’ol en vertu de (32) par substitution de m & 7 et' de ¢ & 4
A4 (E) = [T Am(E) Ay (&) C [T Ay (5)
m= m=1

de sorte que la relation (47) devient

(48) X;T;(&) EA,-(E)

donc &

pour tous les @44,

pour tout m=1,2,..,%,
=4,(8),

pour tous les @#7.
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D’autre part, on a d’aprés (33) par la méme substitution des indices

B;(§)= lzi[E—Aim(ﬁ)]CE——Aﬁ(f),

d’olt en vertu de (47)

(49) XT3(8) C LA —Bi(§)]45(6)  pour tous les iz].

Mais X;=X;E d’aprés (4), d’olt en vertu de (33)
X;=X;T;(8)+X; 2 Ti(¥)
i#*J

de sorte qu’en appliquant (40) et (48), il vient

(50) X;C4;(& pour tout j=1,2,..,n
B

Enfin, B;(&)=DB;(§)E en vertu de (36) et (37), d’olt en vertu de (4}

(51) Bj(&)=B;(£) X;4B;(%) X X;=B;(5) X;+ X Bj(5)X
= i=7

i=j
et comme B;(&)C B;(&) T;(8) d’aprés (40), on a
B
B;(&)X;C B9 X1, (%),
de sorte gqu’en appliquant (49) avec indices intervertis, (5

1) devient

—B;(8)4;(8)=B;(5)X;

pour tout j=1,2,..,n,

Bj(&) C Bi(f)Xjngj(é)Aj(f)

puisque tout terme sous le signe ¥ g’annule identiquement comme con-
tenant deux facteurs disjoints. La derniére relation et (50) donment
B;(5§)CX;C 4;(¢8) pour tout j=1,2,...,n,
u ”
ce qui prouve que la condition (40) est satisfaite en y substituant X;
A T,(%). La condition (39) I'étant également d’aprés (4), on conclut que
la décomposition (4) est une £-décomposition, e. g. f. d.

THEOREME 3. En admettant les hypothéses 1 et 11, il existe sozt une
seule, soit au moins 2°° décompositions parfaites de B distinctes deux ¢ deuw.

Démonstration. En vertu du lemme 2, toutes les décompositions
parfaites de B sont des é-décompositions (pour un £ intérieur & I7).
Soient (38) et
(52)

E=Uy(&)+ Uxlé)+ ...+ Tnlf)


GUEST


160 K. Urbanik

deux &-décompositions parfaites de E différentes 'une de ’autre. En
vertu du lemme 1, il existe un systéme de couples ordonnés d’indices

(53) (i1,72)s (Gasta)y (Basfa)y - (Goyis)
tels que
Gy F by GaF ey ooy sFE U
et que
# T (&)U, (£]1>0,
plT(&) Ty (8] >0,
(54) #l Ty ()T (61 >0,
RLT5,(6) T (£]>0.

11 est évident que s<Cn et que les mesures py,y,...,tn peuvent étre
rangées dans un ordre tel que le systéme (53) prenne la forme d’un eycle
{mod s) '

(1,2), (2,3), (3,4), ..., (s—1,8), (5,1).

§oient V1,Vay., Vany tous les sous-ensembles non-vides de I’ensemble
des indices V={1,2,...,n}. Posons

(55) Cu(&)= [J[A:(&)—B;(&)]  [| [E—A4;(&)
ieVy JE€V=Vy,
Il est facile de voir que
Bi(£)Cu(€)=0 et AI(E)CBI(§)+2Z_110m(E)
m—1

pour tout i=1,2,..,n et tout m=1,2,...,2"—1. Il en résulte en vertu
de (40), de (54) et de la condition I D'existence d’un systéme d’indices
My Myyeery M POUT lequel 4 eV, i+ 1 eV, ot
(56) ﬂi[Gm,(E)Ti(E)]>0 pour tout 4=1,2,...,s (mod s).
Puisque C,, (&) est contenu dans 4; et 4;,, d’aprés (55), done dans
Appg, et Ai:,-ﬂ d’aprés (32) en y substituant i4-1 & i et 4 & § et inverse-
ment, on tire de (31) la proportion
fi?iu(w):fiﬂ@i(m) pour tout e Cp,(%),

d’olt il résulte par intégration que Uon a pour tout sous-ensemble X ¢ M
de Om(£)

6T mal® =),

quel que soit ¢=1,2,...,s (mod s).
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Posons
min p[ O, (§) T1(£)]
A= 1<i<s o
max é
1<i<s &1

Le point & étant & lintérienr de I, on a 4>0 d’aprés (56). BEn vertu
de I’hypothése II, il existe par conséquent pour tout & tel que 0<<é<<4
et pour tout i=1,2,...,s un ensemble D e M tel que

DICCn(£)Ti(E) et m(D))= Sis,
1

&
d’otL en vertu de (57)
i &
(58) (Do) = 2 s (Doa) = 0 =pa( D)
£ &
pour tout ¢=1,2,...,s (mod ).
Faisons correspondre & tout d<{A positif une décomposition

(59) E=FE+E-+. . +E

définie comme suib

B { T;(&)—Di+Dia
! T, pour

i=1,2 s
60 pour 7‘ [t MR A}
(60) i=8+1,8+2,..,0.

Alors — comme on le voit aisément — aux valeurs différentes de 6
viennent correspondre les décompositions (59) différentes.
Reste 5 montrer qu'elles sont parfaites. On a en effet d’aprés (60)

(= i To( )] — (DY) + pa (D) i=1,2,...,8,

d’oll en vertu de (58) et (60)

(B = T4 ()]

La décomposition (38) étant parfaite par hypothese, il en est donc
de méme de la décomposition (59), e.q.f. d.

pour

pour tout i=1,2,...,n.

5. T1 est facile de montrer que la thése du théoréme de Liapounoff
formulée p. 156 se laisse exprimer d’une maniére équivalente comme il
suit: il existe une décomposition parfaite E=FE,+FE,+ ...+ B, qui satis-
fait & V'égalité

min g ()= max [min x;(X;)]

1<i<n 1<i<n
ot max s'étend & toutes les décompositions (4) de E. Or, la fonction
min, qui figure dans les deux membres de cette égalité, est non-décrois-
sante et continue par rapport & chacune des variables uy, ...y fin:
Fundamenta Mathematicae. T. XLI. 11
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On peut démontrer facilement que tous les théorémes de ce travail
subsistent lorsqu’on remplace la fonction min par n’importe quelle fone-
tion réelle f de n variables réelles, non-décroissante et continue par rap-
port & chacune d’elles, les décompositions parfaites étant alors & en-
tendre dans le sens relativisé sumivant:

a=(0y, @, ...,0,) étant le point de I" auquel la fonction f atteint son
maximum, la décomposition E=F,4E,+..+E, est f-parfaite lorsque

(B iy (B)t on i pin (B) = 0300} oo 2ty
et que, pour toute décomposition (4) de E pour laquelle

(K)o (K)o
Ia condition (6) est satisfaite.

S (Xp) =g gt wuit

Uny
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Sur une propriété des transformations
des ensembles abstraits

par
J. Popruzenko (L6d%)

M. Sierpinski a démontré en 193271 le théoréme suivant sur les
familles de transformations des ensembles linéaires:

Si 2=y, et F est une famille de puissance du continu 'ensembles
lindaires de puissance du continu, il existe towjours un ensemble linéaire
de puissance du continu, dont les images continues sont distinctes de tout
ensemble de la famille F.

De plus, M. Sierpinski a remarqué que ce théoréme peut étre sans
peine généralisé: ,Aun lien des images continues on peut notamment
prendre les images de Baire et, plus généralement, une famille quel-
conque de puissance du continu de transformations des ensembles & Paide
de fonctions mesurables d’une variable réelle® (loc. cit., p. 210).

Le but de la présente Note est d’établir une généralisation de ces
résultats.

Soit ¥ nn ensemble d’éléments z queleconques de puissance X=m>g,
et soit p*(E) (ECX) une mesure extérieure abstraite non identiquement
nuile, finie et disparaissant sur les points existant sur X2

Posons m =y, , 0l 1, st un nombre ordinal >0. 5 étant un nombre
ordinal de Uintervalle 0<(7<1,, désignons par (T,) la proposition sui-

vante:

(T,) Il existe une famille de puissance s, de sous-ensembles de X de me-
sure =0 télle que la somme de tous ces ensembles soft wun ensemble
de mesure ertérieure p*>0.

1) W. Sierpinski, Un théoréme concernant les iransformations continues des en-
sembles linéaires, Fund. Math. 19 (1932), p. 208.

%) Plus précisément: p*(E) est une fonction réelle arbitraire, définie pour toub
EcX et satisfaisant aux 4 conditions suivantes:

1. pHE)>=0 et 0<p*X)<co, 3. u* “E,,;/\ w*En),

2. pHE)<p*(E) s BEch, 4op (m)=o
T.a mesurabilité est définie par Péquation fonctionnelle bien connue de Cara-
théodory.
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