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Let us notice the following properties of the space X

(4) O(z) is open and closed for every m,

(8) Y=Y jfor every YCH,

(6) N is dense in X,

() X satisfies the first awiom of countabilily.

The complete regularity of X follows from (4). It follows from (1)
and (5) that X is non-compact.

(8) N is compact relatively to X.

Let f be a real-valued continuous mapping of X. As N is dense in X
and compact velatively to X, it follows at once that the set f(.Y) is
bounded.

Remark. The following statements are true:

1. Let 7 be a topological space satisfying the first axiom of count-
ability and let f ¢ T (i. e. f is a continuous mapping of X into 7'). Then
f(X) is closed in T.

2. It T satisfies the first axiom of countability and is compact and
feTX, then f(X) is compact.

3. If T is a metric space and fe T%, then f{X) is compact.

Regu par la Rédaction le 15. 10. 1953
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Fonctions rationnelles qui sont homotopes a des fonc-
tions biunivoques sur certains sous-ensembles du plan

par
K. Kuratowski (Warszawa)

Désignons par &, le plan des nombres complexes, le point & Iinfini
y compris, et par £ le plan des nombres complexes finis diminué du
point 0. Etant donnés un ensemble ACGS, et une fonetion continue f
définie sur 4, & valeurs complexes et telle que
(1) : 05/ (2) oo,
nous écrirons, comme d’habitude, fe P4,

Soit, en outre, g ¢ P4. On dit que les fonctions f et g sont homotopes
(relativement & P), en symbole
lorsqu’il existe une déformation continue h{z,t), ot ze 4 et 0<EK],
telle que
3 h(z,0)=1(z),
quels que soient z et 2.

D’aprés un théoréme de S. Eilenberg?), la relation (2) équivaut
4 lexistence d’une fonction continue wu(2) définie sur A4 et telle que
(4) f)=g(2)e ze .

Dans le N°2 nous allons établir le théoréme suivant:

h(z,1)=g(z), h(z,t) e 2,

pour

THEOREME I. Soient A wun sous-ensemble localement connexe?) du
plan Sy et Py, ...,pn un systéme de points situés en dehors de A et tels que A
coupe ?) le plan entre tout couple p;, p; pour i7j.

Si la fonetion rationnelle *)

(3) r(2)=(z—po)- .- (2 =)

1) Voir [1], p. 68 ou [3], p: 388.

%) Un espace est dit localement connexe lorsqu'a tout point correspond un entourage
connexe aussi petit qu’on le veut. Rappelons que la connexité locale d’un continu ¢
équivaut & l'existence d'une représentation paramétrique continue de ¢ sur I'intervalle.

3) Un ensemble coupe 'espace entre les points p et ¢ lorsque tout continu qui con-
tient ces points admet au moins un point en commun avee cet ensemble.

4) Il peut arriver, bien entendu, que I'un des points p i soit point & I'infini. Nous
convenons que z—oo==1.
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ol

(6) bgt- o+ Fon=0

et

(7) B0 pour 0<j<n,

est homotope sur A -it une homéomorphie f e P4, on a Dinégalité

(®) [kq

{n

Dans le N3 nous allons envisager un probléme, dans un certain sens
inverse; nous y établirons deux théorémes: '

THEOREME TI. Btant donnés: un systéme de points (distinets) Poy...,Pn
et wn systéme dentiers ko, ...,k satisfaisant awr conditions (6)-(8), il ewiste:
un contine A somme de n courbes simples fermébes qui coupe le plan entre
tout couple de points pi,p; (oh i77f), ainsi qu'une homéomorphie fe P4
qui est homotope & la fonction rationnelle v définie par lo formule (5).

TrtorimE IT1. Le théoréme 1T reste vrai en remplagant les terimes ,con-
tinu A somme de n courbes simples fermées” par ,ensemble owverl G somme
de n régions homéomoarphes & des anneaus circulaires”.

Dans le N°4 nous déduirons quelques conséquences du théoréme I, en
Pappliquant aux fonctions fe P4 qui sont homotopes & des fonctions
rationnelles. Nous allons compléter & ce but notre connaissance des fone-
tions de ce genre (théoréme IV et corollaire IT).

1. Préliminaires ). Soit 4 un sous-ensemblée arbitraire du plan &,

1. §i Pensemble A ne coupe pas le plan entre les points p et g (autre-
ment dit: si ces points appartiennent auw méme constituant ®) de Uensemble
S,—A), on a

(9) PR 1 swr A,

Réciproquement:

2. 8i Vensemble A coupe le plan entre les points p et g (qui ne lui ap-
partiennent pas), la relation (9) est en défaut.

Cf. [1] ou [3], § 55, IL.

&) On appelle constituant du point p dans lensemble 4 lensemble-somme de tous
les sous-continus de A qui contiennent ce point.

En remplagant, dans cette définition, les termes sous-continus de A par sous-en-
sembles conneres de A, on définit la composante de 4 qui contient p. -

Rappelons, que, dans le cag ol A est soit un sous-ensemble fermé, woit un sous-
ensemble ouvert de o, (ou, plus généralement, d’un espace localement connexe), ses
constituants coincident avec ses composantes.

) L’unité désigne dans cette formule la fonetion f(z)=1.
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D’une facon plus préeise:
3. 8i Densemble A coupe le plan entre tout couple des points po,...,Px
(situés dans S,— A ), les conditions

(2—pg) 0 (2—pa)r~1
Fot ot En=0

et

entrainent: ko,=0,...,k,=0.
I1 en résulte, en particulier, que la relation

T o D EE i

08t Mg+ o+ Mp=0, entraine mo="%y,...,Mn=kn.

Le théoréme 1 implique les suivants:

4. Bn remplagant dans une fonction rationnelle un zéro (ou un péle)
p par un point q tel que Uensemble A ne coupe pas le plan enire p et q, on
obtient une fonction qui est homotope sur A & la fonction donnée.

Autrement dit, si g; appartient au méme constituant de S,—A que p;
(pour j=0,...,n), on a

(10) (e—po) 0 s (F— B (e — o) Vs () sur A

5. Toute fonction rationnelle est homotope sur A & une fonction ration-
nelle dont les zéros ei poles appartiennent & des constituants de So—A4, dis-
tincts deux & deux.

Rapproché de 4, I’énoncé 3 implique que:

6. Si Pon a

(11) (—pof 0 (z—pa) (2 — o) 0 e (r— o)™ Sur A,
si les points pg,...,Pn appartiennent & des constituants CoyeryOn de Sp—A4,
distincts denr & deur, si en outre les poinis gq,... ;0w appartiennent au con-
stituant C,, tandis qaucun ¢; avec i>w ne lui appartient pas, alors
(12) ko= S -+ Su-
Pour une simple démonstration, voir [3], p. 393, 2

. En admettant que la relation (11) est réalisée, que.les exposants k;
et s; satzs]‘ont aux conditions (6) et (7) et que chacun des deux systemes:
(Do 3Pn) € (Gos---1G0) ST composé de points entre lesquels A coupe le plan,
on a n=7 et les systémes (Fq,...,ks) €l (Sgy-.-,50) SONE identiques, abstraction
faite de leur ordre.

En effet, il est légitime d’admettre que les deux points p; et ¢; pour
j<r appartiennent au méme constituant de S.—A, tandis que tous les
points p; avee r<i<n et g, avee r<t<{v appartiennent 4 des constituants
différents. Nous allons prouver que p=7=10.
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On a d’aprés 1 et (11)

(E—pof oo (2= Pa) M2 —rsi)" o (2= ) ~
(200 (=) (P (5P () ()
(o) oo (2= (2= Praa) e (2 —Dn) (= G (2 — ),
d’ont (selon 6) ko= S$,,...,k=s5,, tandis que pour ¢>r on a k=0=gs.
Mais cela n’est compatible avec (7) que lorsque n=1r=wv.

8. Soit C une courbe simple fermée qui coupe le plan S, entre les points
P el g et soit fe PC une homéomorphie. On a alors

(13) f@y~(—pF—g*  ou |k|<1.

Dans le cas ol la courbe C ne contient pas le point & linfini, on
a 1énoncé plus précis snivant.

Si le point O appartient & la composante non-bornée de §,— f(C’)7 on
a k=0; §'il appartient & la composante bornée et si p appartient & la com-
posante bornée de S,—C, on a k=1 (suivant que la transformation f
aliére ou n'altére pas Vorientation de la courbe O)8)

2. Démonstration du Théoréme I°). Les fonctions f et » étant
homotopes par hypothése, on a d’aprés (4)
(14) fe)=ePe—pofo-...- (g—pa)"  pour zed,
ot % est une fonection continue. Il est légitime d’admettre que la fone-
tion u est définie sur un ensemble B de classe G5 contenant A 1°),
D’aprés un théoreme de Lavrentieff 1), il existe un ensemble € de

classe Gy tel que ACCCB et que le membre droit de 1’égalité (14) est
une homéomorphie sur C.

Posons 12)
(18) Z=C L(A)—(pgy.r, Pn)
et
(16) g2 =P z—p)o- ... (2—p )" pour zeZ.

%) Voir (3], p. 432 et [4], p. 10.

%) La démonstration pour le cas particulier ot A est un continu localement con-
nexe a été donnée dans la note [4].

1) Voir [2], p. 328.

1) Voir [5], p. 149 ou [2], p. 335.

) On désigne (avec S. Eilenberg) par L(4) I'ensemble des ze A pour lesquels
il existe des ensembles ouverts @ de diamétre aussi petit que I'on veut et tels que x €
et que G4 est connexe.

Rappelons (cf. [3], p. 168) que

1° L(4) est un ensemble Gy, ]

20 8i A cXcL(4), X est localement connexe.

icm
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Comme localement, connexe et comme ensemble G, ensemble Z est
localement et intégralement connexe par arcs (d’aprés un théordme de
Mazurkiewicz-Menger-Moore) 12).

I1 en résulte qu’a tout couple de points p, g entre lesquels 'ensemble Z
coupe le plan correspond une courbe simple fermée contenue dans Z et
qui coupe le plan entre ces points 14).

Nous allons distinguer deux cas:

1° Pour tout indice §, sauf, peut-étre, pour un seul (nommons-le n),
il existe une courbe simple fermée K;CZ qui coupe le plan entre le point p;
et tous les points p; avec ij. L'ensemble &§,—K; étant formé de deux
composantes, dont 'une contient le point p; et l’autre —le point p,
(ainsi que tous les points p; avee i5%j), il vient d’aprés le théoréme 6
du N°1 et d’aprés la formule (16)

9(2) o (2— ;) (z— )0t =Rttt pour zeK;.

Done, d’aprés (13),

(17) |kj]=1 pour 0<j<n
et, d’apreés (6), .
(18) [Tn]= kot et Fnma | < 2

Les formules (17) et (18) donnent aussitét 'inégalité (8).

Ainsi, dans le cas 1° le théoréme se trouve établ.

I en résulte, en particulier, que pour n=1 le théoréme est vrai.

2° Admettons que le cas 1° ne soit pas réalisé. Il existe done deux
indices — les indices 0 et n, par exemple — tels que, K étant une courbe
simple fermée contenue dans Z, qui coupe le plan entre p,et p,, chacune
des deux composantes D et B de &§,—K contient tout au moins deux
points du systéme p,,...,p,. Il est done légitime d’admettre (en numé-
rotant les points py,...,p.—; de facon convenable) que

(19) Pos---sPre D,
(20) PrityeyPne E,
(21) 1<r<n—2.

Posons W=2%-D et N=Z-E. 11 vient
M+N=Z e MN=K.
M et N sont donc deux ensembles fermés dans Z, dont la somme et

le produit sont des ensembles localement connexes. Il en résulte ®) que
les ensembles M et N sont aussi localement connexes.

B) Voir [3], p. 184.
%) Cf. [3], p. 405, 2.
1) (f. [3], p. 164, 10.
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En outre, Pensemble M coupe le plan entre tout couple extrait du
systéme P, ...,pr,Pu. B effet, d’aprés (19) et (20), K, donc M, coupe
le plan entre p, et p; pour j<r; d’autre part, en suppownt que M ne
coupe pas le plan, par exemple, entre p, eb Py, il existerait un continu @
tel que

! pu;PﬁQC(’S‘z—]‘L
Lot QCS,—K, done selon (19) QCD et QE=0. Mais alory

0Z=QZD+QZE=QM=0,
ce qui est impossible, puisque A4, done Z, coupe le plan entre p, et p,.

11 vient d’aprés (16), (20) et le théorédme 6 du N°1

kr+1+'“+kn

(22)  g@~E—po(e—pr) (e —pn) pour ze M

et d’une fagon analogue (en vertu de (19))
28) g2 ~l(z—po) T (3—prn) T e—p) pOUT ze .
Dautre part, il vient d’aprés (13) pour ze K

(24) f (&) ~(z—po) (z—pn)
ol
(25) |k <1,

et on déduit de (19) et (20), en vertu du théoréme 6 du N°1, que
(26) kot ot lop=k et Fyyt..tbu=—F.

Procédons & présent par induction. Le théoréme étant vrai pour n=1,
admettons qu’il soit vrai pour tout s<n (done— selon (21) — pour
s=r-+1 et pour s=n—r).

Conformément & (25), il y a deux cas & distinguer suivant que k=0
ou bien |k|=1.

Dans le premier cag, on-déduit par hypothése des formules (22), (23)
et (26) que

n ko] 4 oo | B < 20
et
(28) . | Bpga |+ o | Rn | <<2(m—r—1).

La formule (8) est alors évidemment réalisée.
D’une facon analogue, on a dans le cas ol |k|=1,

(29) o+ ovo | B |+ 12 (r 4+ 1)
et
(30) Lk + oo En | < 2 (0—),

Q’otr Tinégalité (8).
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Complément au Théoréme I. Dans le cas ol A est un ensemble
localement connexe fermé, on peut —au lien de supposer que j est
une homéomorphie sur P’ensemble A tout entier — admettre que f est
une fonction continue sur A4 et — une homéomorphie sur la frontitre
Fr(d) de A.

En effet, comme localement connexe et fermé, 4 est somme d’un
nombre fini de continus localement connexes (..., disjoints. L’en-
semble A étant une coupure entre p; et p;, I'un de ces continus I’est éga-
lement ). Tout se réduit donc & démontrer que (' étant un continu
Localement connexe qui coupe le plan entre p et g, la frontiére de € con-
tient une courbe simple fermée K qui coupe également le plan entre p et g.

Désignons par P la composante du point p dans $,—C, et par Q celle
du point ¢ dans &,—P. On a donc %)

Fr(Q)CFr(P)=P-&§,—PCP—P=TFr(P)CFr(().
En outre, Fr(Q) est une courbe simple fermée ) qui coupe évidem-
ment le plan entre p et g.
8. Avant d’aborder la démonstration du théoréme II, nous allons
démontrer au préalable le lemme arithmétique suivant:
LeMME. Etant donné un systéme dentiers kq,...,kn (0% n3>2) -satis-

Jaisant aux conditions (6)-(8), il existe un indice j, par evemple j=n, et
un autre indice i, par exemple i=n—1, tels que

(31) [ka| =1,
(32) kne1+ k. 70,
(33) [ Rl oo | Fonma] + | Brma + Fn | <2 (R —1).

Démonstration. L'existence d’un indice j tel que |k;|=1 suit aussi-
tot des conditions (7) et (8).

I1 est donc légitime d’admettre que k,=1. Il est aussi légitime d’ad-
mettre qu’il existe un indice 7, par exemple i=n—1, tel que k,_,<—1.
Car, en supposant que tous les k; négatifs sont égaux & —1, leur nombre
serait <n—1 (d’aprés (6)) et l'on aurait

kol + oo+ ke <2(n—1),
d’olt suivrait Pinégalité (33).

%) Voir [3], p. 334. 3. (Vest une conséquence de 'unicohérence du plan S,.

") La frontiére d’une composante d’un ensemble 4 (situé dans un espace locale-
ment connexe) est contenue dans la frontiére de 4 (donc dans la frontidre du complé-
mentaire de ).

18) L’ensemble Fr{¢), comme séparateur irréductible du plan entre p et ¢ (cf. [3],
p. 175, 2) et comme ensemble localement connexe (cf. ibid., p. 360, 4 (i)). est une courbe
simple fermée (cf. ibid. p. 356, 8). i
Fundamenta Mathematicae. T. XLI. 8
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Posons done k,,<—1. Il vient
[Boes + Fon| =] ot | —1,
@on (32) et (33), puisqu'en vertu de (8) et (31)
[Eol 4 oo | Bas | 15200

Démonstration du Théoréme II. Nous allons procéder par in-
duction en démontrait la prémisse suivante, plus générale que le théo-
réme II: étant donnés mn systéme d’entiers ko,...,k, satisfaisant aux con-
ditions (6)-(8) et un systéme de continus disjoints Pg,..., P, dont aucun
ne coupe le plan, il existe:

19 un continu €, qui coupe le plan en n--1 régions contenant
respectivement les continus Py, ..., P, et qui est de la forme (ef. Fig. 2)

(34) Cp=K,+ ..+ K,,
ot K; est une courbe simple fermée (pour j=1,...,n) et ol
(35) K, K;=(a) vpour i#j;
20 une transformation homéomorphe f de O, telle que
(36) f@) ~la—pof0 s (=)™,
olt p; e P; et fla)=—1, et telle qu'en posant
(87) F(Cr)=Dn,
on a
(38) D=L+ ..+L,

ol L; est la circonférence

le—jl=j+1
(toutes ces circonférences sont donc tangentes au point —1 et contien-
nent le point 0 & Dintérieur, cf. Fig. 1).

RZ

Ry

Fig. 1 Fig. 2
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Soit n=1. Dang ce cas, C, désigne une courbe simple fermée qui
coupe le plan entre les continus P, et P, et ne contient pas le point & I’in-
fini 1*). En admettant que k=1 et k;=—1 (ce qui est évidemment légi-
time), soit f une transformation homéomorphe de C; en L; qui n’altére
pas Porientation de (; dans le cas ou P, est contenu dans la région bor-
née de &,—C;, et qui Paltére dans le cas contraire. En extrayant un
point. p, de P, et un point p, de P,, on a donc, pour ze(C, (x*oir (13)},

H2)~(z—po)fo(z—py).

Bnfin a=f"H(—1). )

Le cas n=1 se trouve donc établi.

Passons au eas général ou n>1, en admettant que notre prémisse
soit vraie pour n—1. Il est aussi légitime d’admettre que les formules
(31)-(33) soient satisfaites.

Unissons les continus P,_; et P, par un are 4=pq tel que )

(39) AP, = (p}s AP,=(g) et 4P;=0 pour j<n—I1.
Soit
(40) P:—l—_'Pn—l‘I'A +P,.

Les continus
PO""?Pn——Z)P:—-l
soit done disjoints et aucun d’eux ne coupe le plan #). En outre, en posant
(41) k:_1=k,,__1+k,,,
le systéme d’entiers
Kgreees bnmas by
satisfait d’aprés (32) aux conditions (6)-(8) (en substituant n—1 & n).
11 existe donc par hypothése un continu C,—; de la forme (34) et une
transformation homéomorphe f* de C,_; en D, telle que

(42) PR~ =P o (2 Daaf P2 —Paca) 5 et [*(2)=—1.

L’ensemble &,—C,_; étant formé de n composantes, posons
2 s B

Gga _C"n—l ZRU‘I’ ... +-Rn—17
on

PyCRy, oy PrsCRusy, PraCRyq,
done, selon (40),
(43) Dnoy € PpaCRyy et pre P,C R,y

1%y Voir [3], p. 362, 9.

20) Rappelons que.la somme Py-+...+Pn—3 ne coupe pas le plan, puisque ses som-
mandes sont disjoints et aucun ne coupe le plan. Cf. le renvoi ),

21}y Car la somme de deux ensembles fermés dont aucun ne coupe le plan et dont
le produit est connexe ne coupe le plan non plus. Voir [3], p. 353, 7 et p. 354, 2.
8%
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Nous allons démontrer & présent qu’il existe une courbe simple fey-
mée K, telle que K, C,_,=(a) et qui coupe la région K,_, en deux régions
Ry, et R, telles que

P, CRy, e P,CR,,
donc que
(44) Puc1€ Py CRY JCR,y et pneP,CR,CR,,.

Tout point de Fr(R,_;), done le point e en particulier, étant acces-

sible de la région R,_; %), soit ab un arc tel que

ab—(a)CR,_,, ab-P,=(b) et ab-P,_;=0.

Ni‘le continu P,, ni l'arc ab n’étant une coupure du plan, lenr somme
n'en est une non plus. Il existe done un continu @ tel que
Pn—ICQy Q‘(Pn+ab)=0 et Q—R,.,7#0.

Les continus U=P,+ab et V=0Q-+(S,—R,_;) satisfaisant anx con-
ditions:

10 UV={a), .

20 U~V est connexe,

3° U n’est pas une coupure du plan,
il existe *) une courbe simple fermée K, qui sépare les ensembles

U—V=P,+ab—(a) et V—U=Q+(S—Ry)—(a).

K, est la courbe demandée.
En définissant O, conformément 3 (34), il vient (cf. Fig. 2)

(45) Sy—Co=Ro+ ...+ Ryy +R}_;+ Ry,

le membre droit représentant la décomposition de &,—C, en compo-
santes.
Soit h une transformation homéomorphe de K, en I, telle que (cf. 1,8)

(46) h(2)~(E—pus)(e—pa)" et h(a)=—1.
La fonction f, définie par les conditions

N *(z) vpour =ze Coy,
(47) 1tz _{h () pour zekK,,

est done (cf. (42) et (38)) une transformation homéomorphe de ¢, en D,.
En vertu de (45), il vient, pour z e C,,

(48) F(&)~(z—po) ™. (p—pp)™ 00 Myt ...d-my=0.

) Cf, [3], p. 365, 11. :
) Cf. [3], p. 369, 16 ou bien [7], p. 469.
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Cette relation ayant évidemment lieu aussi sur Cr_y, ainsi que sur K,,
on en déduit, en vertu de (42), (44), (47) et le théoréme 6 du NO1

Me=Fkgy ny  Mpms=lknyoy, Mpy_y—+ my= 1y
et, en vertu de (46), que m,=k,. Il en résulte d’aprés (41) que
M=Ky — M=Ky — Ty = Fny

et la formule (48) entraine aussitot (36).

Remarque. I n’est pas toujours possible d’identifier, dans I’énoncé
du théoréme IT, la fonetion f & r (cf. [9).

4. Démonstration du Théoréme III. On constate facilement que
le théoréme IT reste vrai en remplacant les termes continu A somme de n
courbes simples fermées par ensemble A somme de n courbes simples fer-
mées disjointes. La démonstration en devient méme plus simple. On peut
admettre en outre que Pensemble f(4) est somme de n circonférences
(distinctes) V,,...,V,, & centre 0.

Soient HK;,...,K, les courbes dont se compose l’ensemble A, soit f
homéomorphie satisfaisant & la formule (36) sur A et soit k I"homéo-
morphie inverse &4 f. Toute homéomorphie entre deux courbes simples
fermées, ayant une extension (homéomorphe) sur le plan tout entier,
il existe # anneaux circulaires ouverts disjoints W,..., W, tels que V;CW;
(pour 1<j<<n) et une homéomorphie h* définie sur W, ...+ W,, telle que

(9) (Pm---,pn)cé’z—-h*(W1+...—}—W,,),
(50) R*(w)=h(1w) poar weVi+..+V,.

L’ensemble G=n*(W,+...-+W,) est donec un ensemble ouvert qui
coupe le plan en n-1 régions contenant respectivement les points DoyeeesPn-
En désignant par f* I'homéomorphie inverse & 2*, on a par conséquent
une relation de la forme

(1) fF(2)~(z—po) ™. (2—pa)™ pour zeG.

Comme, d’autre part, ACG et f*=z)=f(z) pour z¢ 4 (Laprés (30)),
il vient ‘
(52) f(2)~(z—pe)™0 .- (2—pa)™ pour zeA.

En rapprochant la formule (52) de (36), on en déduit (en vertu de 1,3)
que My==Kq,...,M,=k,. Finalement, en substituant k; & m; dans la for-
mule (51), on parvient & la conclusion demandée.

Remarques. Les théorémes II et ITI peuvent é&tre généralisés en
remplagant les systémes po,..,Pn et Ko,.l, ks PAT DoyeeesDngeeesPrim 6
Eoyessknyeeesknim 00 kpim=0 pour m >0. I suffit & ce but (dans le cas
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du théoréme II) de transformer les courbes K,+m (pour m>0)‘ en les

circonférences |z-+m+1{=m (qui ne coupent pas le plan entre 0 et oo).
D'une maniére analogue, dans le cas du théoréme III, on prend pour

Vpym une circonférence (done pour Wy, — UN anneau circulaire) qui ne

coupe pas le plan entre 0 et oco.

5. A étant un sous-ensemble du plan &y, désignons par R(4) la fa-
mille de toutes les fonctions fe $4 qui sont homotopes 2 des fonetions
rationnelles.

Soit fe R(4). Si f n’est pas homotope 4 une constante, on peut ad-
mettre, d'aprés le théoréme 5 du N°1, que f~r, ol la fonction r est dé-
finie par la formule (5), ol les exposants k,, ..., k, satisfont aux condi-
tions (6) et (7) et ol les points po,...;Pa appartiennent & des constituants
de &,—A, distincts deux & deux. Posons
(83) () =gy vy .

Daprés le théoréme 7 du N°1, le systeme w(f) est défini — abstrac-
tion faite de Dordre de ses termes — de facon univoque, indépendam-
ment du choix de la fonction 7.

Te théoréme I peut donc étre formulé de la fagon suivante.

COROLLAIRE I. A étant un ensemble localement conneve, | une homéo-
morphie homotope & une fonction rationnelle et u(f) étant définie par la
formule (53), Pinégalité (8) est réalisée *).

Remarque. Dans le cas, ot A est soit un ensemble fermé, soit un
ensemble localement connexe dont le complémentaire se compose d’un
nombre fini de constituants, on a

. R(4)=54,
¢est-a-dire que toute fonction fe P4 est homotope & une fonction ra-
tionnelle. En conséquence le corollaire I est applicable, dans ce cas,
4 toute homéomorphie fe P4

Nous allons compléter cette remarque en établissant (dans le NO°G)
le théoréme suivant.

TafoREME IV. Soit 4 un ensemble formé dun nombre fini de com-
posantes

A=A+ ..+ 4n.
Soit fe P4. En supposant que
(fldp e R(4)) pour j=1,..,m,
on a
feR(A).

) Dans le cas ol f~1 nous convenons que u(f) est I'ensemble vide. La thise du
corollaire est réalisée alors ,dans le vide”.
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Autrement dit, si la fonction f est homotope & une fonetion rationnelle
sur toute composante de A, elle est homotope d une fonction rationnelle sur
Densemble A tout entier.

Toute homéomorphie définie sur une région étant homotope a une
fonction rationnelle (méme 2 une homographie) %), nous déduirons directe-
ment du théoréme IV le corollaire suivant.

COROLLAIRE II. A étant un ensemble owvert formé dun nombre fini
de composantes ) et f une transformation homéomorphe de A, homotope
& une fonetion rationnelle, Uinégalité (8) est réalisée, u(f) étant définie par
la formule (53).

6. Nous allons baser la démonstration du théoréme IV sur deux
lemmes dont le premier concerne la translation des zéros et des péles d’une
fonction rationnelle.

LeMME 1. Etant donnés un ensemble arbitraive (non vide) A, un en-
tourage ouvert G de A et une fonction rationnelle

7(2)=(e—po) ... (2—pu)"

il existe un systéme de points gq,...,q. appartenant o G et tel que
7(@) ~(z—a0) .o ()"
Démonstration. Considérons deunx cas. S p; ¢ G, posons gj=p;.
Dans le cas contraire, soit C; le constituant de Pensemble §,—G qui

contient le point p; et soit ¢; un point de Pensemble C;@ (qui est non
vide) *). T vient

ol pjed—A,

sur A.

PirGr€ C;CSH—GCS—A.
(; étant un continu, l'ensemble 4 ne coupe donc pas le plan entre

p; et g;, et le théoréme 4 du N°1 est applicable.
LemmE 2. Etant donnés deuxr ensembles séparés P et Q et trois fone-

tions f, g et h telles que
f’g’h € QP+Q7

(54) f~g sur P, f~h sur @,
(53) h~1 sur P, g~1 sur @,
on a
{56) f~gh sur P-+0Q.

En effet, on obtient par multiplication
(B7) f~gh sur P et sur Q.

%) Voir [6], p. 363, théoréme 4.

%) Nous ne faisons aucune hypothése sur le nombre de composantes de §,— .

#7) ('ar, d’aprés un théordme général sur les espaces X connexes ef compacts, si
& est un ensemble ouvert et C est une composante de X¥—@, on a CG#0. Voir [3],
p. 112, théoréme 1. ’
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Les ensembles P et @ étant disjoints et ouverts dans P~@, la pro-
position (57) implique (56) *®).

Démonstration du Théoréme IV. Procédons par induction. Le
théoréme étant évident pour m=1, admettons qu’il soit vrai pour m-—1
(ol m>1).

Les ensembles connexes 4,..., 4, étant séparés deux & deux,.il existe
des régions R,...,R, telles que??)

(58) A;CR;  pour 1<j<m
et
(39) R;R;=0 pour i#j. .

Les ensembles connexes Ry,..., R, étant disjoints, il existe un indice j ,
admettons que ce soit j=1, et un ensemble connexe S tel que 30)

(60) RS=0 e Ry+..+R,CS.
Posons pour abréger

(61) P—d;, Q=At..tA,,

(62) P*=R,, @Q*=R,+..+R,.
On constate aussitot que

(63) PCP* QC@*CInt(S).

. En outre, les ensembles P et  sont disjoints et ouverts relativement
a P+@Q et les ensembles P* et Q* sont disjoints et ouverts (dans &,)
Il en résulte, d’aprés (63), que )

(64) P*Q*=0, done P*Q=o,
et, d’aprés (60) et (62), que
(65) P*8=0, done PS—0.
On a par hypothése (f|P) e R(P) et (f19) € R(Q); autrement dit:
(86) [@~E=p . (z—p )" sur P
et
ﬂ Ha)~(z—qo)" .- (2—g)™  sur Q.

) Cf. [6], p. 325, théordms 10.

¥) Voir [3], p. 163, théoréms 5.

sey (v Sl o

?) Car, d’aprés un théoréme concernant les espaces connexes arbitraires, étant,

donné un systéme fini d’ens les existe u ce ml en-
sembles connexes R, R, i i indi

¥ Xe o il es 3 j et

. 1 2 4bm 5 n indice j et un

SEj=0, Rit i+ Rjc1+Rjat o+ R 8.
Voir {3], p. 88, théoréme 6.
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1l est légitime d’admettre en outre, en vertu du lemme 1 et des for-
mules (63), qUe Po,.eeyPne P* &t Goyeny gy € INt(S) CS.

Les ensembles P* et S étant des continus, on en conclut, en tenant
compte de (65) et (64), que ni ensemble P ne coupe le plan entre les
points gg,...,¢r, Di ’ensemble @ — entre p,,...,p,. Par conséquent

(68) (z—go)™ .o (z—g)"~1  suwr P,
(69) (z—p o)t (2—pa)fr~l s Q.
En appliquant le lemme 2, on déduit des formules (66)-(69) que
f@)~(2—p0) 0 eos (=P (2= o)™ .. (2— @)™ sur 4,
ce qui prouve que la fonction f est homotope & une fonetion rationnelle.

COROLLATRE II1. Ktant donnés un systéme (fini) densembles connexes
Ayyuy Am, séparés deux & deux, et un systéme de fonctions rationnelles
TyyeeeyTm tel que les zéros et plles de v; (pour 1<<j<<m ) sont situés en dehors
de A;, il existe une fonction rationnelle r dont les zéros et poles n’appartien-
nent & aucun des ensembles A; et qui est homotope & r; sur A; (1<<j<<m).

Ce corollaire se déduit du théoréme IV en définissant la fonction f
par la condition: f(z)=r;(2) pour ze 4; (1<<j<<n).
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