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Introduction,

I. Le présent mémoire a été rédigé par M. Franck, licencié
&s sciences, d’aprés le cours fait par M. Fréchet pendant le pre-
mier semestre 1921—22 & U'Institut de Mathématiques de 1'Univer-
sité de Strasbourg. On trouvera en outre 2 la suite de ce mémoire,
une note supplémentaire ot M. Franck expose les compléments
qu'il a apportés aux recherches de M. Fréchet, dans un travail pré-
senté & Strasbourg pour le diplome d’études supéricures de mathe-
matiques.

IT. Les notions de famille additive et de fonction additive
d’ensembles linéaires ont été implicitement introduites par M. Borel
4 Yoccasion de sa définition de la mesure. C'est M. liebesgue
qui leur a donné un nom et en a fait le premier une étude systé-
matique. M. de la Vallée-Poussin a complété cette étude en
divers points et c'est dans son livre sur lintégrale de Lebesgue qu'on
en trouvera l'exposé le plus & jour. - '

M. Fréchet a cru intéressant de reprendre cette exposition
en gaffranchissant de deux hypothéses. Premidrement, dans le cas
méme des ensembles linéaires ou & » dimensions examiné par M, de
la Vallée-Poussin, la notion de famille ,close® était limitée
au cas ol la famille d’ensemble considérée contient les intervalles,
Si ce cas est le plus intéressant, il peut étre cependant considérd
comme un Cas partwuher D’autre part, les notions de fonctions of
et familles additives d'ensembles n’ont pas moins d’intérét quand
les ensembles envisagés appartiennent b des champs fonctionnels
plus complexes que les espaces i » dimensions. Dans la suite nous
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~appellerons ensemble abstrait un ensemble dont les éléments ne sont

pas nécessairement des points mais sont de nature quelconque.

Enfin 1Texposé de M. Fréchet a peut-étre aussi l'avantage
de bien mettre en évidence que les notions de fonetions et de fa-
milles additives d’ensembles et leurs propriétés sont entidrement
indépendants de la notion d’¢lément limite de ces ensembles.

Que par exemple dans l'espace & une infinité de coordonnées
ot diverses applications de l'Analyse avaient conduit & diverses dé-
finitions non équivalentes d’'une suite convergente de points, on rem-
place une de ces définitions par une autre, rien ne sera changé dans
les propriétés des familles et fonctions additives d’ensembles dans

ces espaces.

Chapitre I
Familles additives d’ensembles abstraits.

1. Opérations sur les ensembles abstraits 1j..Soient E et I deux

ensembles: on appelle somme de ces deux ensembles et on désigne

par E+F lensemble des éléments appartenant a Eeth F.-

On désigne par E — F lensemble dos éléments de E qui n’ap-
partiennent pas & F' (il en existe): on dit alors que I'on a soustrait
I de E. _

On appelle produit des deux ensembles L et F et on désigne
par E . F Vensemble des éléments communs a et & F (sl en existe).

On généralise immeédiatement les définitions de la somme et du
produit au cas d'une suite dénombrable d’ensembles et on obtient
la somme B, + Fy +...+ E,+... et le produit £, £,... E,...

On déduit des définitions les relations

B . By =B, — (B,— E)=Ey—(BEa—Ey),  (Bi+E)F=EF+EF
i1 +Ez'= (El - Ez) +E1 . Ez + (Es - El)-

On dit qu'un ensemble E coinpren& un ensemble F' quand tous
les éléments de F appartiennent & B et on exprime ce fait par la

notation

EDF.

1) Of. De la Vallée Poussin: Intégrales de Liebesgue p: 7 et suivantes,
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Réciproquement  on. dit que ' est contenu dans E et on exprime

ECF.

On dit que deux ensembles sont disjoints ¢'ils n’ont aucun ¢lé-
ment commun, On dit aussi que leur produit est nul.

9. Ensembles limites. Soient les ensembles £, E,..., K,,...: on
appelle ensemble limite restreini de cette suite d'ensembles I'en-
semble B qui est formé de tout élément . appartenant & la suite
donnée & partir d'un certain rang variable. Si on considére un élé-
ment quelconque 4 de R, il appartient, par exemple, & la fois & tous
les ensembles K,, B,.,,...; 4 appartient done an produit B,. K, .
.E,.5... ot par conséquent & la somme de ces produits. Réciproque-
ment tout élément, qui appartient & la somome des produits &, B4, ..,
appartient au moins h un de ces produits et par conséquent & une
infinité d’'ensembles de la suite & partic dun certain rang. On en
conelut que

R=F E, By...+E . I . E...+.. .+ L Eyy By + ..
On appelle ensemble limite complet de la suite B, E,, fiy,... Ven-
semble C qui est formé de tout élément A qui appartient & une

infinité- d’ensemble tirés de la suite. Cet élément appartient & len-

semble X, + K, ..., quel que soit »; il appartient dene an pro-
duit des ensembles FE, -+ F,.,... Réciproquement tout élément 4
qui appartient au produit des ensembles &, -+ I, -+ ... appartient
A une infinité d’ensembles tirés de la suite. On en conclut que
C= (Ey+Ey+Ey+...). (Bt Eg+..)... (B Lpa+-. ).

3. Ensemble limite. On dit que la suite d’ensembles &), kj,...
converge vers I'ensemble limite L, si son ensemble limite restreint
et son ensemble limite complet coincident: o

L=(=R"Y).

4. Exemples. Considérons une suite monotone croissante d'en-
sembles, c'est-h-dire une suite d’ensembles K, &,,..., &,,... telle
que B C E,C &y ...C L, C... Appelons ki, I'ensemble somme des 1,
on voit que Uon a K, 4 Ly +. ..+ B, = K., . gy oo By == .
En formant les ensembles limites restreint et complet, on obtient

I{mﬁi+ﬂrﬁ +:'-+~E’n+ ”'mﬁ;ﬁi Gm H(A" .[dmu..m‘[i}w.

1) L'ensemble limite restreint et tonjours au plus dgal A I'ensemble limite
complet: £ C C.
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L’ensemble limite restreint et l'ensemble complet sont égaux:

Yensemble limite existe et a pour expression L=E, + E; +..4-E, 4...

On verrait de méme que pour une suite monotone décroissante

d’ensembles, c'est-i-dire une suite d'ensembles E,, E,,..., E,,... telle

que B, DE,D-DED.., ensemble limite existe et a pour valeur
L=E E,.. E,...

H. Remarque. Les notions d’ensemble limite complet et d'en-
semble limite restreint peuvent paraitre assez artificielles: on se rend
facilement compte de leur introduction dans la théorie des ensem-
bles en généralisant pour les ensembles abstraits une notion due
3 M. de la Vallée-Poussin en ce qui concerne les ensembles pone-
tuels: c’est la notion de fonetion caractéristique d’ensemble?). Soit
E un ensemble abstrait, nous appelons fonction caractéristique la
fonetion d’élément @g(A), telle que sur tout élément A appartenant
4 E, py(4) =1 et sur tout élément n'appartenant pas i B, pz(4)="1

Avec cette définiton de la caractéristique il suffit de reprendre
mot pour mot le raisonnement de M. de la Vallée-Poussin, le seul
changement consistant & remplacer le mot point par le mot élément.

Les ensembles limites complet et restreint de la suite des E, ont res-
pectivement pour fonetions caractéristiques la plus grande et la plus pe-
tite limite de la fonction caractéristique des E,. En particulier pour que
E, converge, il faut et, il suffit que sa fonction caractéristique converge
ot 1a limite de l'une a pour fonction caractéristique la limite de I'autre.

6. Théoreme: Etant donnfes deux suites convergentes d'ensembles,
la suite Ei, By,,.., E,,... ayant pour ensemble limite E ¢ la sutte

F,, Fy.r, F... ayant pour ensemble lumite I, la suite E +F,, E,+F,,..
est une suite convergente qui ten vers Pensemble E+ I et la suite
E,—F, Ey,—F,,... est une suite convergente qui tend vers I'ensemble
E— F.

Considérons, en effet, les suites &, Ey,.... K. €t F,, Fopy I,y
sans supposer qu'elles soient convergentes et appellons R et C les
ensembles limites restreints et complets de la suite de £, R et ('
ceux de la suite des F. Formons la suite d’ensembles Ej + Fi,
E 4 F,,..., E,+F,,... et solent g et y ses ensembles limites restreint
et complet. Portons notre attention sur I'ensemble y: tout élément

de y appartient & une infinité des ensembles E, + F, E, + Fy,..3
par exemple, il appartient aux ensembles E,+ F B4 Fopy.. 11

1) Cf. De la Vallée-Poussin: Intégrale de Lebesgue pages 7, 8 et 9.
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appartient done soit & une. infinité des ensembles E, soit & une in-
finité des ensembles £ soit & la fois & une infinité des ensembles
E et & une infinité des ensembles f.

Cet élément appartient done soit & C, soit & C’, sott & la fois
3 C et & C’. D'une fagon ou d'une autre il appartient & C+C’ et
on en conclut que y est compris dans C+ C’. Passons maintenant
3 I'ensemble limite restreint ¢ et pour cela considérons 1’ensemnble
R+R'. Un élément de KR+ A’ appartient i tous les ensembles, soit
de la suite K\, E,,..., &,,... soit de la suite Fy, F,,.., F,,... & par-
tir d'un certain rang: dans tous les cas, il appartient 3 tous les
ensembles de la. suite X, - Iy, E, + [F,... A& partir d’'un certain
rang et par conséquent & l'ensemble limite restreint ¢ Tout élé-
ment de K+ R’ appartenant & o, R+ R’ est compris dans ¢ et nous
obtenons les inégalités:

R+R Co(Cy(CC+ "

Si on suppose que les suites des &, et des F, sont conver-
gente set ont respectivement pour ensembles limites les ensembles
Eet F,on aBR=C=KH R = (C'=1I" et les indgalités s'écrivent

E-}-FTCQC')JCE«{—F Dol 0 =y=F + F.

La suite des K, + I, est alors convergente et son ensemble
limite est K + F.

Passons au cas de la ditférence et considérons la suite d’ensem-
bles E, — Ky, K, - F,,..., E,—F,,... et soient o, ¢t y, ses ensem-
bles limites restreints et complets. Tout &lément de y, appartient
4 une infinité des ensembles X, F, par exemple a K, - F,.,
E,—F,,.... 11 appartient donc & K, .E,,..., et on voit que tou
élément de ¥, appartieut & C. Cet élément n'appartient pas & 17, I,

ny +ong ey

il n'appartient donc pas & tous les éléments de la deuxidme suite

b partic d'un certain rang et par suite il nappartient pas & R’
Par conséquent il appartient a C— R’ et on voit que y, est compris
dans C— R’. Passons maintenant & ¢, et considérons un élément
de B— O': appartenant & I il appartient & tous les ensembles de

‘la suite des £, & partu d'un certain rang, par exemple, ¥ E,, B, ;...

ny

D'autre part n'appartenant ‘pas & (7, il wappartient qu’a un nombre
fini des ensembles de la suite de [, par exemple, d I, /..., I,
L'élénient considéré appartenant & F. ., sans appartenir & B,
on voit qu’il appartient a la suite des cosembles K

A
Bevp T A ey
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Boppp— Fugprase - o6 par 1o quil appartient & g;. Il en résulte que
Pensemble o, comprend I'ensemble B — C’ et on arrive anx inégalités

R—CCoCnCC—PR.

Si Ton suppose que les suites considérées sont convergentes et
ont pour epsembles limites E et F, on arrive anx inégalités

E—-FCouCnCE—-F  Dotg=p=E—F
Ce qui prouve que la suite d'ensembles B, — Iy, K, —F,,..,
converge vers l'ensemble E— F. o
7. Familles d’ensembles closes. Un dit qu’une famille densem-'
bles est close!) par rapport i certaines opérations §, D,... (par exem-
ple, laddition) si tout ensemble obtenu par une des opérations

S, D,... effectuée sur des ensembles appartenant & la famille appar-

tient encore & cette famille. |
8. Définition des familles additives d’ensembles. Les deux

additivités. Une famille d'ensembles F' est additive au sens restreind,

 si elle vérifie ces deux propriétés:

19 Si E,, E, sont deux ensembles appartenant A la famille F,

il en est de méme de leur différence B, — E, (quand cette diffé-

rence existe)
90 i E,, E, sont deux ensembles disjoints appartenant & la

famille ¥, il en est de méme de leur somme.
Il résulte de cette définition de ladditivité et de 'égalité
E, .E,=E, — (E,— E,), que si E;, E; sont deux ensembles appar-

ténant & la famille F, il en est de méme de leur produit E, . E, (sl

existe). On peut doue dire qu'une famille additive au sens restreint
est close par rapport, & l'addition, la soustraction et la multiplica-
tion. I'additivité ainsi définie est telle que les opérations ne portent
que sur un nombre fini d’ensembles. On défnit une deuxidme addi-
‘tivité par les conditions suivantes

1* 8i- E,, E, sont deux ensembles appartenant a la famille 7,
il en est de méme de Ay, — E;. |

20 Si E,, E...., E,,..., est une suie dénombrable (finie ou
pon) d’ensembles disjoints appartenant & la famille T il en est de
méme de leur somme E; + B, +...+ B+ ...

1) Cette expression est empruntée & M, de la” Vallée-Poussin sous un sens plus
.général, mais en éliminant de sa définition une restriction inutile et qui-d'ailleas
ne correspond pas an sens vulgaire di mot. Cf. Intégrale. de Lebesgue, page 83.
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Dans cette deuxidme définition de l'additivité, les opérations
peuvent porter sur une série dénombrable, méme infinie, d’ensem-
bles, c'est Padditivité au sens complet.

Comme dans la premiére définition de I'additivité le produit de
deux ensembles appartenant i la famille T appartient & la famille T.

La somme d'une infinité¢ dénombrable d’ensembles (disjoints ou
non) appartenant & la famille T' appartient encore & la famille T.
En effet, soient E,, E,,..., E,,... les ensembles considérés. Posons
Ei= 11’7
Ey=E,— L, Ey=FEy—(&,+ k), E.=E,—(E, \+E _a+..+E).

On a E,+ E+...+B=EFE+E-+..+E,: on arrive & cette
égalité par récurrence et on obtient ces résultats: les ensembles:
E,, E,..., E,,.., appartiennent & la famille 7, sont digjoints et leur
somme est égale & la somme des ensembles B, E,,... E,,... D’aprés
la définition de Vadditivité au sens complet l'ensemble K 4
+ Ey+...+ E. 4 ... appartient & la famille 7" il en est de méme de
I'ensemble identique E, + Ey + ...+ B, + ...

9. Le produit d'une suite dénombrable (finie ou infinie)
d’ensembles appartenant i une famille d’ensembles 7' additive
au sens complet appartient & la famille I" Soient K., K,,.., E,,...
les ensembles considérés. Considérons les ensewbles B, — K, diffé-
rences de deux quelconques des ensembles &, K,,..., E,,...: d'aprés
la définition méme de l'additivité ils appartiennent & la famille 7'
Leur somme, formée d'une infinité dénombrable d’ensembles appar-
tient & la famille 7% soit X (&, — E,) cet ensemble. Comme l'en-
semble B, + E, + ...+ K, + ... appartient aussi & la famille 7, il
en est encore-de méme de l'ensemble (B, + E, +...4 £, +.)—3(E—E,).
Or cet' ensemble est constitu¢ par les éléments communs & tous les
ensembles E,: il est done précisément I'ensemble produit K, . £, ... £,...
ainsi si tous les ensembles considérés appartiennent & la famille d’ensem-
bles T' additive (au sens complet), il en est de méme de leur produit,

10. Passage de l'additivité au sens restreint a l'additivité au
sens complet psr l'adjonction de la continuité. La condition né-
cessaire et suffisante pour quune famille d'ensembles soit additive
au sens complet est que cette famille soit additive au sens restreint
et close par rapport au passage i la limite d'une suite (’ensem-
bles non décroissants.

En effet. la famille 7, additive au sens complet, est a fortiori
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additive au sens restreint. Comme tout ensemblelimite E d'uue
guite croissante d’ensembles e, e,,...,¢,,... peut &tre considéré
comme la somme d'une infinité dénombtable d'ensembles disjoints

_appartenant i la famille T, e,, (e1—€3)ye vy (6a— €py)y--., 12 famille

T additive au sens complet contient aussi E. Par suite elle est close

* par.rapport au passage & la limite d'une suite d’ensembles non dé-

croissants.

Réciproquement, si la famille T est additive au sens restreint
ot close par rapport au passage & la limite d'une suite densembles
non décroissants et si I'on considére des ensembles disjoints E,, E,,...
E,,..., appartenant & la famille T, les ensembles E,, E; + E,...
E+E+.. . +E,... appartient & la famille 7. Or ils forment une
suite non décroissante et la famille T étant close par rapport au
passage & la limite d’'une suite non décroissante d’ensembles. leur
ensemble limite B+ Ey+...+E+... appartient & la famille T': ce
qui prouve l'additivité au sens complet de-la famille T. |

11, Remarque. Si une famille d’ensembles T' additive au sens
restreint est close par rapport au passage & lalimite de suites d’en-
sembles non décroissants, elle ‘est close par rapport au passage
4 la limite de suites quelconques d’emsembles convergentes.

Tout d'abord elle est close par rapport au passage & la limite
de suites d’ensembles non croissants. En effet, considérons la suite.
Tensembles non croissants appartenant & la famille additive den-

sembles T,

ﬂj&j&mj&jm

Soit E son ensemble limite: considérons la suite d'ensembles
E,— E, E,— F,,..., E, —E,,...: cette suite est une suite d’ensem-
bles non décroissants appartenant & la famille 7. Son ensemble-limite
E’ sppartient 3 la famille T. Or nous savons que la suite E,—E,,
E,—E,,..., E,—E,,... est convergente en raison de la convergence
des suites E,, E,..., By,... et E,. E,,..., E,,... et.son ensemble
limite est B, — £. On a donc E'=E, — E. |

Comme E est compris dans E, on en conclut que E=E —F.
Les ensembles K, et E' appartenant & la famille T, il en est de
méme de l'ensemble E. ‘ | )

Passons & une suite quelconque d’ensembles. D’aprés les formules
du § 2, Yensemble limite restreint de cette suite peut-étre considéré

comme lensemble limite d’une suite non décroissante d’ensembles
‘ 22

Fundamenta Mathematicae IV.
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qui peuvent chacun étre considérés comme les ensembles limites
de suites d’ensembles non croissants tirés de la famille T" il s'ensuit
que l'ensemble limite restreint appartient & la famille T, close par
rapport au passage & la limite de suites d’ensembles non décroissants.
Il en est de méme de l'ensemble limite complet. Si la suite consi-
dérée est convergente, son ensemble limite appartient donc & la
famille: 7, qui est ainsi prouvée étre close par rapport au passage
3 la limite (sans conditions).

12. Exemples de familles additives: d’ensembles.

10 La famille de tous les sous-ensembles d’un ensemble donné
est additive au sens complet.

90 Considérons une droite orientée avec une origine des abscisses.
La famille des ensembles dont chacun est somme d'un nombre fini
d'intervalles rationnels incomplets (c'est & dire d’intervalles dont les

abscisses des extrémités sont rationnelles, l'extrémité droite, par

exemple, étant exclue) est additive au ‘sens restreint, non au sens
complet. '

© 30 Sur cette méme droite considérons les intervalles incomplets
0,1;1,2;...; n—1, — n;...; supposons qu'on ait peint en couleur
rouge les ensembles (0, 1) (2, 8),..., (2, 2n-1),..., et le reste en
bleu. La famille d’ensembles dont chacun est formé de tous les pointa
appartenant 'd’un nombre quelconque (fini ou infini) d'intervalles
rouges est additive au sens complet.

4° Sur cette méme droite la famille des ensembles ,bien définis

de M. Borel est aussi additive au sens complet. Il en est de méme
de la famille des ensembles meésurables de M. Lebesgue.

Chapitre II.

Les fonctions additives d’ensembles abstraits,
A) L’additivité et ses conséquences

18. Définitions. Si on considére une certaine famille 7' den-
sembles J, on dit qu'un nombre est fonction uniforme de l'ensem-
ble £ sur la famille 7, si ce nombre, qu'on désigne par la notation
f(E), est bien déterminé, quand K est un ensemble bien déterminé
appartenant & la famille I

On appelle fonction monotone gur la famille 7' une fonction qui
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a méme signe (ou s'annule) sur tout ensemble appartenant 3 la fa-
mille T

La fonction f est dite additive sur la famille T, si l'on a Végalité
(1) ‘7'(E1+E2+---) zf(E1)+f(Ez)+

quand E,, E,,... sont des ensembles disjoints de la famille 7T et
que l'ensemble £+ FE;+... appartient aussi & la famille 7.

14. Les deux additivités On distingue comme pour les famil-
les d’ensembles, deux sortes d’additivité: Uadditivité aw sens resireint
et Uadditivité au sens complet. La fonction f est additive au sens
restreint, quand la relation (1), qui définit Padditivité, ne porte
que sur un nombre fini d’ensembles disjoints. La fonction 7 est
additive au sens complet quand la relation (1) p ut porter sur une
suite dénombrable d’ensembies disjoints.

On peut passer de V'additivité au sens restreint & I'additivité au
sens complet grice & la notion de continuité des-fonctions d’ensemble,
On dit qu'une fonetivn d'ensemble f(E), définie sur une famille
d’ensembles close par rapport an passage & la limite, est continue,
si l'égalité E —limite de FE, entraine I'égalité f(F)=Ilimite de
J(E,). quand » augmente indéfiniment. La continuité permet d'arriver
& cette proposition.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction d’en-
semble, définie sur une famille d’ensembles additive au sens complet T,
soit additive au sens complet, est quelle soit additive aun sens res-
treint et continue relativement aux ensembles limites de suites
d’ensembles non décroissants tirés de la famille T.

En effet, si la fonetion f est additive au sens complet et si
E,, E,,... E,,... sont des ensembles disjoints appartenant 4 la fa-
mille T, on a

B+ Byt Bt ) =F (B (B +. . HFE) + ...

La fonction f additive au sens complet esu Y fortiori additive au
sens restreint. Or tout ensemble ¢ limite d'une suite d’ensembles non
décroissant e,, 6,,..., €,,... peut-8tre considéré comme la somme
d'une infinité dénombrable d’ensembles disjoints appartenant & la
famille T+ B

e1y (63— €1)y- ey (B €aa)roo-
et I'on a

e=¢ +(ea—&)+...+ (& 1) e
22*
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D'ot résulte
) =fle) +f<e2~—e1> + - Floa—tug) .. = limite fl,).

00

Ainsi la fonction f additive au sens complet est additive au
sens restreint et continue relativement aux ensembles limites de
suites monotones croissantes d’ensembles tirés de la famille T.

Réciproquement, si la fonction f jouit de ces deux derniéres
propriétes, elle est additive au sens complet. En effet, considérons
une infinité dénombrable d’ensembles disjoints appartenant b la fa-
wille 7': £, vevy Byy... Les ensembles B, Ky -4 Uy, ..., B +
By +...+ 17”, : appartiennent tous & la famille 7' et forment une

 guite monotone croissante d’ensembles qui admet pour ensemble li-

mite B, + By + ...+ E,+... En raison de la contlnulté de la fone-

tion £, on a

S(By 4Byt .+ Byt ) = limite (B, + By +.. B, =

n—>oQ

= lim [f(B,) + f(Be) + - .- + (B,

N=roa

d’ol .
F Bt Byt By = f(B) + FE + o 4 FE) + ...

Ce qui prouve l'additivité au sens complet de la fonction f.

On verra dans la suite qu'une fonction additive au sens complet
est continue non seulement relativement aux ensembles limites de
suites monotones croissantes d’ensembles, mais encore relativement
aux ensembles limites de toute su1te convergente d’ensembles tirés
de la famille T.

15. Propriétés des fonctions additives d’ensemblel). Soit f
une fonction additive d’ensembles définie sur la famille additive
d’ensembles T. Si F,, By,..., E,,... sont des dnsembles disjoints
appartenant & la famille 7', on a

(1) SEABy oA By ) = F ) +7Bs) 1o+ P +
Si on considere f(F,) comame le terme géudéral d'une série, il résulta
de Dégalité (1) que cette série est convergente. Klle est méme abso~
lument convergente. HEn effet, elle comprend des termes pomuf&s ot
des termes négatifs: les termes positifs correspondent b des ensem-

i) Dans la suite, quand nous emploierons I'adjoctif additif tout court il #'agira
toujours de l'additivité au sens complet.
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bles Ea s Eyyy-eny qui forment au plus une mﬁmté dénombrable; de
mémeé les termes négatifs correspondent A une suite dénombrable
d’ensembles Ejg, Epg,... D'aprés les propriétés de TI'additivitd, - les
deux séries f(E,) +f(Ey) + ... et f(Bp) +f(Es) + ... sont bier
convergentes. ' ,

16. Théoréme: Une fonction additive d’ensémble; J(E) définie
sur une famille additive d'ensembles T est bornée sur cette famille T.
En effet, supposons qu’il n'en soit pas ainsi: quel que soit le nombre
entier n, il existe alors un ensemble E, appartenant & la famille
T et tel que f(E,) soit supérienr & n. On peut ainsi déterminer un
ensemble E,, tel que f(£;)>>1, un ensemble E,, tel que f(E,) >2
et ainsi de suite. On obtient par ce procédé une infinité dénombra-
ble d’ensembles appartenant 4 la famille 7. Leur ensemble-somme
E—E +E,+..+E,+.. appartient aussi & la famille d’ensembles T.
Lies valeurs que prend la fonction f sur les sous-ensembles de £
(appartenant & la famille 7) ne sont pas bornées. Nous allons dé-
montrer que cette hypothése est en contradiction avee Padditivé.

- Tout d'aberd, si ¢ est un sous-ensemble de E appartenant & la fa-

mille d’ensembles 7, l'ensemble E-— e est aussi un sous-ensemble
de E appartenant 3 T ef les ensembles ¢ et E — ¢ sont disjoints.
On a done f(E) =f(¢) + f(E—¢) et cette somme a une valeur fixe,
quand e varie daps E. D'autre part, puisque la founetion f "nlest
pas bornée sur les sous-ensembles de E appartenant & 7, on pourra
choisir ¢ de sorte que la valeur absolue de F(e) soit aussi grande
que Yon veut. Alors f(E —¢) aura aussi une trés grande valeur et
de signe contraire & celle de f(¢). Ainsi quelque soit le nombre a
positif, on peut choisir I'ensemble ¢ (dans E et appartenant & T)

“de sorte que |f(e)| > @ et |f(E—¢)| >a. Comme la fonction f n’est

pas bornée dans l'ensemble E; elle n'est pas bornée & la fois dans
les ensembles ¢ et E— e On peut done, étant donné un mombre

. positif @ queleonque, choisir un sous-ensemble ¢ de E appartenant

a-la famille T, tel que f(¢) soit én valeur absolue supérieure &
et que la fonetion f me soit pas bornée dans e. On prend d’abord
pour a la valeur 1: on obtient un sous-ensemble ¢ de E (appar-
tenant & la famille T) tel que |f(e)| > 1« et que la fonction f ne.
soit pas bornée dans ¢,. On peut reprendre le raisonnement avec
e, et en tirer un sous-ensemble ¢, (appartenant & T') tel que |f{e.) 1>2
et que le fonction f ne soit pas bornée dans e,. On continue ainsi
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et obtient une suite d’ensembles ¢, €a;.. -y €. ., appartenant tous
a la famille 7, et tels que

E)eDeD-Dea .. et que |F(e)|>1; [F(@)]|> 2., [fle)|>n,.
On peut, par suite, éerire . |
1) —J(B) + [/(B) =/ {a)l +
+ [F (@) — Flea)] 4 o [fle ) — fle)] = —STe.

La valeur ahsolue du second membre etant inférieure ou égale i la

somme dés valeurs absolues du premier membre, on 2
@ )]+ IAE) —fe) +
+ If(e:L) " f(eﬂ)‘ + oo + if((‘)'nm‘i - f(&'") ‘ ,.;3 Ui(en) I > n.
Dot |
B B —Flen) | e — (@) || e — (e 0 —|/(B),

Faisons eroitre # indéfiniment: 7 — \/(E)| augmente indéfiniment
et par conséquent le premier membre de linégalité (3) aussi. Les
ensembles B — ¢, 6, = €551y w1 — Gy étant disjoints, quand on
fait eroitre » indéfiniment, lo premier membre ‘de l'inégalité (3),
qui n'est autre que la série des valeurs absolues des termes de
F(B—e)+fle,—a)+. ..+ fle,y—e) +..., augmente indéfiniment. La,
série considérée ne sersit dome pas absolument convergente: ce qui
est en contradiction avec hypothése de I'additivité de la fonetion /1),

17. Corollaire. Soient Ky, Ey,..., li,... wune suile dénombrable
densembles disjoints appartenant & la famille additive d'ensembles T,
la somme des valeurs absolues S| 1| == | FE)| + | S (L) | + ... est bornée
quand on fait varier la swite & ensembles. |

Considérons les nombres F(&y), f(Hy), .., F(H),. .. nous pouvons
séparer les positits des négatifs. Soient Ky, He,, . ... E, ,... les ensem-
bles tel que f(B,) est positif et Ly, Mg, ..., g, les ensembles
tels que f(E,) est négatif, on a

P AU oA U == [P+ i) o LB B )
Posons Hy, 4 Ko, + ... == H, Ky + B+ .= K.
OB 4 SE + oo+ Fl) + o= f(H) S (K)
FED A+ 1 ED |+ o LB + o SUAED] + | SR

1) MM, de la Vallée-Poussin ot Kadon démontrent le théordme 16 soulement
sur les sous-ensembles (uppartenunt i lo fumille T') d'un ensomble de I
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Or d’aprés le théoréme précédent |f(H)| et | F(K)| sont bornées
et admettent, quels que solent H et K, la méme borne M,

On a, par conséquent, | f(E)| + [f(Ey)|+...+ | A(BY +... <2M>
quelle que soit la suite dénombrable d’ensembles disjoints tirés de
la famille 7.

18. Théoreme. La somme d'un ncmbre fini de fonctions additives
d'ensemble est une fonction additive densemble.

Sur tout emsemble K appartenant & la famille 7| considérons les
fonctions additives d’ensemble f, (E), £, (E),.... f,(E) et leur somme
F(BY=/f(E) + fo(B) + ... + f,(E). Supposons qu'on ait décomposé
K en une suite dénombrable d’ensembles appartenant & la famille T
et ne chevanchant pas: solent ¢,6,...,¢... ces ensémbles. Suppo-

4
sons d’abord qu'ils soient en nombre fini, On a

FE)=file)) + Files) + - + fule) +
SR AR A RV ACAE RS AT}

On obtient f(F)=f(e,) + f(ey) + ... +f(¢,) en groupant les

termes en ¢, ceux en ¢, ete. ‘ »
~ On voit déja que la fonetion f est additive au sens restreint.
Si les ensembles ¢ sont en nombre infini dénombrable, la série

fle) + fle) + ..+ f(e) + ... est convergente et égale 4 f(E). Cela
résulte de la possibilité d’ajouter terme & terme un nombre fini de

séries convergentes (En effet, les fonetions f, (&), fo(E),..., (&)
étant additives, nous avons, d'aprés E—=¢, + ¢ + ¢ + ...

£E) = Fhe), B = Fhled. /i(B) = Frle)

re==] r==]

ce qui donne, d'aprés f(£) = f,(E) +fE)+ ... + f,(E).

fE)= Sf] (&) + j’f.(e,)+...+ 2);@,):

r=1 rame] ra=1

= Y[/ e)+Ae) + -+ SN =

re=]

oq
::2]‘"(3,), e. q. £ d)

r=l
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19. Probléme. Etant. donnée une suite S d'ensembles By, Hy,...
appartenant & la famille additive d'ensembles T’ et wne fonetion.
d’ensemble f(E) additive et définie sur la famille d’ensembles T,
que peut-on dire des valeurs de la fonetion sur les ensembles limites

(restreint et complet) de la suite S§?

Considérons d’abord le cas d’une suite monotone croissante d'ensem -

bles: soit E,, H,,... cette suite telle que B, CE, C B, C....
Nous savons que l'ensemble limite de la suite est K,

 E,=E 4 Byt + Bt =B A (By—B) 4o (B — B+

‘Do
FEB)=F B + [ B)—F B+ A Bpg) =SB+
On en tire

A(B,) = limite f(E,).

new

La valeur de la fonction sur lensemble limite est done dans ce:

“cas la limite des valeurs de la fonetion sur les ensembles de la suite.

- On voit par un calcul analogue que ce résultat subsiste pour les
suites. monotones. décroissantes d’ensembles.
Considérons maintenant wune suite queleconque d’ensembles
E,, B,,..., E,,... (sppartenant & la famille 7). Nous avons obtenu
plus haut pour les ensembles limites complet (C) et restreint (£) les

formules
C=(B + Byt B +.) B+ By o) (Buk B ).
R=FE, By . Ey...4+ By By...+...«+ Loy By ...

Posons: |
H1‘=E.l +Ez +Ea +"' ;Hn:_Ez +E8 + ey ,,.7H“=En +En+]+ ey
GI']‘:.EI.EQ.E”..;,G]_:.E?‘ ’Eﬂ seny »-,".G',”:-Z-—» J". Jn-{-l"‘)"'

Tous les ensembles H et G appartiennent ) la famille 1% on
peit considérer chaque H, comme l'ensemble limite de la suite mo-
notone croissante Hy, E, 4+ Eoay.eey B+ By + oo A Hppyyer b
chaque G, comme l'ensemble limite de la suite monotone décrois-
sante B, E . By, By By oo By, Les.endembles I, H,,...
forment une suite monotone déeroissante: on a done f(C)==limite f( ).

w-rOQ

De méme on a F(B) = limite f(G,).
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Pour pousser un peu plus loins Pétnde des valeurs de la fone-
tion sur les ensembles limites, considérons d’abord le cas ou la
fonction est monotone (c’est-d-dire toujours de méme signe). Sup-
posous-la, par exemple, positive ou nulle: elle est eroissante (en ce
sens que si E croit, f(E) croit aussi). Désignons la par la notation g.
On raméne le cas ol la fonction monotone est négative & ce cas en
changeant tous les signes. On a toujours

p(C) = hmlte p(H), @R = lumte p(G.)

Considérons d’abord @(C): supposons que les valeurs de la fonc
tion @ sur une infinité d’ensembles de la suite soient supérienres,
4 un certain nombre k:@(E,)> k. La fonction ¢ étant croissante

¢(H,) = ¢ (E,) pour p; assez gra.nd les valeurs de la fonetion sur
les ensembles H seront supérieures ou égales au nombre k. ¢(C) sera
donc la limite d'une suite de nombres qui sont tous supérieurs ou
égaux & un nombre k; cette:limite est elle méme supérieure ou
égale & k:@(C)>> k. Or la borne supérieure de ces nombres k, in-
férieurs ou éganx & une infinité des p(F,) est la plus grande des

limites de @ (E,), nombre que nous désignons-par la notion lLimite g(E.,).
On a done

(})(O) lnmte o {L,)

Passons & @(R): si nous supposons que les valeurs de la fone-
tion @ sur une infinité d’ensembles de la suite soient inférieures

& un certain nombre %, pous arrivons par un raisonnement analogue

au précédent aux inégalités
pB) <k et @(B)<limite p(£,)

(limite @(E,) désignant la plus petite des limites des nombres @(E,}).
" Si on suppose enfin que la suite d’ensembles E,, E,,..., E,,..-
converge vers un ensemble E, les ensembles C et R sont ldenthues

4 E et les inégalités concernant @(C) et @(R) deviennent

P (B) < limite p(E,) < limite g (E,) < 9(E).

Ces inégé.lités prouvent que, si la suite densembles E,, B,...,
E,,... est convergente, il en est de méme de la suite de nombres

@(E,), 9(Ey),. .., (E,),... et que Ton a

¢(E) = limite p(&,).

n—o0Q
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Nous verrons plus loin que cette propriété sétend au cas ou la
fonetion d’ensembles, addmve, n’est pas monotone.

B) Etude des fonctions additives d'ensemble par la variation
totale.

20. Définitions. Soit & un ensemble . quelconque appartenant
3 la famille d'ensembles 1) on appelle. découpage de L 'opération
qui consiste & représenter K& comme la somme d'une suite finie de
sous-ensembles disjoints et appartenant & la famille d’ensembles T
et on emploie la notation

E=FE + E,+ ...+ B, = D(H).

On appelle variation de la tonction f sur I'ensemble E, relative an
découpage D(E) la somme des valeurs absolues

| /(B + | fiB) + ... + | f(EL)

et on désigne cette somme par la notation I,y|f|. Nous avons dé-
montré que la variation de la fonetion f sur l'ensemble I, relati-
vement au découpage D(F) est bornée, quand le découpage D(E)
varie. On appelle variation totale de la fonction f sur I'ensemble E.
relativement & la famille 7, la borne supérieure de 3,5|/ | quand
le découpage D(E) varie et on désigne avec Radon cette quantité
par la notation f,|df|.

21. Remarque. Si 'on admettait que les découpages pouvaient

- comprendre une suite infinie dénombrable de sous-ensembles appar-

tenant & la famille 7, on trouverait la méme variation totale.
Appelons [%|df| la borne supérieure des variations correspon-

-dant aux découpages comportant un nombre fini ou une infinité

dénombrable de sous-ensembles. Tout d'abord fy|df| sera au moins
égal & 23,4| S| pour tout découpage D(H) comportant un nombre
fini d’ensembles. Done on a déja

Tl 87| 2 ful df ).
D'aprés la définition méme de [5|df|, étant donné le nombre
positif ;1-;, il existe un découpage comportant une suite dénombrable

de sous-ensembles, B, + K, + ... + B, + ..., tel que
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1871 — 2 <V ABN+IFED + -+ AR + . <

< fin

Si cette suite d’ensembles est ﬁme on aura | f(E)|+ ... < [zl df].

Donc ,
Siari— < fiar

Si la suite est infinie la série de terme général | est eonver-
gente: on peut trouver un nombre p tel que |f(E )|+ | (B 1+

1
soit inférieur i s Or, la somme E,-{- B, +... est un ensemble

E’ appartenant & la famille T et tel que
- 1
VAE <A+ | Ea) |+ < .

n

Or; d’aprés (4)

fidfl———~<nf<E ) 4+ 17 -+ L B+ LAED +

+ [ ABY + A B+ | Bi)  + -
La quantité dans le premier crochet est inférieure & fz!dfl;

celle dans le second est inférieure & ;z-: on a donc dans tous les cas

j]dfl 2 fl if| < f |a7l;

n étant aussi grand que Fon veut, on en conclut que [z df|=/Jz'df}.
22. Théoréme: La variation totale d' une fonction addttwe d ensem-
bles sur une famille additive d'ensembles est elle-méme une Jonction
additive d'ensemble sur cette famille additive d ensembles.
Considérons une suite dénombrable d’ensembles disjoints, appar-
tenant & la famille additive d’ensembles T, E,, Ey,..., Bp,..., ©F
soit £ leur ensemble-somme qui appartient aussi & la famille T.
Je veux démontrer que la série fg|df|+J/5ldf 4.+ /5 |df| +
est une série convergente, dont la somme est précisément fz|df!.
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Or, toutes les variations sur des découpages de E, ont pour borne
supérieure fy |df|. On peut, par conséquent, trouver un découpage

D(E,) de l'ensemble E, tel que -
e | df] - 6 < oS |5, [
g, ¢tant un nombre positif donné, aussi petit que l'on veut.

En remplacant p par 1,2,... ef ajoutant terme A terme les iné-
galités obtennes, on obtient

o kemp ke p

S [1ar1— Fa< 3 “w]

d’olt
Mf}df|<2~o‘°e +§m[211l]
ksl Ky fem ], D (Eg)

Or on peut choisir les g, de sorte que 3 & = ¢ et, dautre
ke

| part, la juxtaposition des découpages D(E,) fournit un découpage D(E)

de V'ensemble /Y et on arrive ainsi aux inégalités:
. 4

kenp

vfldflxe+21f|\e+fldf|

kel By D(E)

Elles prouvent la convergence de la série fy|df |+ fg|df] +...+
+Jz|df +... et indiquent méme que sa somme est au plug égale

A Jz|df]: il reste & montrer quelle est précisément égale & fz|df].
Considérons un nouveau découpage, D'(X). de l'ensemble F, ce
découpage ne comportant quun nombre fini de sous-ensembles,

D'(B)=E + By +...+ B,= E.
On pourra. le choisir de sorte que
fldf|~e<2|fl<fldf|
| p/C)
En le combinant avec lo premier découpage, on &
B, = E, E\ + B, Ky + ...+ K, . E, + ...
VENSIAE. B) |+ [F (B B) |+ + | AB B)| + ...
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- En remplagant h par 1,2, 3,..., ¢ et en ajoutant, on obtient

h=gq.

=& <375 5.

D'(E) nel

En raison de la convergence de la série de terme genéral
| /(| . B)|, on a le droit de grouper les termes correspondant & une

k=& h-

méme valeur de k, 3| F(E,. E,)| = 1 F(Bo. B ) Mais 3| (.. B

est une variation de la fonetion f sur l'ensemble E, et par suite

k=00 hemg k=00

PADLLIE) Jiar.

el k=1 E

On arrive donc par les deux raisonnements préecédents & la
double inégalité

Cette double inégalité, vraie quel que soit & montre que l'on
a bien

k=00

fldfl—-ZfldJl

k=1 B

28. Forme cangnique des fonctions additives d’ensemble. Parmi.
les découpages d'un ensemble E, il y a celui qui consiste & prendre

E lui-méme. On a donc |f(E)|<C fu|df| Il en résulte que les deux
quantités

2g(8) = flaf|+£(B) ot 29(8) = f1af|—/(B)

gont positives ou nulles. En outre, ces quantités étant somme ou
différence de fonctions additives d’ensemble, elles sont elles-méme
des fonctions additives d’ensembles. En retranchant ¢ (E) de @(E)
on trouve que f(E) peut étre considérée comme la différence de
deux fonctions d’ensemble additives monotones et on obtient ainsi
pour f(E) la forme dite canonique: f(E)=@(E)—p(E). Les fone-
tions @(E) et y(E) vérifient, en outre, la relation f=|df|=p(E)+

+ W(E).



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

350 M. Fréchet:

Cette forme canonique est d'une grande importance pour I'étude
des fonctions additives d’ensemble: elle permet dans bien des cas
de ramener I'étude des fonections additives quelconques i I'étude plus
simple des fonctions additives monotones.

Nous allons démontrer, en outre, que, si 'on essaie de mettre f(E)
sous la forme dune différence de deux fonctions additives monotones,
la forme la plus simple est la forme canonique. Soient en effet,
F(EY=¢(E)—w (&) la forme canonique et f(&)=q,(E)—y,(E)
une autre forme de la fonction f(E), ¢,(&) et w,(E) étant deux
fonctions monotones positives différant respectivement de () et w(E).

En retranchant les deux derniéres égalités, on obtient

0 (B — p(B) =9, (E) — w(E)=v(E).

La fonction »(E) est une fonetion additive d'ensembles comme
différence de fonctions additives d’ensemble. Si nous pouvons démon-
trer qu'elle est monotone non négative, il en résultera que ¢,(E) et
,(E) sont supérieures ou égales & @(F) et w(k). Cest en ce sens
que la forme canonique est la plus simple. Considérons un décou-
page quelconque de l'ensemble F

D(E)zﬁjl + £y +...+ F,.
|FED] + A . + S| =
= o, (I,) — "Pl(Ex)' + l‘pl (By) — ¢y (E.l)l + ot |€P1 (K,) — Wy (E)|
D’ou
N ) B 9 ()0, (Bs) ) A )

HE)
or

P (B)=wp(E)+o(E) ¢ (&)=y(E,)+v(L,)

En i'emplagant les ¢, et ¥, par leurs valeurs et effectuant les
calculs, on arrive & l'inégalité

< f |df |+ 2 v(8).

() E

Cette inégalité étant vraie quel que soit le découpage D(E), qxi
en conclut que

/ a7 1< flafl+20(®)

B
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Dot il résulte bien 20(E) >

24. Remarque. La variation totale d’une fonctlon monotone posi-
tive ou nulle est cette fonction elle-méme. De méme la variation
totale de la variation totale est la variation totale elle-mé&me.

25. Remarque. Revenons 4 la valeur d’une fonetion additive
d’ensembles sur l'ensemble limite d’une suite convergente d’ensem -
bles appartenant a4 une famille additive d’ensembles 7. Nous avons
démontré (n® 19) que, si ]’on considére une suite convergente d’en-
sembles de la famille 7, K, E,,..., E,,..., ayant pour ensemble
limite 'ensemble K et une fonctlon d’ensembles additive monotone p,
Ton a limite cp(_E' =g@(FE). La forme canonique des fonctions addi-

tives d’ensemble nous permet de généraliser ce résultat aux fone-
tions d’ensembles non monotones. Soit une fonction additive d’en-
semble queleconque f(F,): on peut’ mettre f(F,) sous la forme
F(E)=@(E)—y(E); p(E,) et w(E,) sont deux fonections mono-
tones positives. Si la suite d'ensembles K, k,,..., E,,... converge
vers l'ensemble I, on a

Limite p(E,)=@(E) limite w(E) = y(E).

n—>»0Q . nd v -]

Or

limite /(E,) = limite p(k,) — limite ¢(£) = p(E) — w(E) = f(E).

=00 n-—>00 >0

Ce qui prouve la continuité des fonetions additives d’ensembles.

§ On a done le théoréme suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour quune jfonction d'ensem
bles définie sur une famille additive densembles y soii additive ay
sens complet est qu'elle y soit additive au sens restreint et continue.

En introduisant dans la science & l'occasion de sa définition de
la mesure la notion d’additivité au sens complet, M. Borel a ouvert
un nouveau chapitre de I'Analyse. Le théoréme précédent montre
(aprés coup) que cette mnouvelle notion est an fond wne combinal-
son de la notion classique de continuité avec la notion trés ancienne
d’additivité au sens restreint (voir en géométrie &lémentaire la me-
sure des aires, des volumes, etc.).

- 96. Définition de la variation totale pour les fonctions d'en-
semble additives au sens restreint. La définition (20) de la va-
riation totale d'une fonetion additive au sens complet ne faisant
intervenir dans les différents découpages qu'un nombre fini d’en-
sembles, on peut reprendre mot pour mot cette définition pour dé-
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finir la veriation totale d’'une fonction additive au sens restreint f,
sur un ensemble appartenant & une famille d’ensembles additive au
sens restreint 7. sur laquelle la fonetion est définie: la variation

‘totale de la fonction f sur l’ensemble E relativement & la famille

quand le découpage D (L)

varie et on déslgne cette quantlté par la. notation f m‘ af,|.

Toutes les propriétés qui ne font intervenir qu'un nombre fini
& enserrbles subsistent. D'autre part la variation totale est une fone-
tion additive au sens restreint. Il suffit de montrer que si J5, et I,
sont deux ensembles de la famille 7}, on a

Byl ;51

Or tout déecoupage de Ky joint & un découpage de L, forme un
découpage de Ky fi,: on en conclut que

Jrari= fldf|+j|df|

Considérons maintenant un découpage guelcongue, soit ¢ -+
e+ ..+¢6, de B + E,. La variation de la fonction f, sur le

- découpage

elEl '+“ €1E2 + 33E1 + 62E2 ‘Jf" v + en-lf:’l. +6n1{;2

est supérieure ou égale & la variation de la fonetion f, sur le dé-
coupage .précédent. On en conclut que

J ari< fiari+ flan)
rek2y B 4

et. finalement

Loy K FM

Ce qui prouve que la varmtmn totale d'une fonetion additive wu
sens restreint est elle méme une fonetion additive au sens restreint.
La forme canonique, d'une fonction additive au sens restreint
g'obtient comme celle d'une fonction additive au seus complet.
(Cf. § 28). Bt si l'on peut mettre 7, sous la forme dune différence
entre deux fonetions monotones additives au sens restreint sur k), ces
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deux fonctions sont respectivement au moins égales aux fonections
correspondantes dans la forme canonique que nous venons de définir
sur F,.

C) De quelques ensembles particulieurs.

27. Définitions. Considérons la fonetion d'ensemble JUE) additive
sur une famille additive d’ensembles 7. Nous dirons quun ensem-
ble E est presque nul?) relativement & la fonction 7 et 3 la famille T,
§'il appartient & la famille 7' et si la variation totale de la fonetion

Jf sur Iensemble E est nulle: s.|df =0.

Nous dirons, de méme, que deux ensembles E,, %, sont presque
disjoinis relativement & la fenetion f si leur ensemble commun est
presque nul relativement & la fonction /7 fp . /df i =0.

Nous dirons que deux ensembles E,, K, sont presque identiques
relativement & la fonetion f, §'ils différent chacun de leur ensemble
commun par un ensemble presque nul relativement & la fonction f:

Jref1=0, fiar=o.

B

28. Propriétés. Tout sous-ensemble e (appartenant & la famille T)
d'un ensemble E presque nul relativement & la fonction f est lui-méme
presque nul relativement & la fonction f |

On s, en effet, en raison de l'additivité de la variation totale,
si ¢ est un sous-ensemble de K, f,|df|+ [o_| df| = fz|dfi=0.
Comme . |df| =0, Je.[@f| >0, on en conclut que j,|dj|=0.

‘De plus comme, f(e) <C J.|df], fle)=0

Si 'ensemble £ (appartenant & la famille T) est presque nul
relativement & la fonction 7, f(¢) = O pour tout sous-ensemble ¢ de £
(appartenant & la famille T) et, en particulier, / (£)=0. La réei-
proque est évidente.

Done la condition nécessaire et sutfisante pour quun ensemble
E de la famille additive -7 soit presque nul relativement & une
fonetion f additive sur 7' est que f soit identiquement nulle sur £,
c'est-2-dire que f(e) soit nul pour tout sous-emsemble e de E ap-
partenant & 7. |

- 8i deur ensembles By, ki, (appartenant & la famille T) sont pres-

') Nous réserverons l'expression d’ensembls nul an cas des ensembles yui nont
aucun élément, comme cela se fait d’habitude; ce qui nous permet d’écrire

J(E) =F(E) 4710 dont f(0) =0.

Fundamenta Mathematicae 1V. ‘ 23
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que identiques et presque disjoinis relativement & la fonction f ils

- sont presque nuls relatz’vement & la fonction f.

Les ensembles K, K, étant presque disjoints relativement.d la
fonction f, Szl 4/ | ::::O Les ensembles K,, F; étant presque iden -

‘tiques relativement & la fonction f, J ,,Jl,_E,l df | == ﬂﬂmmldf = 0. Or,

on a par exemple [y =V, . B, + (B, — En raigon de Tadditi-

| vxté' de la variation totale, on trouve /},,|df\ Su|df| = 0.

' Si deur ensembles somk presque identiques relativement & la fone-

tion S, la fonction f é sa variation tolale prennent respectivement les

mémes valeurs sur les deux ensembles,
En effet

[ia|= [lar =0 fh — 1) =fth — bi) = 0

Hy— Xy Ry oy <
SO a=f(fy) = F (B, . By).

La formule daddition d'une fonction additive, vraie quand les
ensembles somt disjoints dewx &-deux, est encore vraie quand les en-
sembles sont presque disjoints deux & deus.

Soient les ensembles E, Ey,..., B,,..., appartenant & la famille 7'.
Posons

B =E,, mb-—-E By= By— (B 4 By + oo Bp),
Les ensembles 1, K;,..., I,,... sont disjoints et tels que

By A Ky +.:.+E,,+...=i1ﬂ; 4 By A B
On a B, — E. = F,. Bi+ E,. By~ ...+ B, . I, On peut brans-

. former cette somme d’ensembles comme la premlére et la remplacer

par la somme K, + E’;’ + ... formée d’'ensembles disjoints deux
4 deux. On a done |

E,— B,=E; + By +... avec By CE,. Fy, BY CHB k..
L’ensemble K., étant compris dans B,, on & |
J(B) — FUB) = f (B, — B7) = F(B') 4 S(1) +
Mais, les ensembles K, . H,, L, . &,... otant presquo nuls, f(l”’)m
-:::j( g ) == ... == (., Dol f(L)-...j(.l.},,) el par suite
S+ Hyp A B ) w2 fOB A By op Bl ) =
== () 4 o S+ ==L ) A S )+

La formule d'addition reste done vraie,
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D) Singularités des fonctions additives et fonction des sauts.

29. Définitions. Soit un ensemble E appartenant & une famille
additive d’ensembles T. sur laquelle une fonetion additive d’ensem-
ble f est définie. Prenons un sous-eusemble ¢ de I'ensemble E (ap.-
partenant & la famille T): on a évidemment 0<C J.|df| < fi|dfi-
Il peut arriver qu'en faisant varier ¢ dans X, f,|df| prenme dif-
férentes valeurs comprises entre zéro et [/ df|. On appelle singu-
gularité de la fonction d’ensemble f sur la famille d’ensembles T
tout ensemble non presque nul H (appartenant & la famille T, tel
qu'on ne puisse pas réduire la variation de f en réduisant I'ensem-
ble H & un sous-ensemble non presque nul convenable; c'est a-dire
que tout sous-ensemble de H (appartenant & la famille T') est pres-
que nul ou presque identique & Pensemble H. '

~ 30. Remarque. La variation totale de la fonction f sur une quel-
conque de ses singularités H est égale & |f(H)|; car si H=H, +
+ H,+... est une somme d'ensembles de 7' disjoints, 'un au plus
des termes de la somme |f(H,)|+ |f(Hy)|+... est différent de
2éro. Bt comme f(H)=f(H,) +f(H,) + ..., la somme des valenrs
absolues est égale & |f(H)|, f(H) est le éaut de la fonction f sur
la singularité H et | /(H)| est le saut absolue. Ces deux sauts sont = 0.

31. Remarques: 1° Tous sous-ensemble (appa.rtenant & T) d'une
singularité de f est une singularité de f avec le méme saut ou est
un ensemble presque nul. 2° 'ensemble commun & une singularité
H de f et & un ensemble quelconque E de T est un ensemble
presque nul ou une singularité de f presque identique & H.

32. Théoreme. Deux singularités, appartenant & une famille ad-
ditive d’ensembles T et relatives & une fonction additive d'ensemble 1,
sont nécessairement presque disjointes ou presque identiques relative-
ment & la fonction f.

Soient H,, H, ces singularités. Leur ensemble commun H, . H,,
en tant que sous-ensemble de H,, est un ensemble presque nul ou
presque identique &4 H, relativement & la fonetion #. De méme -
H,.H,, en tant que sous-ensemble de H,, est un ensemble pres-
que nul ou presque identique & H, relativement & la fonction f.
Deux cas se présentent: 1° H,. H, est un ensemble presque nul
relativement a la fonction f. Alors H, et H sont des ensembles
presque disjoints. 20 H,.H, n'est pas presque nul: alors H, . H,

est presque identique d'une part 3 H,, d'autre part H, et on en
- 23+
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déduit que les ensembles H, et H, sont presque identiques relati-
vement & la fonetion f. |

38. Théordme: Si f est une fonction additive d’ensembles définie
sur la famille additive d'ensembles T, ou bien J nwadmet pas de gin-
gularité, ow bien il ewiste une suite dénombrable de sigularités de f
dusjointes dewr & deus et qui somt telles que toule singularité de f
soit presque identique & une des singularités de la suite.

Nous allons d’abord montrer quil me peut exister au plus qu'une
infinité dénombrable de singularités presque digjointes et, pour cela,
quil ne peut y en avoir quun nombre fini dont le saut absolu est
supérieur b un nombre positif donné o En effet, 'il y en wvait
uue infinité, il suffirait d’en extraire une infinité dénombrable. Cos
singularités sont, par hypothése, presque disjointes. Leur ensemble-
somme appartiendrait aussi & la famille 7' et en raison de Padditi-
vitéd de la variation totale, on aurait

H=H + I*Iz'+-';+)li).+"- f:r' ﬂ’{fl'm./'ﬁ;ldf, "f'"./‘/ln' d/' "*‘”m'“}"J‘u,,ldfl'f“"-

Le deuxidme membre de cette dernidre égalité doit former une
série convergente: ce qui serait impossible dans lhypothése que
tous ses termes sont supérieurs i e.-

Dans le cas ou précisément il existe une infinité dénombrable
de singularités, nous savons former une suite dénombrable do sin-
gularités presque disjointes 7, telle que, #'il se présente une singu-
larité différente des singularités de la suite 1) elle n'est pas presque
disjointe des singularités de la suite T. Car par notre procédé de
formation de la suite 7' & laide des valeurs des sauts absolues,
elle ne peut quétre presque identique & une des singularités de la
suite considérée.

Un tel ensemble 7' de singularités presque disjointes de la fone-
tion f sappelle un ensemble singulier de la fonetion /. Supposons
que nous ayons pu obtenir un dexiéme ensemble singulier I": tou
ensemble [/, de 7" et presque identique h un ensemble K, de T
et cot ensemble /i, de 1" est de méme presque identique d un eu-
semble de 7', Cet onsomble de T” ne peut &tre que . Car, ¥il
en Otait nutrement, il y aursit deux ensombles presque identiques
dans 71", La correspondance entre deux ensembles presque identiques
appartenant respectivement b 7' et & 7' est done biunivoque: Denx
ensemblos singuliers sont presque identiques.
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34. Remarque. On peut supposer que les singularités de T sont
strictement disjointes, car-si T est formé des ensembles H,,..., H;,
on peut remplacer 7' par la famille S composée des ensem
Joints:

S, =Hy,.., S=H — (H1+Hz+-~-+Hu—1)‘

35. Fonction des sauts: Soit F un ensemble quelconque de la
famille additive d’ensembles T et 7 une fonetion additive d’ensem-
bles définie sur la famille 7. Sil y a des ensembles singuliers re-
lativement & la fonetion f et la famille 7, ils sont presque identiques.
Soit Q un de ces ensembles singuliers, la valeur de f(E. @), est
indépendante du choix de I'ensemble singulier . Copsidérons, en
effet, deux ensembles singuliers S et Q. Si Yon pose S. Q= U, les
ensembles S'=8-—U et ¢'=0—U sont presque nuls relativement
& la fonction . Il en est, a fortiori, de méme des ensembles ES’
et Z(Q’. Par suite les ensembles ES et E(Q sont presque identiques
relativement & la fonetion f: f(E.S)=/f(E. ¢). Ainsi la fonction
J(IT) est bien définie pour tout ensemble de Ja famille T et est
indépendante du choix de I'ensemble singulier ¢ de la fonetion f.
C’est cette fonction que nous appellons la fonctions des sauts?) de

" la fonction f sur la famille T et nous la désignons par la notation s(E)

S(E) = F(E . O)

36. Théoréme. La fonction des sauts de la fonction [ sur la
Famille T a une valeur nulle sur tout ensemble presque disjoint d’un
erisemble singulier de la fonction f.

En effet, on a alors s(E)=/f(E. @)=0.

37. Théoréme La valeur de la fonction f sur un ensemble B
(appartenant & la famille T) peut se représenter & Taide d'une com-
binaison d’um suite dénombrable de nombres fires.

Soit S un ensemble singulier de la fonction f sur la famille 7.
S=28, + S,-{— .+ S.+... et les ensembles S, S,,-.., S,,--. BONE
supposés disjoints. On a, par suite, ES=ES5,+ES,+.. +ES 4.
et les ensembles ES,, ES,,. .. ES,,... sont, a fortiori, disjoints. Ce
qui permet d’ Scrire

S(B)=f(ES)=f(ES,) +/(ES) + -- A+ f(BS)+
Considérons ES;: de deux choses I'une, ou bien I'ensemble ES,
ast presque nul relatlvement 3 la fonction f et alors f(ES,J =0;

%) L'expression de fonction des sauts a &té introdunite par M. Lebesgue.



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

368 M. Fréchet:

“ou bien B. 8, est une singularité de f presque identique & S, et

alors £(E.8,)=s(8.). f(8.) est un nombre fixe C,, qui est le sdut
de la fonction f sur la singularité §,. On a en particulier, f(5)==
=0, + Cy+..% + C,+... En définitive, dans I'expression de (&) figu-

_ yent des termes nuls et d’autres qui sont égaux A certaines quan-
tités C. Ces derniers termes proviennent des singularités de la fone-

tion f comprises duns l'ensemble X On peut, en conséquence,
énoncer le théoréime sous cette forme un peu différente:
Lo valewr o(E) de la fonction des sauts d'une fonction additive

“densembles £ sur un ensemble L appartenunt & la Samille T est dgale
‘& la somme des sauls de ) sur celles «des singularités de [ qui appar-

tiennent & Vemsemble E.

88. Théoreme. La fonetion des sauts d'une 7"(mct?'ou additive d'en-
semble définie sur une famille additive densembles T est elle-méme
wne fonction additive d'ensembles suy la famille T. ‘

Soient, en effet, £y, By,..., B,,... des ensembles disjoints a.ppa,rw

‘tena.nt b la famllle T et B lem bomme On s,

E. DMFS'{",EQ "f‘.E‘._b"‘i".-

Dol suit

FEBS) = By S) A (B S)
et, comme par définition, /(B . §) == #(&,), on a
8(E) = s(BY) + s(By) + ... + 8(L ) A

39. Variation totale et forme canonique de la fonction des snuts.

- La fonetion des sauts élant additive, sa variation totale sur les en-
~gembles de la famille I" existe et on &

flds|~/|ds|+ﬁdq[

B8

La. fonotioh g &tant presque nulle sur Vensemble & — S, on a.
presq ’ :

o() =s8.8), flds= flds| = J 7]
W Iy ‘%

On voit & laide des relations précédentes. que la fonetion s(f)
g0 met sous la forme canonique:

8(B) == O(E) — W(E) ot P(E)=@#. 8) e UE)=yp(L. S)
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®(E) et y(E) étant les éléments de la forme canonique de la fone-

tion f.

40. Théoréme. Tout ensemble singulier a’une fonction addiiive
d'ensembles f est un ensemble singulier de la fonction des sauls de j.

Soit ¢ un ensemble singulier de la fonction f et K upe singu-
larité de la fonction s. On a K=K . Q4 K—¢@. L'ensemble K. Q,
étant vide d’élément appartenant & ¢, est presque nul relativement
4 la fonection s en vertu méme de la définition de cette fonection.
Les deux ensembles K et K. S sont done presque identiques rela-
tivement- & la fonction s. . Pour que l'ensemble K soit une singula-
rité de la fooction s, il faut et il suffit que l'ensemble K. ¢ soit
une singularité pour la fonetion s. Or les fonetions f et s ont méme
valeur sur K. Q et sur tous ses sous-ensembles appartenant & la
famille Q. 11 en est donec de méme de leurs variations totalés. Par
suite, pour tout sous-ensemble ¢ de la singularitt K.@ de s, on
a f]df] = fxoldfl ou =0 Done K.Q est une singularité de f.

Ainsi_ toute singularité de fa fonetion s est égale & la somme
d'une singularité “de la fonetion f et din ensemble presque nul
relativement & S. On. ne peut en conclure que tout ensemble sin-
gulier de s est ensemble singulier de f. Au contraire, toute singu-
larité de la fonction f est une singularité de la fonmetion s. Tout
ensemble singulier ¢/ de la fonetion f est done aussi un ensemble,
singulier pour la fonction des sauts s de la fonetion f.

41. Décomposition d'une fonction additive d'ensemble en une partie
régulidre et une partie singuliére. Reprenons la fonction additive
d’ensemble f(E) (définie sur la famille additive d’ensembles 7). Si
s(E) est la fonction des sauts de la fonetion f(E), on définit (sur la
famille 7') une fonction densemble. g(E) par la relation

9(E)=f(E) — s(E)

g(E), différence de deux fonctions addi-tiveg' d’ensemble, est aussi

une fonction additive d’ensemble, L’égalité précédenmte pouvant en-

" core s'écrire f(E) = g(¥) + s(E), on obtient une représentation de

la fonction additive f(E) au moyen des deux fonctions ‘additives
g(E) et s(E). Connaissant s(E), il nous reste a étudier g{E), et
4 montrer lintdrét de cette représentation en prouvant que g(E)
est plus simple que fiE). Comme s(E)=f(E.S), on a g(E)=
= f(E) — f(E.S)=f(E—5). On voit par Ta que la fonetion g(E)
est nulle sur Vensemble siogulier § de la fonetipn f, ainsi que sur
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tous ses sous-ensembles. Par contre, en dehors de l'ensemble sin-
gulier S, la fonetion g a méme valeur que la fonetion f (sur les
ensembles de la famille 1').

42. Variation totale et forme canonique de la fonction g(X). On
voit par un raisonnement analogue du § 39 que la variation totale
de la foneticn ¢(k) existe et que l'on a

f;dglmfum.
i Il

La forme canonique de la fonetion g(¥) est g(W) == a(K)— B(X)

avec
a(B)=@H — 8) et B)=p(H—25)

43. La jfonction g Wa pas de singularité. Supposons en effet, que
la fonction g ait une singularité F,. Tout d'abord l'ensemble X
n’est pas presque nul relativement & la fonction g et I'on a /3 |dg|> 0.

Comme g(E)==f(l—S), on a [y dg|= [s-s|df|* on a aussi
Stms| 4F] > 0. Appelorm B, V'ensemble H,— S. K, étant done une
singularité pour la fonction g et /' coineidant avee g sur K, et ses
sous-ensembles (car 4, est en dehors de S), il en résulte que K,
est une singularité de la fonction /' en dehors de l'ensemble singu-
lier S relatif & la fonetion f. Or toute singularité de la fonction f
est presque identique & une singularité appartenant b l'ensemble
singulier S et il n'y & pas de singularité en dehors de S.

La fonction g wadmet done pas de singularité: cest la partic
réguliere de la fonction f.

44. Bn résumé étant donnée une fonetion additive d’ensembles
FUE) (définie sur une famille additive d’ensembles 7'), on a pu la
mettre sous la forme /()= s(k) + g(&), les fonetions s(&) et g(X)
étant des fonetions additives d'ensemble définies sur la famille It
gUE est lu partie régulitre de f(I) et n'a pas de singularité, s(&)
ost la fonetion des sauls de f(£) et on peut prendre un ensemble
singulior de la fonetion /' pour ensemble mngulmr de la fonetion s.

Ia outro la fonetion des sauts (et Ja partie régulidre) de lu va-
riation totale de la fonction / sont les variations totales de la fone-
tion dea sauts (et de la partie régulidre) de la fonetion f.
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E) Des fonctions additives sans singularités,

45. Nous considérerons maintenant une fonction d’ensemble g(E)
additive, sans singularité, définie sur une famille additive d’ensem-
bles T et nous supposerons qu'il existe des ensembles appartenant
b la famille T, sur lesquels la variation totale de la fonction g &
une valeur positive. On peut alors parler de la borne inférienre de
la variation totale sur les sous-ensembles non presque nuls relati-
vement & la fonetion g d'un ensemble déterminé E.

46. Théoréme. La borne inférienre de la variation totale de la
Jonction g sur les sous-emsembles non presque nuls relativement & la
SJonction g d'un ensemble déterminé est égale & zéro.

Soit ¢ la borne inférieure considérée: elle est positive ou nulle
comme borne inférieure de nombres tous positifs. Nous allons mon-
trer qu'il est inadmissible que ¢ soit positif. Supposons, en effet, ¢
positif. Par définition méme de g, quel que soit l'entier » il y 2 au
moins un sous-ensemble ¢, de I'ensemble E (appartenant & la fa-
mille T') tel que Pon ait

<fldgl<e+§-

Considérons une suite d'ensembles ¢, ¢&,,...,¢,.... (lous com
pris dans E et appartenant & T) qui correspondent a la suite des
valeurs de n. Tout d’abord il ne peut pas y en avoir une infinité
tels quiils soient presque identiques & 'un d’eux, par exemple ¢,, re-
lativement 2 la fonetion g. Car, si ce fait avait liem, il y aorait

une infinité de valeurs de = telles que ¢ < /‘,{dg! <g+ . On

en conclurait que f, [dg; =g Or si ¢ est un sous- ensemble non

presque nul de e, relamvement & la fonetion g, on anrait d’'une part
Sldgi<< [ |dg|= ¢ et d'autre part ¢<C /,/dgl. D'oti on conclurait
Jldg|= Idgi Il n'y aurait pas de valeurs intermédiaires entre
zéro et /‘ | dg§ pour les valeurs de la variation totale sur les sous-
ensembl=s de ¢,. L'ensemble ¢, serait donc une mngulanté pour la
fonetion g: ce qui est 1mp0851ble
Cette premiére hypothése etant esartée, en retirant au besoip
certains ensembles de la suite e, &,...6,,... on pourra toujours
supposer quil en reste une infinité, ne présenta.nt aueun couple
densembles presque identiques relativement & la fonetion g. Nous
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allons de méme écarter hypothése que ces ensembles soient presque
disjoints deux & doux relativement & la fonction g. En effet, #'il
en était ainsi, en appelant ¢ la somme des emsembles presque dis-
joints e + € 4 ...+ & + ..., on trouverait que J.|dg| & une valeur
qui nest pas finie. Ce qui est en contradiction avec le fait que
S dg | < Jz|d9|; Jx|dg| ayant une valeur bornée.

Par conséquent dans la suite ¢, e,... il existe au moins deux
ensembles ¢, et ¢, qui ne sont ni presque identiques, ni presque
digjoints relativement & Ja fonction g. Si K est leur ensemble com-

mun, on &
6 =K+ ¢, ¢, = K 4 ¢,.

Et les deux ensembles ¢, et ¢ me sont pas tous deux presque nuls
relativement & la fonction g; par exemple, ¢, n'est pas presque nul.

D’autre part K n'est pas presque nul relativement & g. Supposons
p<t: e, et ¢, appartenant & la suite ey, €yyeeey 8ny.0 oy O B

o<f1d9-|<.e+§- e§f|d9|<o+‘-;}

e, etant supposé non presque nul relativement & g, ¢ << /.| dg| De
ces deux dernidres inégalités, on conclut

2o f1dgl+ [ 1dgi= fidg| <o
‘ K h

D'ou résulte ¢ <C ;, inégalité evidemment impossible si ¢ > 0.

47, Théoréme. Soit I un nomhre arbitraire > 0 et ¢ une fone-
tion additive sans singularité sur une famille additive d'ensembles F.
On peut décomposer tout ensemble B appartenant a la famille F
en un nombre fini de gous-ensembles disjoints appartenant & K et
sur chacun desquels la variation totale de g est inférieure & L.

Si E est presque nul la proposition est Avidente, Supposons
dg| > 0.

La borne infdrieure des valeurs de la variation totale sur les

J'

sous-ensembles de B étant zéro, quelque soit lo nombre positif s

on peut trouver un ensemble ¢,, appartenant b la famille T et
compris dans E, tel que 0< f,dg| < & Considérons Pensemble
& == L —e. Bl est presque nul relativement & la fonction g,
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Je|dg| = [,!dg! et, par suite, fr|dg| <& Dans ce cas la décom-
position qui repond & la question, s'obtient en prenant E lui-méme.

Si au contraire [, !dg!> 0, il faut continuer. Appellons g, la
borne supérieure des valeurs de f,|dg|, lorsque j dg|<<e et que
H est un sous-ensemble de ¢;. g, sera un nombre positif tel que
0<g,<Ce. On pourra prendre dans ¢ au moins un sous-ensemble €

tel que %1 < Ju|dg! < 0,. Les ensembles ¢, et & sont deux sous-

ensembles disjoints de l'ensemble E et sur chaecun d’eux la valeur
de la variation totale de la fonction g est comprise entre zéro et e.

On continue ainsi de suite en posant ée—FE—(¢,+¢,), cherchant
un ensemble e, ete... Supposous que I'on ait obtenu ainsi les sous-
ensembles de E ¢, ¢,,...,¢,,, tous disjoints et sar chacun desquels
la variation totale a une valeur comprise entre zéro et & Counsidé-
rons 'ensemble ¢, , défini par la relation ¢, ,—=FE— (¢, +&;+..4£._,):
ou bien ¢, ; est un ensemble presque nul relativement & g et les
ensembles ¢, €,,..., €, 3, (6, +6.,) constituent un déecomposition
de lensemble £ en un nombre fini de sous-ensembles, sur chacun
desquels la variation totale de g est inférieure & & Ou bien, au
contraire, 'ensemble e, ; n'est pas presqmne nul relativement & la
fonction g et si I'on appelle g, , la borne supérieure de jf,|dg|<e
et alors que H est un sous-ensemble de ¢,_;, ¢,., est un nombre po-
sitif et il y a alors un sous-ensemble ¢, de I'ensemble ¢, , tel que
;n 1’9,,__, <. |d9!<< @.n<<x& On voit que deux cas peuvent
se présenter. ou bien & un certain moment on arrive & un ensem-
ble e, presque nul et le probléme est résolu; ou bien on n’arrive
jamais & un ensemble e, presque nul relativement &4 la fonetion g.
Supposons done qu'on ait obtenu par le procédé employé une suite
infinie de sous-ensembles de £ disjoints: e, ¢,,..., €,,... Soit e, =
= E— (¢, +&+...+¢,+...). Si 'ensemble ¢, est presque nul rela-
tivement & g, la série [, |dg|+ f,ldg|+..-+ S, [dg{+ ... est con-
vergente et on peut grouper tous les termes de la série 4 partir
d'un rang assez grand, de sorte que [f, |dg|+ ./, ]dq}-{- J<e
Alors le découpage E—=¢, + & + ... + 6oy + |6 + oy + - + €]
vérifie la proposition.

Il reste comme dernier cas & étudier celui od 'ensemble ¢, n'est -
pas presque nul relativement 4 la fonetion g. e, étant contenue
dans tous les ¢, si Ion appelle g, la borne supérieure des f4|dg|,
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quand H est un sous-ensemble de ¢, tel que /,|dg|<Ce cette
valeur ¢, est inférieure oun égale i la valeur ¢,.,, borne supérieure
des quantités analogues relatives & un ensemble ¢,.,. Or d'aprés
les inégalités écrites plus haut g,_, gn ,1..'/“"|dg‘. On obtient done
les inégalités

*

0 < 0o < 0t Sy f|d9| gzﬂ@

D'olt on tire f, |dg|>> -0“"', quel soit ¢,. Or la série de terme

S
général [, |dg| est convergente: on ne peut pas avoir f, |dg|> 02“’ .

L’ensemble ¢,, il existe, ne peut &tre que presque nul relati-
vement & la fonction g et, dans tous les cas possibles, la proposition

~énoncée est vérifide.

48. Théoreme. Lo wvalewr de lo variation totale d'une jfonction
additive densemble sans singularité g (définie sur une famille additive
d'ensembles T) sur un sous-ensemble e (appartenant & la famille T')
d'un ensemble £ passe, quand e varie, par toute valewr intermédiaire
enire son minimum qui est 2éro et son maxdmum qut est [y|dy

Soit, en effef, un ensemble & de la famille 7' et une valeur A
telle que 0 <C4 < fu|ldy|. Il faut montrer qu'il existe un sous-ensem-
ble ¢ de £ tel que [x/dg|=A. Considérons la suite de nombres

11 1 o
l,g,g,...,g,.u: dans cette suite, il y a un nc:mbre n tel que

L]

1 1 o .
- < A. Ce nombre ., étant choisi, on peut décoposer I'ensemble K
en un nombre fini de sous-ensembles o, , q,, ..., @, tols que sur chacun
» . - * ‘ " b 1
a valeur de la variation totale de la fonetion ¢ est inférieure & -

Les ensembles «,, @, + @y,..., @ ~ @, + ...+ a, forment une suite
wroissante: il en est de méme des valeurs de la varintion totule,
dont la plus grande valeur est [f,/dg!|. La différence entre deux

'] . ¥ [ 1 ¥ *
valeurs conséeutives de cette suite est intérieure i - Or 1l existe

dans cette suite des mombres supérieurs & 1: le plus petit de ces
nombres correspond & un certain ensemble e, ot on a e, (" e,
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- . 1
fzdy?>l>fld9:-—~;;

Oes derniéres inégalités s'écrivent aussi
1<‘[ldy}<l+;’

L'ensemble e, appartient &4 la famille T: on reprend le raisonne-

| 1 1 ..
ment en remplagant E par e, et 5 par T On trouve ainsi un

ensemble ¢,,;, appartenant & la famille T et tel que

i C e C B, f[dg|<f|dgl, l<f1dg <;t+..._._._
2 = 5 tndy
En poursuivant ainsi on forme une suite non croissante d'ensem-
bles appartenant & la famille 7': leur ensemble-limite ¢ est compris

dans E et appartient & la famille T. f,{dg. étant la limite de la
suite de nombres [, |dg!, [, ,|dgj,..., on en conclut que j,ldg =4
Ainsi I'ensemble ¢, sous-ensemble de E, appartenant & la famille T,
a une variation totale de la fonection ¢ qui a une valeur quelcon-
que (donnée i Pavance) comprise entre zéro et fz|dg!.-

(La snite de ce Mémoire paraitra dans le tome V de ce journal).






