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Sur un continu singulier.
Pax
Tadé Wazewski (Paris).

Je donne dans ce mémoire la solution de la question suivante:
O édtant un continu borné, situé sur le plan z =0 de Pespace cartégien,
est-il possible de construire un continu borné & trois dimensions dont
les sections par un plan mobile paralltle au plan 2==0 se projettent
orthogonalement sur ce plan suivant un continu variable C' se changeant
dune fagon continue avec la position du plan sécant et parcourant
tous les sous-continus ow fous les sous-ensembles fermds de (¥

La continuité est définie ainsi:

lim K, =K

exprime que K est & la fois ensemble-limite et ensemble d'accumu-
lation 1) de la suite K. |

En considérant les ensembles fermés en question comme él:ments
d'un espace métrique convenablement défini, je rattache la solution
du probléme & un théordme de M. Mazurkiewicz®),

Pour que la réponse soit affivmative, il faut et
il suffit que ¢ soit une courbe de Jordan.

§ L.

Voils les notations que nous adoptons dans la suite, & quelques
exceptions prés. Nous désignons par

1) Comp, 18.
") Fund. Math, T, L p. 191, Voire aussi ce mémoire 80, Lo théordme ot junte
pour un espace métrigue H compact ef séparable,
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les miniscules — les points,
les majuscules — les ensembles de points,
les italiques — les classes d’ensembles,
les lettres grecques — les mombres,
= — [|'équivalence,
¢ — linclusion d'un élément & la classe,
~ 2 —- la somme d'ensembles satisfaisant & la condition ¢,

Cl(@) — 1la classe de points faisant partie des ensembles contenus
dans @,

(@) — l'ensemble dont l'élément unique est a,
(C — Vlinclusion. d'une classe & une autre,
-+ — la relation de résulter.

§ 2.
1. Rappelons la définition de la classe métrique E de M. Fré-
chet). On nomme ainsi la classe pour les éléments de laquelle
est définie une fonetion ¢(a,b) aux propriétés smivantes:

(1) - eeb) =0,

(2) a=>5-2-0(a,b) =0,
(3) ¢(a,b)=0-3-a=h
(4) ¢(a,0) = e(b,a),

(5) 0(a,b) + ¢(b,0) = e(a,¢).

Remarque. Pour distinguer des classes différentes en question,
nous les désignerons par E(p), E(g,), etc. De méme afin d'indiquer
lespace dont il sagit, nous dirons quelquefois: ensemble fermé o,
continu @,, ligne de Jordan g*

§ 3.
Rappelons la définition de classe compacte, séparable et quelques
propriétés et définitions qui s’y rattachent.
2. Une classe métrique E est dite _
a) compacte, si pour toute suite infinie a,,ay;... existe une suite
choisie dans la premidre, pour laquelle 1"1/3 o(a,,a) =0, a étant un

dlément de la classe.‘

4y M, Fréchet:‘Sur quelques points du caleul fonctionnel, Rendic. Palermo,
T. XXIT, 19086,
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B) séparable, 81l existe une guite infinie d'éléments a,,dy,. ..,
elle que tout élément a de la classe est un point limite d'une suite,
choisie g, a,,-.- € b d. li/g} 0(as ;) =0.

* ' 3. o(a, B) désigne la borne inférieure des nombres o(a, b) (be B).

o(4, B)—borne inférieure de ¢(a, b) (aed, beB). Ces bornes existent
pour les ensembles non vides. On a ¢(a, b) == ¢((@), b) = e((a), (b))

4. o(4,b) + e(b, O) < ¢(4, O)"),

5. ACB- D e(B,O) << 04, 0)

6. borne supérieure de ¢(a, B) pour a & 4 existe et est finie.

7. On appelle diamétre de A la borne supérieure de ¢(a, b)
pour aed, bed. On le désigne par z(4).

8. 1(4) < 5(A+B) < 5(4)+(B).

9. 4 est fermé on A== A exprime:

a,ed, lim g(a,,a)=0-Daed

10. A=4

11. A+ B=4+B |

18, A=A  )-aed équivaut b ¢(a, 4)="0.

14. Q(A:QM_B) = o(4, B). |
16. ae(d — 4)- D) - existe une suite a,ed pour laquelle

lim ¢ (a,, @) = 0. «
16. AX B0, A=4, B=B = 0(4, B)=0, A=A, B=D.
17. @) On dit que M est ensemble d'accumulation de la suite
Ay, Ay,..., il est composé de tous les points o pour lesquels

lim Q(aa”,‘a) = 0
| ed,,

a oy

Aoy Aoy - étant une suite choisie dans la suite 4, 4,,...
 B) L #appelle ensemble limite de la suite 4y;.4,,... #il est
composé de tous les points a pour lesquels
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lim ¢(a,, a) == 0, -
a,e4,.

18. On pe change pas l'ensemble d’accumulation en supprimant
uo nombre fini d’éléments de la suite 4,, d,.., |

1) Cette proposition est due & M. Janiszew ski.
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19. 4, C A= 4 ensemble d'accumulation de 4, est contenn
dans 4. ’

20. Si 4,90, alors Pensemble d’accumulation est non vide

21, On appelle continu tout ensemble K non vide et fermé
ayant la propriété a:

%) Si aeK, beK, >0 alors,

il existe une suite q..... a ur
laquelle : v P

a=a, a,=>b
ola,, a,,)<e (@/1,...,n—1).
On obtient une définition équivalente en remplagant o par la
propriété 3
) Si K=A+B 4d=4, B‘“—:fg, A==0 alors B=0.
On peut sans changer la notion du continu fixer le point a dans

la condition .

22. 85i K40, K=K et si toute couple de points de K se
laisse lier par un sous-continu de K, K est continu.

La proposition subsiste si un de points du couple est fixé.

28. 8i A est continu et pourtout Be® on a B X A4 =0, alors

A+ 3B est continu.
BsB

24. La classe composée d'un seul point est un continn

2b. On appelle sphére du centre a et du rayon 6 >0 la classe
de points b pour lesquels ¢(a, b) <T 6.

Le point ¢ est intérieur de la sphére, si

o(a,c) < 6.

Toute sphére forme un ensemble fermé.

26. Si tout point d’un ensemble fermé est intérieur d’une
sphére appartenant & la classe & de sphéres, il existe une classe
finie choisie dans & jouissant de la méme proriété 2).

27. On appelle ligne de Jordan la classe composée de toutes
les valeurs d'une fonction J(7) définie dans lintervalle (0, 1) (les
extrémités comprises) et continue, ¢'est-a-dire pour laquelle

| m (z,) ==

1) Frédchet 1. c. Cette proposition y est énoncée sous des conditions un pen
moins générales.
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entraine

lim o(J(z,); J(2)) = 0.

28. Toute ligne de Jordan est un continu.

20. Soit A® un sous-ensemble non vide d'intervalle (0, 1). Nous
désignons par J(4A") la classe de points & pour lesquels

acd®,
J(@) == a.

J(A®) + J(BY) = J(49 + BW),

80. J(AD) = J(4D),

31, 8i 4D — 40, J(AM) = J{AD),

39, Si I® est un sous-intervalle de (0, 1), J(I™) est continu.

38. La fonction J(z) représentant uue ligne de Jordan est uni-
formément continue, c. &. d. & tout & > 0 correspond und ¢ >0 tel
que |7 —1'| < d a pour conséquence ¢(J(7'), J(7)) < &

34, Les points d'un intervalle, d'un carré et d'un cube fermés
forment trois classes compactes et séparables si l'on désigne par
o(a, b) la distance de deux points.

35. Théoréme de M. Mazurkiewicz

La condition nécessaire et suffisante qu'un continu K soit une
courbe de Jordan est qu'd tout point aeK et toute suite infinie
ay, Gy,...; a,¢K, lim g(a,, @) =0, il existe une suite de sous-con-
tinus de K,, K,,.. pour laquelle '

ackK,, a,eK,, limz(K,)=0.

Cette condition peut s’énoncer aussi ainsi: Pour tout & > 0 il
existe un ¢ >0 tel que

aeK, beK o(a,b) <4
entraine existence d'un sous-continu L de K pour lequel
ael, beL, v(L)<e.

On a

§ 4%).
I. 8i E(g) est une classe métrique £ de M. I'réchet compacte
et séparable (2), alors la classe K(¢*) de tous ses sous ensembles,

1) A moing de mention contraire, nous ddsignons dane ls puite par les ma-
juscules les ensembles-éléments de K (o*).
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tels que 4 =i: 0, 4 = A4, devient une classe métrique K, si Pon définit
1) | 0*(4, B)

comme le plus grand de nombres

borneg(a, B)  (az@)
borne o(A, b) (be®)

Dém. D’abord (1) est un nombre réel et non négatif, car p Test
et les deux hornes sont finies (6).

Nous omettons la preuve facile de propriétés (2) et (4) de 1.
Pour démontrer la propriété (3) de 1 BUPPOSONS

0*(4, B) =0.
En vertu de la définition de o*
@ ~ B=3
(3) o(a, B)=0

pour tout ae@.
Mais (2) et (3) donnent (13)

aeB,

done

4 (C B,
d’oli, en raison de symétrie:

B 4,
par conséquent

A= B.

Il reste & démontrer la propriété (5) de 1, e. & d.

@ ¢4, B)+¢*B )= et4, O

En raison de symétrie, il suffit examiner le ecas
0*(4, C) = borne ¢(a, C)

la borne étant calculée pour a variable dans A.
Soit £ = (. Il existe un a,e4 tel gue

(6) borne o(a, C) — e < o(ay, ).
Suivant la définition de ¢(a;, B), (3), il existe un b eB tel que
(7) o(as, b) —e<<o(a, B)-
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En outre (4)
o(ay, b)) + 0(3,, ) = o(a, 0),
done (5), (8), (7)
o(a, B) + o(by, C) = ¢*(4, C) — 2¢
et, & fortiori: '
borne o(a, B) + borne o(b, C) = *(4, 0) — 2¢

d'otr (définition de ¢*):
o*(4, B) + o*(B, C) = ¢*(4, 0) — 2&.

¢ étant arbitraive, la dernidre égalité entraine (4).

Voila quelques conséquences immédiates de la définition de Li(g*):

IL Si aeE(g), alors (a)eE(¢*), ¢(a, b) = o*((a), (b))-

IIL Si aed, alors ¢(a, B) <C ¢*(4, B).

IV. A B(C C entraine ¢*(4, B)<< ¢*(4, 0).

V. o*(4, B)<<e, £2>0, aed, alors il existe un beB tel que
o(a, b) < 2e

VL Si a,ed,, 0%(4,, 4,.,) <<¢, pour #/1...n—1 alors il existe
une suite dy,..., dui @,84,5 0(a,, Gp) K28, (/1. n—1).

VIL La proposition préeédente subsiste, si 'on remplace n par co.

VIIL. De V résulte:

Si lim ¢*(4,, 4) =0, | (1)
et aed, alors .il existe une suite infinie a,, ay,... satisfaisant aux

relations |
a,eA,, lim ¢(a,, a) =0.

Remarque. On peut exprimer cette proposition autrement:
A satisfaisant & (1) est ensemble limite ou en fait partie (17 ),
Il est facile de démontrer que 4 en question est ensemble limite
de la suite A,, A,,... Soil / un élément quelconque de l'ensemble
limite. Done (17 ), il existe une suite by, by,..., tel que

bed,
et
lim ¢(, b,) = 0;
d’autre part b b, correspond ¢, (V) tel que

s CVE’A' et Q(bw G,,) "~<- 2()*(“4%:: A)'o
done ’
lim Q(b,,, 0,,) === (),



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur un continu singulier

En ajoutant deux limites précédentes, on obtient
im o(7, ¢,) = 0.
Mais (3)

o(l, A) <0 (l: c,),
donc

o, A)=0
el comme 4 est fermé (13):
leA.

A est done l'ensemble limite de la suite 4, 4,,...

IX. Si aeAd, beB entraine

olp, B)CO, o4, b)< 4,
alors

¢*(4, B) << 4.
X. 81 (a)e@, (@) < ¢, alors 1(CUQ) << 2e
Dém. Il suffit de démontrer que

(1) beCl(@), ceClQ)

entraine
o, ) << 2e.

Suivant (1) il existent B et C, tels que |

Be@, Ceq,
(2) beB, ceC

On a done, d’aprds I'hypothése de la proposition

o*(a), B)<e, 0%(a), 0)< g
par conséquent a fortiori (2), (III)
o((a) B} < & @ ((a), o) < 5
d'onr (3), (1)
eb, o) << 2e

XI. Si & est une classe d’ensembles A4 tels que

(1) A

(2) AX B0
alors

(3) o*(B, B+ JA) < 0.

Ae&

221
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Dém. SAeE(¢¥), car le premier terme est non vide (2) et

fermé (10).

Soit

(4) ae3A+ B.

Deux cas sont possibles

() ae(24 + B)

(6) we[J4 + B— (ZA+B)).

Dans le premier cas ou aeB, alors (13) o(B, @) = 0L, ou
bien o est contenu dang un certain A4, p. ex. d,

(1) acd,
Il existe (2) un b pour lesquél |
(8) be b
(9) bed,.
De (7), (9), (1) résulte |
| ola, D) <<
done
(10) o(B, a) < 6.

Par conséquent (4) dans le cas (5) entraine (10). Cela subsiste
aussi dans le cas (6). Il existe alors, en effet, suivant 15, une suite
@y, Gy,... pour laquelle

a,€(2 4 + B),
lim ¢(a,, a)=0.

Suivant le cas précédent ‘
¢a,, By 0
done
Q(a7 av) + Q(aw B) g- 6 + Q(ai a’v)
et d'aprés 4 |
o(a, B)<< 6 + o(a, a,).
A la limite ‘
o(a, B) < d;
(4) entraine donc (10).
D’autre part, pour tout beB on a (13)

(11) o(b, 24 + B) <.
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Rapprochant (10) et (11), on obtient @)
0*(@4 + B, B)<d . q. £ 4.

Remarque. Sil'on fait 'hypothése supplémentaire que B34
Iinégalité (3) prend la forme q C24,

0*(B, JA)<C o
XII. Si

lim ¢*(4,, 4) =0
ploa
a,, @,,... est une suite croissante de nombres naturels,
(2) a%eA% (#/1,..., o),
lim g(a, ,a) =0
vfoo v
alors

acA.
Dém. Suivant III et 3

< e, 4) << (A,,, 4)
done ,
(3) lim (aay, A)=0.
D’aprés 4 _
0 << ola, 4) << 0la, a,) + o(a, , 4),
done & la limite
o(a, 4) =0

et en vertu de 13
| acA.

Remarque. La proposition précédente exprime que 4 est con-
tenu dans lensemble d’accumulation de la suite A4;, 4,,... si (1)
a lieu (Cf. 17).

Nous allons démontrer que (1) dtant vérifié, A est Uensemble
daceumulation M de la suite A,, Ay,... Pour cela il suffit de prou-
ver que tout point de M fait partie de A. Soit

meM.

Suivant 17 il existe une suite s, Gs,,... satisfaisant & (2) pour

laquelle .
| lim ¢(d, ) =0
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De 1a et de (8) on a, d’'aprés 4:

| o(m, 4) =0
done (13)
med.

Remarque 1I, La remarque précédente et celle de VIII donnent
le résultat:

Si lim g*(4,, 4)==0 alors 4 est & la fois ensemble limite et
ensemble d’accumulation de la suite 4,, 4,,...

XII1, Silensemble d'accumulation et I'ensemble limite de la suite
Ay, 4g,... (4, fermé et non vide) sont identiques A un ensemble 4,
on a

lim ¢*(4,, 4) = 0.

Démonstration. Suivant (I) il suffit de prouver que

(1) lim borne (a,, 4) =0
wfoo
(2) li/m borne (4,, a*) =0
yloa

ol @, parcourt tous les points de 4, et a’ ceux de A.
Supposont que (1) soit inéxact. Il existe donc une suite

(3) am? a’aﬂ er

(4) | a%sAuv

et un nombre g => 0 tels que

(6) 0(a,,, 4) 2= 8 > 0 (v/1... oo

Comme l'espace E(g) est compaet, il existe une suite ay, ag,...
choisie dans (3) pour laquelle

(6) lim ¢(ay , b) = 0.
Suivant (4) et (D)
(7) o(ag . 4) >0
ag,edg,

De (6) d'aprés la définition d’ensemble d’accumulation résulte

be A,
done 20, 13
(b, 4) =0.
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De la et de (6), suivant 4:

(’(aﬁ,,: 4) = 0,
contrairement a (7).

Supposons que (2) ne soit pas exact. Il existe donc une suite

a®, a%,...
(8) Ca*wed
et un nombre & > 0, tels que
(9) 0(d,, a%) > ¢ > 0.

Comme E(g) est compact, il existe une suite choisie dans la
précédente

aby afe .

pour laquelle
(10) e(abv, c) = 0.
Suivant (8) et (9)

afv e 4
(11) 0(dg,, aP) >8> 0.
De (10), d’aprés 17

ced.

Comme A est I'ensemble limite, il existe une suite dy, dy,...
telle que
d,ed, lim o(d,, ¢)=0.
Par conséquent )
dg edg , limo(d; ,0) =0,
done (3)
lim ¢(4; ,¢)=0
d’olt en vertu de (10), (4)
lim g(afv, 4, ) =0
contrairement & (11).
Remarque. Si 4,, 4,,... est une suite infinie d'ensembles fermés
et non vides, alors les propositions & et § suivantes sont équivalentes:
@) lim ¢¥*(4,, 4) = 0.
B) A est a la fois ensemble limite et ensemble daccumulation
de la suite 4,, 4,,... |
Cest la conséquence de la proposition précédente et de la re-
marque II de XII.

Fundamenta Mathematicde [V. 15
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XIV. Définition. ,Un ensemble A est bien distribué au degré
e> 0 sur la somme de sphéres 33 (26)“ signifie 1):
1) Les sphéres de 38 sont en nombre fini

2) AC2ES

3) Pour chaque sphére S de 38
SXA=0 -
(8) < e

XV. Si Pensemble 4 fermé est bien distribué au degré & sur
la somme de sphéres S, alors
o*(4, 28) < = -
Dém. On a (XIV) A0, S==0. Bn outre (25, 12) I§==38.
Appliquant XX, remarque, on obtient

ot (4, S8 < ¢

¥4, I8) << &
~ XVIL Si tout ensemble de la suite A4, 4,,... est bien distribué
au degré &> 0 sur I8, alors Vensemble d’accumulation M de cette
suite est aussi bien distribué au degré e sur S
Dém. Il suffit évidemment démontrer pour M (non vide et
fermé 20) la deuxidme condition et la premiére partie de la
troisidme condition de XIV.
On a suivant I'hypothése
(1) | 4,838
@ §X A, %0
pour tout 4, et pour tout S en question,
D'autre part (19)

donc

(3) MC 28,
Suivant (2), il existe une suite a,, a,,... pour laquelle
(4‘) d,,&‘x‘i,,
a,€d.
On en peut choisir (la classe K(¢) est compacte) une suite
By, et un a que
() lim ¢(a,,, &) == 0.

1) Pour simplifier les notations, jo désigne pax &5 ln somme de sphbres of la
clagse de sphéres.
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Comme S est fermé (25)

asS.
D'autre part (4), (5), (17)
aeM
done
(6) SX M0

(3) et (6) expriment les propriétés qu'on se proposa de démontrer
XVII. Entourons tout point de E(g) d'une sphére de diamétre

1
-, 7 ¢tant un nombre naturel. Il existe (26) une classe finie de ces

sphéres, telles que chaque point de E(g) est intérieur d’une en au
moins. Formons toutes les sommes possibles de ces sphéres et nom-
mons la classe de ces sommes S,. La classe S, est finie. Tout en-
semble de E(¢¥), c. & d. tout ensemble non vide et fermé est

évidemment bien distribué au degré & }% sur une de sommes-élé-

ments de S, (XIV).

Appelons @ Tensemble ZS,-

n==]

Du raisonnement précédent résultent les conséquences:

1,) A tout £ >0 il existe une classe finie de sommes de spheéres
telle que tout ensemble A étant élément de E(o*) est bien distri-
bué au degré £ sur une d’elles.

2,) Pour toute suite infinie 4,, 4,,... et pour tout ¢ > O il existe

@s Ao+ -- choisie dans la précédente et une somme
de sphéres 3 S telle que tout élément de la suite 4. est bien distri-
bué sur la somme IS au degré e

(est une conséquence de 1,.

3,) Il existe une classe dénombrable de sommes de sphéres que,
£ étant positif, tout ensemble 4 de E(g*) est bien distribué sur une
d’elles au degré e.

Cest la classe Q.

4,) La classe E(o*) est séparable.

Cela résulte de 3, et de XV (Cf. 2).

XVIIIL Si

lim ,=0
wjoo

g, >0
15*
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alors pour toute suite 4, d,,..., il existe une suite infinie By, By,...
choisie dans la précédente, et une suite

(1) 38

de sommes de sphires, telle que pour tout g naturel la propriéié
P, suivante subsiste:

Pour v <Cp B, est bien distribué sur "’"S au degré &,.

La démonstratmn se fait par induction, si 'on tient compm de
XVII, 20. Elle ne présente que des difficultés formelles. Nous nous
bornons done & indiquer la construction de la suite By, B,...

Suivant XVII 20, il existe une suite 4%, 43, ... choisie dmm ln,
suite 4,, 4,,..., telle que tout élément de la suite A}, Ay,
est bien distribué au degré ¢ sur une méme somme de sphéros
31 8. Nous prenons J1§ comme premier dlément de (1) et posons
B, = A4,,.

Il existe pour la méme raison une suite infinie A%,, A%, Aj,...
choisie dans la suite 4, 4l,... telle que tout son éléiuent est bien
distribué au degré & sur une méme somme de sphéres 2t S,

Nous premons 3*S comme - deuxiéme élément de (1) of posons
B, == 43, ete.

XIX, Si

4,6 B(g) (v]1..c0)

alors il existe une suite 4,,... choisie dans la suite 4,, A,,... ayant
pour l'ensemble d’accumulation I'ensemble M et pour laquelle

(1) lim  *(A,, M) == 0.

La démonstration g'appuit sur XVIIL Tout en tenant compte des

notations de ce théordme, posons A%WB

L’ensemble d’accumulation est aussi ensemble d’uccumulatum de
la. suite (18)

Aa‘l}, A A’“'M-I“Q’ s n

Or (XVIII) tous les élémeuts de cette suite sont bien distribuds
sur 28 au degré e,, done M l'est aussi (XVI),
On a par conséquent (XV)

M4, ,, 2'5) e,
Q%(M1 EvS) "’;{N eu
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done
0 ¢(4o,, M) ¢*(d,, 3*8) + o*(3*8, M) << 2¢,

ot en passant & la limite, on obtient (1).
Remarque 1. On peut énoncer cette proposition ainsi: La classe
K (o*) est compacte.

Remarque 2. De la remarque précédente et de la remarque de

XIII résulte:

Si tous les éléments de la suite A,, A,,... sont des ensembles non
vides et fermés d’un espace fréchetien E compact et séparable, il existe
une suite choisie dans la précédente dont Uensemble limite coincide

avec Uensemble d accumulation. (L'hypothése que A, sont fermés pour-
rait étre levée facilement).

XX. En rapprochant XVII, 4, et XIX, on a.
I (0¥) est une classe séparable et compacte.

- Nous y pourrons, par conséquent, appliquer les définitons et les
théorémes des § 2 et § 3.
XXI. Si

(1) | lim g%(C,, €) =0

et C, est continu, alors C Uest aussi?).
Il suffit de démontrer (21) que pour tout couple de points

() ceC, ¢'eC

et pour tout &£ > 0 il existe une suite finie

C1y-+ e Cn
vérifiant les conditions

¢ = ¢,

Cp =170,

- o(c,, cvfl)ge, (»=1,...,n—1)
¢, eC.

Il existe (1) N pour lequel

9*( :l'vv O)(\:

O o

1) Un théoréme analogue se trouve dans la thése de M. Janiszewski,
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D’aprés (2) et (3) il existe (V) b et &' que

- beCy
(4) b eCy
| o(6 b < 2 :
(®) |
o(c, b) << —%f

Mais O, est continu: done (4) il existe une suite finie

(6) | byyeo b,
(7 by=", b,=1¥

(8 | b,eCy (r=1,...,1n)
(9) 0(b,,b,11) *<~58‘.' @/,..., n—1)

On peut supposer # > 2 en répétant au besoin un terme de la

suite (6) plusieurs fois.
Suivant (8), (8), V existe une suite

Gs,..-, Cﬂ"""l

¢, eC (»==2,...,n—1)

(10) Q(cva b ) 258

On a pour #/2, ...,n--2

‘ Q(G,,, +1) Q(cvi ) -+ Q(bw bv+1) + Q(bv-l-l! cu—i-l.a
ce qui donne (10), (9)

(11) Q(%)%-H)ge (’}/2v"' ”""'2)
Suivant (7), (5), (9), (10) on a
(12) 0(c, &) << {6 ) + 0(b, 05) + 0(by,y &) =

== 0(c, b) + (b1, by) + 0(by, 02) K&

et d'une fagon analogue .-

(13) 0(6y ) S8

En posant ¢, ==¢, ¢,==¢’, on reconnait, d'aprés (2), (10), (11),
(12), (18), la suite ¢,,..., ¢, comme la suite & construire,
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4

XXIL Si A est fermé ¢* alors Cl@ est Jermé o.
D ém. Soit a,,a,,... une suite infinie telle que

) a, e Cl@
(2) lim ¢(a,,a)=0
Il suffit de démontrer que as Cl A4 ¢ & d. quil existe 4
(3) ac de ClQ.
Suivant (1) il existe 4,
(4) a,cd,eq.

Il existe done (XIX) une suite choisie dans la suite 4,,... et
un 4 que

(5) lim ¢*(4,,,4)=0
Comme 4 est fermé ¢* et d'aprés (4)
(6) | Aea
D’autre part, en conééquenee de (2), (4), (5), XII

agd
ce qui joint & (6), donne (3).
XXIIL Si 1,) A est un continu o*
2,) existe un a tel que
(1) (a)e@
alors Cl@ est un continu o.
Dém. ) On a suivant la définition du continu (21) @0

par suite C/&==0.
B) De XXII et (21)

Cla="Cla
v) Sie>0 et |
(2) ceCl@,
il existe une suite a,,..., a, telle que a, =¢, a,=a, ¢(a,, a,4) <&
En effet, suivant (2) il existe C

. ceCe.

Suivant (1), (8) et 21 il existe une suite 4,, 4,,... 4, pour
laquelle
(4) A, =C A4,=(a)
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®) ) <5  OLeyn—1)
(6) 4,¢e4. v=1,..., n)
D’aprés (8), (b). VI il existe une suite |

al, az,-c n’ a"
satisfaisant aux eonditions '

(8) a,e4, (#/1;.. 5 1)
(9) a =¢
(10) o(a,; a,4) K e (»=1,.,.,n—1)
De (8) et (6)
(11) a,eCl@. (r=1,..., n)
De (4) et (8)
a,&(a),
done
(12) a, = a.

(9), (12), (11), (10) expriment que la suite (7) est celle qu’on &'est
proposée de construire.

XXIV. @) @ est une ligne ¢* de Jordan et que

f) aeCl(@) entraine (a)e@

alors Cl@ est une ligne ¢ de Jordan.

Dém. Il suffit de prouver que la condition de M. Mazuxr-
kiewicz (35) est satisfaite pour Cl@.

§) Cl@ est un continu g. (XXIII)

n) Soit € > 0 et beCl(Q). |

De la, d’aprés I'hypothése B,

(1) (b)ea.
) En raison de ¢ et du théoréme ¢* de M. Mazurkiewicgz,
1l existe d > 0 que - |
e¥((8), 4) << ¢
entraine I'existence d'un continu ¢*, o
| (b)edr
Aedl
HC &
&
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x) Supposons g(b, a) << 4

| aeCl(@)

donc

(2) . (a)e@.

Suivant (1), (2) et 3 il existe un continu 0¥, o

(3) (6)edr

4) (c)edr

(5) ) <5

(6) #Ca

A) CI(J%) est un continu ¢ ((3), XXTII).
Do (3), (4), (6) on a

be Cl(), aeCl(s%), OZG%’C aa.
D’aprés (3), (b) et X
(Cl(F) < ¢
p) & et 4 et I'hypothése % sous laquelle on a déduit 4 montrent

que la condition de M. Mazurkiewiez est satisfaite, Done Cl{Q)
est bien une ligne ¢ de Jordan.

XXV. Désignons par E(g,) un espace séparable et compa.ct
A 3 dimensions.

Si {J*(7)} est une courbe ¢f de Jordan contenue dans 'espace

 E(g}) et #il existe un poit £, # de E(p,) tel que

(1) (& 7)) = J*()
alors l'ensemble K comprenant tout les points £, #, ¢ de l'espace
A 3 dimensions satisfaisant aux conditions

(& MeJ ()
071
est un continu.
Démonstration. a) K n'est pas vide
B) K est fermé g,.
Supposons en effet

(2) lix{g 0s (8,5 My 7,)y (Coy 7oy %)) =0
(Cﬂ') ﬂv’ @”)SK
c. a d.

(3) (&ys M) S (T,).
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Il suffit de démontrer (définition de K)
(Lo, 1) €JH(%o)-

De (2)
| lim gy(53, 7) = 0
4 lim 04((Z, 5 M)y (Ges M) =0
done, comme {J**(7)} est une ligne ¢ de Jordan:
(6)  lim g}(J1(5,), J¥(5)) = 0.

Par suite d'aprés (3) et III

0:((C,, 1), J?*(m)) << 0 (¥**(5,), (%))
done (D)

(6) | lim @a((Gyy M)y T*(50))

Suivant 4

02((8os M)y Loy M) + €2((E,s 1), J (1)) 2= 02((Go5 M)y S*™(%))

ot & la limite (4), (6)
(’:((Co; 7o), J¥¥(%,)) = 0.

Comme J**(7,) est fermé I, 13

, (Zoy 70)ES(%,) e. q. f. d.
v) Soit £, "/, ¢’’ un point de K, c. & d

(6", n")e (7).
Nous allons démontrer l'existence d'une suite ({y, 7y, %y),...
(Cay 1ay %) pour laquelle
81y 71y 7) = (&% 7", 2)
Gy s ) = (&' 7, @)
os((E,y 7y, ), (gv*H’ No1s Tpp)) € r=1,...,n— 1)

(Cv) Nos 'Ev) EK
ou ', o', v’ est le point satisfaisant & (1).
En conséquence de la convergence uniforme de J*(7) 83 il

- existe une suite 7,,7,..., 7,

(8) | T, =17
) T, =7
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(10) e(Ty, "v+1)<§ /L.y n—1)
(11) 01 (J¥(s,), J’*('I‘IV-H))gg"' (¥/1,...,m)

11 existe en vertu de (7), (11), VI une suite
&y 1)y (G2s M), vy (Gaya)

telle que

(12) (Eu 771) == (", ')

13) G m)eT¥w) (e m)

(14) 0:((Evy 1v)s (uas ) <23_£ (”/1)"'7”“1)
De (13) on &

(16) (v, 1y, Ty)e K. (¥/1,..., )
De (12) et (8)

(16) (G1y s ) = (§", 7", ¥").

De (1), (9), (13)
(Cos Ma)&TH(,) = JH(T') = (T, 7))

done

(S =.(§’3 7)
d’'on (9)
(17) (g.., ﬂu; 'B,,) = (gl? ‘77,) T,)'

D’autre part (10) et (14) donnent
03((Cvs Mvy Tv)y (Bvias Nty Tyva)) S8 #/1,...,»—1)

ce qui avee (15), (16), (17) exprime l'existence de la suite & con-
struire.

§ 5.

XXVI. Désignons par E(p,) la classe E(p,) composée de tous
les points du segment (0, 1), les extrémités inclues. C'est une classe
séparable et compacte. La classe de tous ses sous-ensembles fermés
et non vides E(p¥) est donc aussi une felle classe (XX).

XXVIIL Si {J(v)} est une ligne ¢ de Jordan située dans un
espace séparable et compact E(g), définie pour tout ¢ du segment
(0, 1), alors & tout ensemble 4

(1) A=A
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| | ' A0

(2) Ae{J(v)}
il existe un ensemble Z's E(¢f) pour lequel (29)
J(T') = A.
Démonstration. Il existe (2) un ensemble I que
| J(T") = 4.
Done (1), (80) |
(3) JTY=4=4
T" =0
) T ( seg (0, 1).
De (4) il résulte en raison de 10 et XXVI
T'eB(el)

ce qui avec (D) exprime le résultat cherché.
XXVIIL 8i 1° {J(z)} est une ligne ¢ de Jordan définie pour
tout zeE (o) et contenue dans un espace séparable et compact E(g)
20 Ji*(g) est une ligne ¢ de Jordan définie pour tout ceK(g,),
alors la fonetion

J(J*(0))

définie pour les mémes ¢ représente une ligne ¢* de Jordan.
Démonstration Les fonetions J(o) et J¥7) sont uniformé-
ment continues (33).
Il correspond par conséquent & & >0 un &, > 0 tel que

01 (77 1) d,
entraine

e(J(@), J() < ¢
et d; > 0 tel que de
o:(0, ) << G,
résulte

Q ), T <

Il suffit de démontrer (27) que (1) donne la conséquence
3) FHIIT™ (), T (o)) <e.
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Soit a un point quelconque pour lequel
(4) aeJ(J**(g)).

Supposons (1) vérifié. (2) I'est aussi suivant I'hypothése.
Il existe 7,

®) a = J(z,),
(6) 7,&J%(0).
11 existe ((6), (2), V) s,
() ' eJ¥ (),
0, (71 ) T 6,
On a dome
o(/(m), J(w) e
e. a. d. (D)
(8) o(J(m), 6) e
De (7) résulte:
(9) _ J () eJ(J¥* (%))
En posant

J (’F,,) == b
on obtient (8), (9)
o(b, a) ¢,
beT(TH@)
done & fortiori (8)
(10) e(J(J*¥(0), @) <&
Cette relation a lieu pour tout a satisfaisant & (4).
On démontre d’une fagon pareille que poar tout a’

o' e T ()

on a
(11) o (J(J*(a)), o) <&
(10), (11) et III conduisent & la conclusion que (3) est vrai, ¢. g. £. d.

§ 6.
XXIX. Définition. Nous appellons & toute classe aux pro-
priétés suivantes
1° F== 0, F= F* (c'est-b-dire F est fermé gr)
2° Si Ced |
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alors
C=0, C=0, CC E(ey)
3" Si Ced

et si pour tout intervalle [

IC E(e,)
de la classe & d'intervalles on a

CXI£0
alors '

C+ Zled.

4¢) Si aeE(p,) alors (¢)ed.
XXX. La classe E(pf) est une dlasse & (I, XXVI, XXIX, 10).

XXXI. & C E(of)

parce que & est composé d’ensembles non vides et fermés, conte-

nus dans E(p,) (I).
XXXII. Si

1) Cied, 018&7 o (G, G < o

alors il existe une ligne ¢ de Jordan {J'*(7)} définie pour tout 7
du segment (0, 1) pour laquelle

(2) S0 =0y, J*(1) = Gy,
(3) J* (1) e F
4) | 2* (J*¥(1)}) < 4a.
D ém. Soit
(5) ‘ {r1: %}
la classe de toutes les couples y,,y, telles que
7180y
, 726G,
(6) el )< la
Daprés (1), V
2p =G
T
() @ Sy =G,

o 3y, (et analoguement Jy,) est la somme étendue sur tous les
9, pour lesquels existe un couple (y,, y,) faisant partie de (b).
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Considérons les deux fonctios

® Ji¥(T) = Jseg (11, 11 + (y—7y) z)
Ji¥() = T seg (Y5, 75 + (7, — 1) %)

définies pour tout ¢ du segment (0, 1), on seg signifie le segment
aux extrémités marquées entre parenthdses. Les sommes  sont
étendues sur tous les couples en question.

Evidemment

(9) J#(1) = Ji(1).

De (7), (8), et (1)
(10) J#(0) = G,y JH0) =G,
(11) Ji*(z) C E(e,) = seg (0, 1)

(12) 6, C T (@) O<s<<1).
De la. et de (8):

(13) JFRD=0+2 seg (Y1- 71 + (P2 — 11)%).
Suivant (8) et 10 on a Ji¥*(1) = Ji*(s), Ji*(z) == 0, done XXIX
(14) Ji*(r)e &

Nous allons indiquer une borne supérieure pour o¥(J3*(7'), Ji*(z"))
En raison de symétrie on peut supposer

(15) 0<yY<<r"C L.
Suivant (8), (15) et 11
(16) Ji¥F (@) = Zseg [, "+ (Ye—y)e} =

=2 (seg [y1, 1+ —r) 7] + seg [y1 + (yo—1)%, 11 + (h—n 1| =
= J1*(z) + Zseg [y, + (n — )7, i + (a— v’}
De (6)
A7) 5 (seg [y + (o —1)%, 11 + (—r) ) = 7" —7 | |{n—nl=
|7 — % e n) S — 7. 2a

i

De (13)
(18)  segy, + (1 — )7, 1+ (a— n)# 1 X J*@) F 0.

En outre y, et y, faisant partie du segment (0, 1) et 7, 7"
étant positifs, on a d’aprés la définition de E(e,) XXVI)

(19) seg [ + (v — 1), 11+ (1 — 17”1 C E(ey)-
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Enfin, en raison de (11), (19), (16), (17), (18), on a (XI)
(20) of (J¥¥ (), () < v —17'| 2a.

(20) exprime la continuité de Ji¥(%).
{J¥%(z)} est donec une ligne ¢f de Jordan. Analoguement {J;*(z)}
est une ligne of de Jordan Elles ont un élément commun (9), done

{JP*@)} + {A(@)}

est aussi une ligne of de Jordan; la fonction qui la représente peut
gtre définie:
JH(1) = J3#(2%) pour zeseg (0, §)
Ji(z) = J3#(2—21) pour 7eseg (4, 1),

Suivant (10) et (14) et une relation analogue & (14) pour Ji¥(z),
(2) et (3) sont vérifiés,
Pour démontrer (4), remurquons que (20) donne

o L3 (x), JH1) < |17]20< 2a

et analoguement
of (J¥¥(r), Ji*(1) < 2
ce qui §’écrit suivant (9) et la définition de J*
¥ (M), SR <20 (0
Pour 7; et 7, du segment (0, 1) on obtient de 1

oF (S (m), S (w)) S oF (T (x), JEED 4 o (T (), S () K e

done (7) (4) est vérifié.

XXXIIL, & est continu f.

En effet & est non vide et fermé¢ of (XXIX). Chaque couple
de ces éléments se laisse joindre par une ligne ¢¥ de Jordan (XXXII)
(V. 22).

XXXIV. & est une ligne ¢f de Jordan,

En effet, en raison de XXXIIT et NXXII & satisfuit aux con-
ditions du théoumo de M. Ma/;uxkle\vm/ (85).

XXXV. Si pour une ligne ¢ de . Jordan {J(7)}

07, v) < 0
entraine ,

eLJ(r), J(") e
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alors
I/ " 6
M o (T', T") <5, T eB(g?), T"sE(gf)
entraine
@) e(J(T), J(I") K=

Dém. On a (I), (31), (10)
J(I") e E(e®), J(T")eE(g¥).

Pour démontrer la proposition, il suffit de prouver la proposition
I' suivante :
Pour tout a

(3) | aeJ(T")

il existe b

4) beJ(T")
tel que

(5) ofa, b) < &

(En effet (4) et (5) donnent (8) g{a, y(T*)) = & done (2) est
vrai en raison de symétrie des roles joués par I et T et de IX).

Démonstrations. I". De (3) résulte I'existence de ,
(6) a=J(r,)

o 7, 1.
Il existe donec (1), V un v, |
) 7,eT"
07 %) S O

par conséquent, suivant la prémisse du théoréme:

e((w), Jm) << s
ce qui donne, d’aprés (6):

o(a, J(z,) < &
De (7) résulte:
J(z,)eJ(T").
Ces deux relations déviennent identiques & (5) et (4), si Pon pose
t](Tb) —_ b.

I" est done demontré.

Fundamenta Mathematicae IV. 16



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

242 - | T. Wazewski:

XXVI. Si {J(#)} est une ligne de Jordan située dans Vespace
E{(g) séparable et compact et définie pour tout

te H(0,),

lim (T, T) =0,

s1 en outre .
alors
lim ¢*(J(T), J(T))=0.

Cette proposition revient & la préecédente, si 'on remarque qu’a
tout & >0 correspond 8 > 0 vérifiant la prémisse de cette proposition.

g 7.

XXXVIL Soit {J(7)} une ligne ¢ de Jordan située dans un es-
pace compact et séparable Z(o).
Nous appellons & la classe de tous les éensembles fermés T tels

“que J(T) est un.continu .

La ligne ¢ de Jordan de laquelle dépend &, nous la supposons

~ la méme au cours de ce paragraphe.

XXXVIIL A chaque continu ¢, K (C {J(%)} correspond un en-
semble T,
T'e &,
J(T) =

Cela résulte de XXVII, si Yon remarque que K est fermé.

XXXIX. & = 0.

Cela résulte de XXXVIIT si Pon pose K= {J(z)} qui est
continu ¢ (28).

XL. & C B(e¥)
comme composé d’ensembles fermés et non vides. (XXXVII XXXIX,
XXVI, I).

XLI. &# est fermé of.

D ém. Supposons.

ey T,
(2) lim of (T, T) = 0.
De (2)
(3) TeE(er), Tyek(er)
done (I) |

(4) T=T



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

Sur un conbtnu singulier 243
De (2) et (3) résulte suivant XXXVI
lim ¢*(J(T,), J(T))=0.
Or ((1), XXXVIL) J(7,) est un continu g, done (XXI) J(T) est

aussi un continu, par conséquent (XXXVII, (4)) Te& e q. £ 4

XLIIL Si aeE(g,) alors (a)ed.

C'est vrai (XXXVII) car l'ensemble composé d'un seul point
est un continu (24). |

XLIIL. & est une classe &

Dém. & posséde les propriétés 1y, 2, 4, de . &F (XXIX) ce
qui est exprimé par XXXIX, XLI, XXXVII, XLIIL

Reste & démontrer la proprlété 3, de XXIX.

Soit
1) | Ced,
et soit pour tout intervalle I de la classe d'intervalles J
2) | CX I==0
I'C E(¢y)
On a (30, 29) |
(3) JC+3N)=J(C+2)=J(O) + ST

Or J(C) est un continu ((1), XXXVII) K1) Vest aussi (32)
Suivant (2)

J(I) X J(C) %0

done (23) J(C)+ 2J(I) est un contmu J(C+ 31) Vest aussi (3).
Cela conduit XXXVII) &

CX Zle#, ec q f

XLIV. & est un ligne ¢f de Jordan. :
C'est une conséquence de la proposition précédente et de XXXIV.

g 8.

XLV. A toute ligne ¢ de Jordan {J(z)}, correspond une ligne-
o* de, Jordan parcourant tous ses sous-ensembles non vides et fer-
més et une autre qui parcourt tous les sous-continus de {J()}.

(Vest une conséquence immédiate de XXXIV, XLIV, XXVII,

XXXVIII et XXVIHI.
‘ 16%
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XLVI La condition nécessaire et suffisante qu'un continu ¢ d'un
espace fréchétien métrique compact et séparable E(g) soit une ligne
o de Jordan est chacune de suivantes:

«) La classe @ de tous les sous-ensembles fermés et non vides

de K est une ligne ¢* de Jordan.
B) La classe & de tous les sous- -continus ‘de K est une ligne

o* de J ordan.
Démonstration. La nécessité est expmmée par XLV Reste

la suffisance. |
‘Supposons que @ soit une llgne o* de Jordan (Le cas de & se

traite d'une fagon analogue).
Il suffit de démontrer la condition ¢ de M. Mazurkiewicz (85).

Supposons |
lim Q(av, a)=10
V /oo
a,eK
eeK.
Suivant la définition de &
: ay)ed
(L) ((c:))e@
ot d'apreés II |
lim ¢*((ay), (a)) =0
@ étant un ligne 0* de Jordan, il existe (85) une suite de con-
tinus of
(a)edt,
(2) (ay)edky
%, Ca
| lim 2¥* (%, ) = 0.
On a done d'aprés X et (1)
lim z(Cl(%,)) = Q.
Mais suivant XXIII et (2) Clo¥, et Cld% sont des continus ¢ et

aeCl(J,)
ayeCL(Jy)
Ci(any) C Cl(@).
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La condition ¢ de M. Mazurkiewicz est dome satisfaite
pour Cl(&). o

XLVIL Pour que la question posée au commencement de ce mé-
moire admette la réponse affirmative, il faut et suffit que le continu
C en question soit une courbe de Jordan (= courbe @; de Jordan).

Cela résulte immédiatement de 34, XLVI, 24, XXV et la re-

marque de XIIL






