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Sur le probléme de la mesure.

Par
Stefan Banach (Léopol = Lwéw).

Introduetion.

Dans ce travail je m'occupe du probléme de la mesure et des
problémes connnexes qui s'attachent aux questions suivantes:
Dans son livre ,Lecons sur Uintégration® (Paris 1905) M. Le-
besgue énonce les propriétés de son intégrale:
1% Quels que soient a, b, b, on a

h b+

f f(@) de = f Fle—H) da.
a a+h

20, Quels que soient a, b, ¢, on a

ff(w) da +ff(x> dz +ff<w>dx=o | |

3°. | ﬁf(x) + p(x)] d :ff(x) dx +fgo(x) dx.
40, Si l'on a f==0 et b >a on a aussi ff(x) dx 2= 0.

1
59 On a: fl.dx._—-_.l.
. |

6°. Si f,(x) tend en croissant vers f(z), l'intégrale de f,(z) tend
vers celle de f(x).

En méme temps M. Lebesgue pose le probleme si la pro-
priété 6° est indépendante de cing autres, ce qu'il faut comprendre
comme le probléme si une intégrale jouissant des propriétés 1°— bo
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pour un ensemble de fonetions, jouit nécessairement de la pro-
priété 6°.

Dans son livre ,Grundziige der Mengenlehre® (Leipzig 1914),
p- 463 ss, M. Hausdorff soccupe du probleme suivant, qu'on
peut appeler probléme large de la mesure: Peut-on attacher & chaque
ensemble borné E d'un espace & m dimensions un nombre m(E)
satisfaisant aux conditions suivantes:

1) m(E) =0,

2) m(E,) =1 pour un ensemble F, de l'espace considéré,

3) m(E, + E,) =m(E,) + m(B,), si E B, =0,

4) m(E,) = m(E,) si les ensembles E, et E, sont superposables 1).

Il prouve que ce probléme est imposible pour Pespace i trois
ou plus dimensions. Il démontre notamment (i laide de I'axiome
de M. Zermelo) 'existence d’'une décomposition de la surface d’une
sphére en quatre ensembles 4, B, C, D, ott D est un ensemble dé-
nombrable et 4=2B=~C, A=B+ C

3l existait une mesure satisfaisant aux conditions 1)—4), en-
semble D aurait une mesure nulle et les conditions 1)—4) donne-
raient:

m(4)=m(B)=m(C) =4,
m(4)=m(B + C)=}

ce qui implique une contradiction.

Un probléme analogue n'est pas encore résolu pour Pespace
4 une ou deux dimensions. A

M. S. Ruziewicz m'a posé le probléme suivant:

Existe-il une opération f(X) satisfaisant aux conditions suivantes:

1) f(X) est définie pour tout enseinble mesurable (L) d'un espace
4 n dimensions.
2 /) >0 ,
8) f(X,)=1 pour un certain ensemble X, tel que m(X;) =1.
4) (X + Y)=f(X) +f(Y) pour X.¥Y=0.
6) S(X)=/4(Y) si X7. |
6) /(X;)5=m(X,) pour un certain ensemble X, mesurable (L).

1} Nous éerirons E; o F, pour exprimer que les ensembles E, et E, sont
saperposables (par franslation ou rotation autour d'un centre on autonr d'un axe),
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Je démontre dans ce travail quon peut attribuer une mesure
& tout ensemble linéaire et & tout ensemble dans le plan. Je prouve
augsi qu'on peut attacher ¥ toute fonction bornée d’une varisble

réelle f(x) et & tout intervalle (4, 5) un nombre f S(x) dx satis-

faisant aux conditions 1°—H0 de M. Lebesgue: ce nombre peut
étre regardé comme une généralisation de l'intégrale. Pour une fone-
tion intégrable au sens de Riemann ce nombre est son intégrale
rimanienne; pour les fonctions intégrables au sens de Lebesgue
ce nombre ne coincide pas nécessairement avec son intégrale lebes-
guienne (et la condition 6° n'est pas alors satisfaite). Ainsi le pro-
bléme de M. Lebesgue se trouve résolu négativement, c.-i-d. la
condition 6° est indépendante des conditions 1°—50. En ce qui con-
cerne le probléme de M. Hausdorff, nous voyons qu'il est au-
trement pour les espaces & une Gu deux dimensions, ol on peut
attribuer une mesure 4 chaque ensemble, et autrement pour les
espaces & # >3 dimensions, ol cela est impossible.

Le probléme de M. Ruziewicz se trouve résolu affirmative-
ment pour les espaces & une et deux dimensions, cependant pour
les espaces & plusieurs dimensions le probléme reste ouvert.

Toutes les fonctions considérées dans ce travail seront bornées,
¢.-d-d. pour toute fonction f(x) existe um nombre M(f(x))> 0, tel
que |f(x)| << M pour tout z pour lequel f(x) est définie.

Soit f(x) =/f(x 4+ 1) une fonction de période 1, définie sur 1'.a
circonférence d'un cercle de rayon = 1/27, ayant pour centre Y'ori-
gine des coordonndes rectangulaires; x désigne l'arc correspondant.

Definition 1. Nous appellerons la fonction f(z) dquivalente & 2éro,
en écrivant -

F(@)~0,

g1l existe pour tout nombre positif & une suite finie de nombres
réels @y, ay,..., @,, telle qu'on a pour tout z réel

L] et

koa]

< &
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Théoréme 1, Si f(x)~0 et g(x)~0, on a aussi
J(@) + g9(z)~0.

Démonstration. D'aprés I'hypothése il existe pour tout e
positif donné deux suites finies @, ..., @, et B, f,..., B, telles
qu'on a pour tout z réel

L Sret | <

ce qui donne sans peine:

Y Sow+a)|<s

I=1

ZZ[f(x+ak+ﬁl)+9(x+ak+ﬂt)], 2¢;

k=l =]

nr

il existe donc pour la somme f(x) + g(x) et pour tout £¢>0 une

suite finie e+ 6 (i==1,2,...,n; j=1,2,...,7) jouissant de la
propriété exigée par la déﬁmtlon 1. ~

Théoréme 2. Si f(x)~0 et si C est une constante réelle,
on a C.f(x)~0.

La démonstration est évidente,

Théoréme 3. Si Fon a f(2) = C >0, on n’a pas S(z)~0.
Dém, Que.l que soit la suite finie {a,}, on a toujours

IIZf(m a,)l ,._.2'0 c

ilsl t=l

Théoréme 4. Si f(x)~0, si a est une constante réelle, et 8i l'on
pose p(x) = f(x 4+ a), on a

 p@)~0.

- Dém. Lorsque e, (i=1,2,...,n) est une suite correspondante

4 la fonction F(@), @(i=1,2,..., %) sera aussi une suite corres-
pondante & la fonetion ‘(x). |

Définition 2. Nous éerirons

F@) ~ g(2)

- dans ce et seuloment dans ce cas, lorsque

f@) — 9(z) ~o0.
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Théeréme 6. Lorsque
(1) J@~gi@) et gla)~h(),

on a
S () ~ h(=).
Dém. D'aprés (1) et d’aprés le théordme 1, on trouve

f(#) —g@] +[9(x) — h(z)] ~ 0,
F@)—h(z)~0 et fl&)~h(z), o q f d

done

Definition 3. Nous écrirons

Sz) &0

lorsqu’il existe un C'>0 et une suite finie des nombres réels
@)y Cay..., &,, tels qu'on a pour tout z réel l'inégalité

1 ) x
=~ Yfet+a)=0.
ne=]
Definition 4. Nous éerirons
) <0
lorsque |
—f@) & 0.

Définition 5. Nous éecrirons

J@) > g(@) (resp. f(z) Sg(@)
F@—g@) &0 (resp. f(2) —g(x) < 0)

Théoréme 6. Lorsque f(x) >0 et lorsque a est une constante

- lorsque

fle+a)so.

Dém. La suite corespondante & la fonction ¢(x)=f(r + a) est
la méme qu'a f(z). |

Un théoréme analogue subsiste pour f(z) < 0.
Théoréme 7. Si

J(@) &0 et g(z) & 0,
J@) +g(@) & 0.

on a
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La démonstration est analogue & la démonstration du théordme 1.
Un théoréme analogue subsiste pour la relation <,
Théoréme 8. Si Von a pour tout z réel

JS(=) =0,

f() < 0.

Dém. Il suffit de remarquer qu'on aura pour toute suite
al’ as,no', an:

on w'a pas

- Yo+ a)>0,

| &)

et de se rapporter & la définition 4.
Théoréme 9. Les relations

@) &0, fl@)~0, f(z)&0
Sexcluent deur & deux.

- Dém. Si flz) &0, il existe, d’aprés la déf. 3, un C> 0 et une
suite finie w,, Ogye.., @, tels que

@ O I ¥etay>c

{m],

Sl était f(z)~ 0, on aurait, d'aprés les théorémes 4 ef 1:

® = N+ )~ 0;

{=] :

or les formules (A) et (B) sont incompatibles,' d’aprés le théoréme 3.

Or, en supposant qu'on a simultanément @) &0 et flz) <0,
on aurait d'aprés le théoréme 6:

| S+ a)<0 Pourk=1727“~:”)
done, d’aprés le .t_hé_oréme. (F |

1 n
Ez'f(“"*'“l)'éoy
k]
ce qui est impossible d’aprés (A) et le théoréme 8.
Pareillement on démontrerait que les relations f(z)& 0 et
f(x) ~0 sont incompatibles,
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Théordme 10. Si
f@ & 9@ et g(z)S h(z),

S (@) & h(=).
Dém. On a d’aprés I'hypothése et la définition 5:
J@)—g(@) &0 et g@)—h(z) =0,

done, d'aprés le théoréme 7:

/@) —9@)] + [9) — h(z)] & o,
f(x) %‘ g(x), ¢. (. f d

Un théoréme analogue subsiste pour la relation <.

Théoréme 11. Si
S@ &0 et gx)~0,

f@) + g(@) = 0.

En partant des définition 3 et 1 on démontre le théoréme 11
- d'une fagon analogue & la démonstration du théoréme 1.
Théoréme 12. Si

J@) >g (:c), S () ~ fi(=), 9(x) ~ g1 (),

S1(@) & (@)

Dém. D’aprés I'hypothése et d’aprés les définitions 5 et 2 nous
avons o

J@)—9(@) &0, fil@)—f(@)~0, g{&)—g(z)~0,
done, d'aprés le théoréme 11:
£1(®) — g (@) & 0,

c'est-d-dire fi(z) & gy(2), ¢ q. £ d. |
Considérons maintenant I'ensemble de toutes les fonctions S (@)

on a

c’est-a-dire

on a

§

. . | 1
définies sur la circonférence d’un cercle de rayon z—, ayant pour
2n’

centre l'origine des coordonnées. Chacune de ces fonetions sera

supposée bornée (mais les fonctions considérées ne seront pas bornées
en leur ensemble). |
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Divisons toutes les fonctions considérées en classes, en rangeant
dans une méme classe deux fonetions équivalentes et dans les classes
differentes deux fometions qui ne sont pas équivalentes. Une telle
classification est possible, d'aprés le théoréme 5. Les classes de fone-
tions ainsi chtennes seront appellées hyperfonctions et désignées par
des majuscules F, @, F, ete. Il est évident que deux hyperfone-
tions F, et F, sont identiques ou bien n'ont pas d’éléments communs.

Défnition 6. Si F est une hyperfonction ‘dont un élément est
la fonetions f(z) et si C est une constante réelle, C.F désignera
'hyperfonction dont un élément est la fonction C.f(z).

Définition 7. Si F, et F, sont des hyperfonctions contenant resp.

les fonctions fi{z) et fi(z),
F=F, 1+ F, 5

désignera I'hyperfonetion qui contient la fonction f(z)=/F,(z)+/;(x).
On prouve sans peine que les hyperfonetions C.F), resp. F, + F,
ne dépendent que des hyperfonctions F| resp. F) et Fj.
Définition 8. — F' désignera I'hyperfonction — 1. F.

D'aprés les définitions 6, T et 8, l'expression

®

JGE,

k=l

ob C, sont des constantes réelles et F, des hyperfonctions, 2 un
sens et détermine une hyperfonction.
Définition 9. ¢ étant une constante réelle, nous poserons

F=¢

si la hyperfonction F contient la fonetion f (r)=c.
Définition 10. Nous éerirons

F, > F,

s toate fonction f(z) qui appartient l’hyperfonctlon F, — F, satis-
fait & la relstion

J(z) >0,

Tthé@réme 13. Ii existe pour toute hyperfonction F deus hyper-
DerTLons _Fi = ﬁl ef F C,, felles Q"ue

F>F>F,.
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Démonstration. & éant un nombre positif donnd et S(2).un
élément do I, désignons par ¢, un nombre xéel, tel que

J(®) < ey —e pour tout a rdel

(la fonction f(x) étant bornée, un tel nombre ¢, existe): nous aurons
o —Jf(x) >e>0, doune (Déf. 8): ¢ — (%) &0, co qui donno
d'aprés lo théoréme 12 ot la déf. 10: F, > £

De mémo pour le signe <,

Un ensemble d'hyperfonetions Q@ sors appelé corps, il jouit
de la propriété suivante:

Si les hyperfonetions I, Fy,..., I, sppartionnent & Q ot s
Cus Cayeey G BONE dos constantos xdelles, Phyperfonetion

W o) [y A ey ly .., + e, 1,
appartient & £,

Dans les considérations ultérieures soront envisagés les corps
Q(R) et Q(L). Q(I) ost défini comme lo plus petit corp jouissant
de la propriété suivante:

Toute fonetion bornée f(x), intégrable au sens de Riemann
appartient & une hyperfonction K contonue dans Q(&).

On voit sans peine qu'un tel corps existo ot que toute hyperfone-
tion B de ce corps contient une fonotion intégrable au sens de
Riemann,

Parcillement on définit lo corps Q(L) en remplagant dans la
définition de Q(R) les fonetions intégrables au sens de Riemann
par les fonetions intégrables au sens deo Loebesgue,

Remarque. Soit Q(F) un corps d’hyperfonctions F, @ — une
hyperfonction qui n’appartient pas & Q(F). Formons le plus petit
corps Q(F,P) contenant Q(F) et I'hyperfonetion @: on voit sang
peine que Q(F,P) se compose d’hyperfonctions de la forme Fied,
ol ¢ est uno constante ot X' -est wuno hyperfouction faisant partie
de Q(F.

On voit sans peine que toute hyperfonetion W' appartenant
b Q(F, @) pout étro présontée d'uno seulo manidre sous la forme

ez I o 0 D,
En effot, en admottant qu'on a encore la formule

wm‘- If" "+‘“ (}lmg

on aurait

(¢~ o) == J" — F
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Sil était ¢’ == ¢, on aurait F” = F et les décompositions seraient
identiques; or il ne peut &tre ¢ == ¢, puisque on aurait
1 1
F— / .F,

c—<¢  e—¢

D —

et @ appartiendrait & Q(F), contrairement & Thypothése. On en

voit aussi que lorsque les hyperfonctions U, T, et T, appartiennent
& Q(F, @) et lorsqu'on a |

Uy = al, + bW, (ot a, b sont des const, réelles)

et
U, =F + 6@ B,=F, ®, Uy =F;+ c.;,@,
on a:
(D Fy=aF, +0F, et c¢y= ac, + bey.
En effet: |

By = (aF, + bEy) + (ac, + be,) D = Fy + ‘ngp:

ce qui donne, d’aprés l'unicité du développement, les relations (I).

Définition 11, Soit Q(F) un corps d’hyperfonctions F. Consi-
dérons une opération A(F) dont Iargument indépendant est une
hyperfonction F appartenant & Q et Pargument dépendant — un
nombre réel. Nous dirons que opération A(F) est additive, si les

conditions que F, et F, appartiennent & Q et que ¢, et ¢, sont
des constantes réelles, entrainent:

A(ey By + g Fy) = ¢ A(F) + czﬁ(Fz)*

Définition 12. L'opération A(F) est appelée non négative, si pour
tout ¥ >0 appartenant 4 Q(F) on a: A(F) = 0.

Théoréme 14. Soit O wune hyperfonction w'appartenant pas
¢ QF) et telle qu'il existe deux hyperfonctions Fy et Fy de Q(F)
satisfaisant & lindgalité

F,>&>F,

el soit A(X) une opération additive et mon négative, définie pour les

-hyperfonctions X de corps Q(F),

These: Il existe une opération additive, non négative A(X), dé-

Jinie dans le corps Q(F, D) et telle que

A(X) = A(X) lorsque X appartienf ¢ Q(F).
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Dém. D aprés Ihypothése, il existe dans Q(F) des hyperfone-
tions F, > @; désignons par ¢ la borne inférieure de tous les nom-
bres A(F,), ot F, est une hyperfonction de Q(F) qui est > &;
@ sera donc un nombre fini, non négatif.

Toute hyperfonction & de Q(F, D) est de la forme
(1I) . T=F+¢0,

ou ¥ appartient‘ & L2(F) et ¢ est un nombre réel, et cette décom-
position est unique. -
Définissons Popération A4(¥), en posant

A(T)=A(F) + ca.

La décomposition (II) étant unique, Popération A (T ) est ainsi
définie dune fagon univogue. Lorsque & appartient &4 Q(F), on

& A(T)= A(W), puisque alors T=F+ca et ¢=0, donc

A(T) = A(F) = A(D).
L’opération A(T) est additive, puisque T, = a !D'1 + 50, donne

'“(v les formules I):

F'azaE-FbF’, 03=acl +.bCQ, i
done

A(Ty) = A(Fy) + e = A@F, + bF,) + (ac, + bey)a =
= a[A(F}) + cya] + b[A(F}) + cya] = a A () + b A(T,).

Or l'opération A(¥) est non négative. Soit en effet
F=F+c¢0>0
Si ¢=0, U appartient & Q(F) et on a A(T)=A4A(T)>=0
Si ¢>90, nous avons Q}—%— F, donc, pour tout F;, > de Q(F):
Fi>—2, done F423>0,
ce qui donne
| 1 1
A(F+ L F) =4(m) + 5 am) >0,
done, d'aprés la définition du nombre a:
1 .
@+ — A(F) >0,

done, ¢ étant > 0: A(W)= A+ caz= 0,
Fundamenta Matheraticae IV. 2
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Si ¢< 0, nous avons —»—-}F} @, donc -—%F> @, puisque &
n'appartient pas & Q(F). D'aprés la déf. du nombre @ nous avons donc
A(-—%-F’)>a,, ee.qui donne, ¢ étant <0, Z(E’):;A(F)-{-ca}O.

L'inégalité ¥ >0 entraine donc toujours I'inégalité A(THY=0
et le théoréme est démontré complétement.

Théoréme 15. Soit {Q,) (a <) un ensemble bien ordonné di
type B des corps mon décroissants dhyperfonctions?), et soit pour tout
a < f définie dans le corps Q, une opération additive et non néga-
tive A X), telle que A (X)= AJX) pour tous le §< a et loutes
les hyperfonciions X appartenant & Q;. Si lon désigne Q = 3L, et

. a<p
si Pon pose pour tout X de Q: A(X)= 4,x(X), o a(X) désigne
le plus petit nombre ordinal, tel que X appartient & Q,.x), A(X) est
une opération additive et non négative, définie dans le corps L.
Dém. On voit sans peine qu'une somme (d'un nombre fini ou
d'une infinité quelconque) des corps non déeroissants d’hyperfone-

tions est un corps: donc Q= 30, est un corps.
a<f

Soient X, et X, deux hyperfonctions appartenant & 2, a et b -
deux nombres réels. Soit @, celui de deux nombres e(X) et. a(X,).
qui est plus grand (ou leur valeur commune, #'ils sont égaux): nous
aurons évidemment @, <{-f. Les hyperfonctions X; et X, appar-
tiennent done toutes les deux & Q,: par conséquent, A, (X ) étant
une opération additive dans Q,:

) Aef0X, +bXy) = ado(X;) + bAefXs).

Oz, d'aprés Ihypothése, et d'aprés a(X)) < ap ot a(X,) << @t

Aoy Xy) = 4o Xy), 4 @y(Xy) = Ao Xp).

Or, d'aprés la définition du nombre a(X), Q. étant un corps con-
tenant X, et X,, donc aussi X, = aX, 4 bX,: |

a(X,) < a,,

~ done

Aixp( Xo) = 4,(Xo).

Y) Cesteb-dire O CQ, pour §<<P.
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La formule (III) donne done

Axp(Xo) = ad (X)) + b4 ox(X3),

done, d'aprés la définition de Fopération A(X) et d’aprés X, =
== aX, + bX,: :

A(aX, +bX,) = ad(X,) + bA(X,),

ce qui prouve que lopération 4(X) est additive.
Or, il résulte immédiatemient de la formule A(X) = Ay X)

ot de I'hypothdse sur les opérations A(X) (@<<P), que Vopération
4(X) est non négative, |

Notre théoréme est ainsi démontré,

Théordme 16. Si Q(F) est un corps d’hyperfonctions contenant
Vhyperfonction F==1 et &il existe une opération additive et non néga-
tive, définie dans Q(I), il existe une opération additive et non négative
A(X), définie pour toute hyperfonction, et telle que Z(X):A(X),
lorsque X appartient & Q(F).

D ém. Soit {@,} (¢ <Cy) un ensemble bien ordonné, du type y,
formé de toutes les hyperfonctions ne faisant pas partie de Q(F).
Désignons, pour tout a<Ty, par 2, le plus petit corps contenant
le corps £y = Q(F) et toutes les hyperfonctions @, pour £ < a.
(On voit sans peine que, & désignant un ensemble quelconque
d'hyperfonctions, il existe toujours un plus petit corps d’hyper-
fonction contenant &). {Q,} 0<<a<Cy) sera donc un ensemble
bien ordonné non décroissant de corps d’hyperfonetion et 2, sera
le corps de toutes les hyperfonctions.

Jo dis qu'on peut définir, par l'induction transfinie, pour tout
@<, une opération additive et non négative A, (X) dans le
corps 2,, telle que 4 ,(X) = A44X) pour tous les £ < a et toutes
les hyperfonctions X appartenant Q..

En effet, posons 4y(X)= A(X) dans Q, = Q(F).

Soit maintenant 4>>1 un nombre ordinal <<y et supposons
que pour 0<<a <A sont définies les opérations A (X) telles que
A,(X) est une opération additive et non négative dans Q, et que
4(X) == AX) pour £§<Ca et pour les X de L. Distinguons
deux cas:

1) 4 est un nombre de premidre espéce, c'est-t-dire il existe le
nombre 4—12>0. Soit 2, , = Q(W): il résulte de la défnition

y

des corps Q, qu'on a Q,=Q(T, @,—). Si @, , appartient A Q,

2%
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on & Q,=2, , et on peut poser 4,(X)=4,(X) dans Q.. Sup-
posons done que @, , n'appartient pas & Q, .. Ponr définir I'opé-
ration A, (X) nous appliquerons le théoréme 14. D'aprés I'hypothése,
le corps @, donc aussi le corps &, ,, contient Uhyperfonction
F=1, done toute hyperfonction F=¢, ¢ étant un nombre réel
queleconque. D’aprés le théoréme 13, les conditions du théoréme 14
sont done réalisées pour le corps £, ;. Done, d'aprés le th. 14,
on peut définir une opération additive et non négative A4 2(X) dans
le corps Q, = Q(T, D, ), telle que A,(X)=4,,(X) lorsque X
appartient & 2, ,. D'aprés la propriété de 4, (X) nous aurons
évidemment aussi 4,(X) == AgX) pour £ <1 et pour les hyper-
fonctions X de Q.

9) 4 est un nombre de seconde espéce. Comme on voit sans

peine, on a alors £, = 3Q,, et pour avoir dans £, I'opération
[+ 21}

A,(X) jouissant des propriétés désirées, on n’a qu'd appliquer le

~ théoréme 15. '

Nous avons ainsi défini par linduction transfinie les opérations
A,(X) pour A<y et, en particulier, Iopération 4,(X). L’opération
4,(X), définie dans le corps £, de toutes les hyperfonetion, jouit
évidemment des propriétés démandées par le théoréme 16.

Lie théoréme 16 est ainsi démontré.

Applications.

Théoréme 17. Toute fonction f(x) intégrable au sems de Rie-
mannl) satisfait o la relation

J@)~¢, ol c;—:‘/_-f(x) dz.
0
Dém, Comme on voit sans peine, l'expression
1y k)
3
converge (pour une fonction intégrable R) uniformément vers

1
j}'(m)dm pour # = oo, dome
] ‘ ' '

1) Rappelons qu'il s'agit toujours des fonctions bornées, définies sur une cir-
conférence, :
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¢’est-A-dire

<& pour 2> u(e),

L3 -]

kem]

<& pour n> pu(e),

ce qui démontre que f(x) —¢ ~0, done J@) ~¢ e q f d

Théoréme 18. 1l existe une fonction bornée o(x), dont lintégrale
lebesguienne est nulle et telle que toute fonction ®(x) intégrable au
sens de Riemann et satisfaisant & la relation

(1) (@) > o(x),
vérifie lindgalité
(2) ftp(x) dr > 1.

D é m. Considérons sur la circonférence un ensemble E de me-
sure lebesguienne nulle, dont le complémentaire est de premidre
catégorie de M. Baire. La fonction o(x) égale & 1 sur E et 2 0
sur le complémentaire de & satisfait aux conditions de notre théoréme.

En effet, il est clair que |

(L) f o(z)dz = 0.

Or, soit @(z) une fonction intégrable (R) et satisfaisant & la
relation (1). Il existe donc une suite finie @,, @;,.... @, et un nom-

bre & > 0, tels que

1
‘;{2 [‘P(x+ @) — ¢z + a)] > ¢
{m=]
pour tout x réel. Il en résulte tout de suite que pour tout % naturel
et tout x réel subsiste l'inégalité

LU Slolerat d)— e 4>
done |

© L3 Frlrar- L3 Selerart)>-

V=1 e t=1 j=1
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Pour k> p (et tout x réel) la premiére de ces sommes differe

* de / ¢(z)dz b moins que de e. Or, je dis quil existe des nom-

bres z pour lesquels la seconde’ des sommes (3) est = 1. Désugnons,
en effef, par E(a,+ k) ensemble qu’ on obtient en tournant 'en-
semble E (sutour du centre de la circonférence considérée) d'un
angle a; + 17}—,0- L’ensemble E ayant pour complémentaire un ensem-
ble de premiére catégorie, il en est de méme pour tout ensemble
E(a,-{—%;—), pour i==1, 2,...n_;‘j=-- 1,2,... k: leur produit I est

done un emsemble de deuxidme catégorie. Pour tout nombre z
‘de IT nous aurons évidemment

3l Sl o) -

done, Finégalité (3) subsistant pour tous les z réels:

1

_Jw(w)dx+s—1>s,

.ce qui donne l'inégalité (2).

Remarque 1. La borne inférieure de toutes les intégrales de .
toutes les fonctions intégrables R et satisfaisant & la relation (1)
est =1, puisque pour tout &> 0 la fonction @(z)= 14 & vérifié
cette relation.

Remarque 2. La fonction g(a:) n’est équlvalente 4 aucune fone-
tion g(z) intégrable R. |

En effet, s'il était

o(@)~@(x), ot e@(x) est intégfable R,

1
alors, en désignant f p(x)dxz = ¢, on aurait, d'aprés le théoréme 17:.
| .k .

0@ ~5 o@)—c~0,
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done, pour tout & > 0 donné et pour une suite Gy Oy5...y @, cOD-

’ venable

(4)

< & pour tout z.
kel

Or, il résulte sans peine de la définition de la fonetion o (x)

qu il existe des points = dans lesquels l'expression -——29(1‘ + a.)

k=1
prend la valeurs 1, et des pomts z (formant un ensemble de me-

sure 1) dans lesquels cette expression prend la valeur 0. L’iné-
galité (4) est donc impossible.

Théoréme 19. Il existe une opération H, dont le contre-domaine
est ensemble des nombres réels, définie pour toute fomction bornée (dé-
finie swur la circonférence), satisfaisant auz conditions suivantes:

1) Si fi(z) et fy(x) sont deuz fonetions (bornées), c, et cg deux
nombres réels, on a

H (01f1 @) + efa (@) = o, H(f1(2)) + e H(f; (2).
2) Si fi(lx)=0 pour tout z (sur la circonférence), on a
H (fl (#)=0

8) Si fi()=c¢, on a H(f () =ec.
4) Pour tout a réel on a

H(f(z))= H(f(+ = + a)).
b) Lorsque f(z) est intégrable (L), on a

H(f(@) = @) [f(a)d=

D é m. Considérons le corps £(L). En conservant les notations
du théoréme 16, posons pour les hyperfonctions X de Q(L):

AD=() [ ple) ds

ol (p(x) est unme fonction intégrable (L) faisant partie de I'hyperfonc-
tion X.



© @ f }Sf(x + o) ds
or.
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~ Pour proufer que A(X) est ‘bien déterminé pour tout X de
Q(L), il suffira évidemment de démontrer qu'on a

@ @ ff(w) ds =0,

~ pour toute fonctlon f(#) intégrable (L) et satisfaisant & la relation

® -~ Sl@)~0.

D'aprés (B) il existe pour tout £>> 0 une suite a;, &,..., @, telle que

l,__Zf(x.}. a,)| <& done (L) j l%jf(w-}- a,)

Tw]
et, & plus forte raison:

dx < &,

< &

() /f (@) de = (L) ff(w rayia=13m ff(w+ @) dz

k=1 0

(puisque f(z + )= f(x)): done, d’aprés ():
® @ ff(w) | <

le nombre £ étant aussi petit aue l'on veut, l'inégalité () donne
Végalité (@), c. q. f. d.

Si X >0, alors, en désignant par ¢(z) une fonction queleconque
intégrable (L) et faisant partie de X, nous aurons

soit @(x) S0, soit ¢@(r)~0.
Dans le premier cas nous avons pour une certaine suite
@y, 04,..., @, et certain c: |

—2q3(x+a,,)>c, done «—ZL)fcp (=4 @) d:v>c,

k] keal
¢'est-h-dire

1

@ fo@ >
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done
AX)>c¢>0.

. Or, nous avons démontré que pour les fonctions intdgrables (L)
la relation (B) entrafne l'inégalité («). Il en résulte tout de suite que
dans le second cas (¢(x)~ 0) nous aurons A(X)==0.

Nous avons donc pour tout X >0 de 2(L):

AX)=0.
L'opération 4(X) est donc non négative.
Or, l'opération A(X) est additive: en effet, si
X=¢X +¢X;, (o X, X, et X, appartiennent & Q2(L)),

alors, en désignant resp. par @, (x), @5 (x) des fonctions intégrables (L)
et faisant partie de X, X;, nous aurons:

_ @ () = ¢, 9, (%) + 61 Ps ()
ol (x) appartient &4 X, ce qui donme:

AX)=(D) [(0:@) + apa(e)) do=

= ¢, (L) f ¢1() dz + ¢,(L) f P2 (z) dz = ¢, A(X,) + ¢, 4(X,):

Or Q(L) contient I'hyperfonction X, =1. Les conditions du
théoréme 16 sont donc réalisées. En vertu de ce théoréme il existe
done uwne opération additive et non négative A (X)), définie pour
toute hyperfonction X et telle que A(X)= A4(X) pour tout X
de Q(L). |

Définissons maintenant une opération G(f(x)), dont le domaine
est I'ensemble de toutes les fonctions (bornées 4 période 1) et le
contre-domaine — I'ensemble de nombres réels (> 0), comme il
suit: Si f(x) appartient & I'hyperfonction X, posons

G(f(@) = A(X).

L'opération (F est déterminée d'une fagon univoque puisque f(z)
appartient & un seul X. Elle est additive, puisque si

(@) = e.fi(z) + ¢o fo(@),
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les hyperfonctions correspondantes satisfont & la relation
X=X, + X,
ce qui donne, 4(X) étant une operation additive: -
A(X) = (:IZ(X 1) +‘c,_2f (Xy),

done .

G(f(2) = ¢, G(fi(2)) + . G(/3(®))
Or, G{f(z)) =0 pour f(z) =>0. En effet, envisageons la fonction
px)=c—+ flx), ot ¢>0:
nous aurons ¢(x) >>c¢ (pour tout z réel), donc
. ¢ () > 03
Phyperfonction correspondante @ vérifie dome linégalité & > 0,
donc A(P) =0, ce qui donne G(p(x)) =0, done
Ge+f(=)=0,

ce qui domne (G étant une opération additive):
Ff(@)) = — Gl)=—r¢,
done, ¢ étant un nombre positif quelconque:
 G(f@) >0, e. q f. d.
L'opération G vérifie aussi I'égalité
G(f(z + @) = G(/(2))

puisque nous avons f(z + @) ~ f(r) et parsuite les deux fonctions
appartiennent & la méme hyperfonction X.
Or, il est clair que

GUf@) = (D) [fa)de

lorsque f(z) est intégrable (L)
Définissons maintenant I'opération H(f(x)) en posant

H(f(x)) = 4G (/(2)) + 4G (/(—=2)).
Cette opération vérifie les conditions 1)—5) de notre théoréme.
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1) Elle est additive, puisque G I'est.
2) Pour f(2) >0 nous avons f(—x)>=0, done G(f(z)) =0,
G(f(—a) >0 et H(f()) =0

3) Pour f(x) = ¢ nous avons
H f(@)) = §6(c) + 1G(e) = G(0) =

4) Nous avons

H(f(+ 2+ ) = §G(f(+ 5 + @) + $6(/(Fo— ) =
= 16 (f(+ 2)) + $6(/(F 2)) = H(/@))

) Lorsque f(z) est intégrable (L), nous avons, d'aprés f(z)=
= f(z + 1):

H(f(e) = 46 U1@) + 46 U1-2) =46 /(o )+%G(f(1——w))—-
L)ffx)dx+vz ff(1~—wdx—(L)ff<x

Le théoréme 19 est ainsi démontré cor_nplétement.

Théoréme 20. Il existe une opération H vérifiant les conditions
1)—4) du théoréme 19 qui w'est pas identique & lintégrale de Le-
besque pour les fonctions bornées intégrables (L).

Dém. Considérons le corps 2(R) et désignons par P I'hyper-
fonction qui contient la fonction ¢(z) définie dans le théoréme 18
(qui, comme nous avons observé dans la remarque 2 au th. 18,
n’appartient & aucune hyperfonction de Q(R)).

Posons dans le corps 2(R):

©) 4(X) = [p@) d,

ol @(z). est une fonetion intégrable R, contenue dans X. Pour dé-
finir dans le corps 2, = Q(R, P) 'opération additive et non néga-
tive 4,(X), telle que A4;(X) = 4(X) dans Q(R), nous pouvons poser

m AR+ cP)=A(R) + o

(voir la dém. du th. 14), puisque, d’aprés la remarque I au théo-
réme 18 et d'aprés (e), la borne inférieure ¢ de tous les nombres
A(X) pour les hyperfonetions X de Q(R) vérifiant I'inégalité X > P
est = 1. ,
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e (n) résulte en particulier que
| A(P)=1.

~ En apphquant maintenant le théordme 16, nous concluons qu'il

existe une opération additive et mon négative A(X) définie pour

~toute hyperfonction et telle que A(X)=4,(X) pour les X de

Q, = Q(R,P), dene
@ - A(P)=1.

En définissant maintenant les opérations G (f(z)) et ensuite H(/(x))
comme plus haut, nous vérifions sans peine que H jouit des pro-

priétés 1) — 4) du théoréme 19 et que (d’aprés ({), o(x) apparte-

nant & P):

N | H(e(#) =1,
tandis que _
Ol @ fo@ ar=0

(voir la dém. du th. 18). Le théoréme 20 est ainsi établi,
Remarque I. On peut démontrer sans peine que pour les opéra-
tions H(f(x)) vérifiant les conditions 1) — 4) du théoréme 19 sub-

- giste. la formule

H(f(x)) = f /(@) da,

lorsque f (a:) est intégrable R.
- Observons & ce but d’abord que

@ H(f (@) = H(g(@), si f(z)~g()
1l suffira évidemment démontrer quon a
@ H(p(z)) =0, si ¢(@)~0

et appliquer ensuite la propriété 1) de l'opération H.
Soit done ¢@(x)~ 0. Il existe done pour tout & > 0 une suite finie
@y Byy..., @, telle qu'on a pour tout z linégalité

(iit) | B ——e<-——29(z+a.)

k=l
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Or, d’aprés les propriétés 1) et 4) de Popération H:

H [%Z(p (z + a,,)] = —711-2@(9: + a.) = H{p(z))

lI'inégalité (iii) donne donc
—eSH{p@) <<

Le nombre positif &£ étant quelconque, cela prouve la formule (ii).

La formule (i) est ainsi établie.
Or, lorsque f(x) est intégrable R, on a (th. 17):

f@) =c= f f@ds

done, d’apres la propriété 3) de l'opération H:

H(f(@) = H(c) = ¢ =f f@)dzs, e qfd

Remarque II. En posant

H(p(x)) pour b>a
ff(:z;)dx { —H(p(x)) pour b <a,

olt
| Sf(z) dans lintervalle (a, )
@=1"q -
0 pour les autres z,

et ol H est une opération satisfaisant aux conditions du théoréme 20,
nous obtenons une intégrale satisfaisant aux conditions 1°—5° de
M. Leb esgue énumérées dans I'Introduction, mais ne satisfaisant
pas & la condition 6°.

En effet, d’'aprés M. Lebesgue, les conditions 19—60 caracté-
risent son intégrale, done, l'intégrale que nous venons de définir
satisfaisant aux conditions 1°—5H° et ne coincidant pas (pour les
fonctions intégrables L) avec celle de M. Lebesgue (d'aprés (v)
et (v)), elle ne peut pas satisfaire & la condition 6°.

Or, on pourrait sans peine démontrer directement que notre
intégrale ne satisfait pas & la condition 6° pour les fonctions inté-
grables (L). En effet, la fonction ¢(z) étant nulle sauf dans un
ensemble de mesure nulle, il existe une suite infinie d’intervalles
0y, 0y, 03,... recouvrant B, dont la somme des longueurs est £<C1.
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Soit f(z) une fonction égale & 1 pour les x appartenant & un 4, et
4 O pour les autres x. Nous aurons évidemment pour tout »

e@) <<f(z) <<,

~ done
| He@) < H(f(z) <H(1)=1,
et , |
H(f(z))=1  (puisque H(e(z))=1).
Or, posons '
1 lorsque x appartient & d, + d; + ...+ d,
Sl@) = 0 pour les autres z;

noué aui‘ons
Si(=x) <fz(x) < /filr) <

et la suite f,(z) converge éwdemment (non uniformément) vers f(2).
Cependant

11m H(f (@) <<e < l _H(f(x))

Le théorémes démontrés nous permettent d’énoncer les proposi-
tmns suivantes:
Théoréme I. On peut attacher & tout ensemble E de pmnts d’une
-1
circonférence de rayon o, U" nombre H(E) satisfaisant aur condi-
tions suivantes : |

1 H (E) =
- 2) H(E,) = 1 lorsque E, dészgne Vensemble de tous les points de
la circonférence.
' 8) H(B; + E,)= H(E,) + H(E,), si EE, ""0
4) H(E) = H(E,), si B, =&,
- B) H(E) coincide avec la mesure lebesquienne de Uensemble E
lorsque E est mesurable (L).

Théoréme II. Il existe une fonction H(E) vérifiant les condi-
tions 1)—4) du théoréme I et un ensemble W de mesure lebesguienne
nulle, tels que H(W) = 1.

~ Pour démontrer ces théorémes, il suffit de poser

H(E) = H(f+a)),
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ol f5(x) désigne la fonction caractéristique de 'ensemble E (c'est-a-dire
SeHx)=1 sur E et =0 sur le complémentaire de £'). Le théoréme I
résulte alors du théoréme 19, et le théoréme II — du théoréme 20.

Remarque. Il n'y a aucune difficulté d’étendre les théorémes I
et II aux segments d’une droite (Il suffira d'observer A cet but que
la circonférence est une courbe rectifiable).

Des théorémes analogues subsistent pour le plan:

Théoréme I*. On peut attacher & toute fonction bornée f(z, y)
définie dans un domaine bornée, un mnombre réel H(f(z, y)), satis-
faisant auzx conditions suivantes :

1) Lorsque fy(x,y) et fo(w, y) sont des fonctions borndes quelcon-
ques, définies dans le méme domaine E, c, et ¢y deux mombres réels
quelconques, on a:

H(e1 /(% y) + eo/2(% ¥) = 6 H(/i(x, ) + e H(fo(x, v))-

2) On a H(f(z,y)) =0 pour f(z,5)>>0
3) Lorsque f(x,y)=c dans un carré K auz cites 1, on a
H(f(z,y)) = c.

4) Lorsque f(z,y) = g(x,y) ?), nous avons H(f(x,y))=H(g(x,y)).
5) Lorsque f(x,y) est une fonction intégrable (L), on a

(/@ y) = [ [ 7w y)dady.

Théoréme I1*. 1l existe une opération H satisfaisant auz con-
ditions 1)—4) du théoréme I* qui n'est pas identique avec lintégrale
de Lebesque pour toutes les fonction mesurables (L).

Théoréme III*. A4 tout ensemble borné E de points du plan peut
éire attaché un nombre H(E) satisfaisant auw conditions suivantes :

) H(E)>0.
H(E)=1 lorsque E est un carré de coté 1.
H(E + &,) = H(E,) + H(E,), si E\E, =0.
4) H(E,) = H(E,), si E, ~E,.
b) H(E) coincide avec la mesure lebesquienne (superficielle) de
Vensemble E, lorsque K est mesurable (L).

!) Nous appelons superposables deux fonctions f(@, y) et g(x,y), définies dans
les ensembles E et E,, lorsque B¢ E, et lorsqu'il existe une superposition de F

et E,, telle que dans les points correspondants les fonctions f et g ont des va-
Ieura 6gales
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~ Théordme IV*. Il existe une fonction H (E) satisfaisant aux

conditions 1) —4) du théoréme III* ¢t un ensemble W de mesure
lebesquienne (superficielle) nulle, tels que H(W) = 1.

Dém. Nous définirons comme il suit la fonetion H(f(z,4) du

. 1
théoreme I*. Considérons un cercle de rayon 5, &yant pour centre

Torigine des coordonnées rectangulaires. f(x, ) étant une fonction

~ donnde, bornée et définie dans l'ensemble borné E, définissons une

fonetion @(£) sur la circonférence. de notre cercle de la fagon
suivante.

Tournons les axes OX et OY d'un angle § et désignons par
2’y ' les nouvelles coordonnées, Nous aurons done les formules

T=a'cosf—y'sinf, y=a'sin £+ ¢ cosé&
Envisageons la fonetion
Ji@', y') = f(a’ cos £ — y' sin £, o' sin £ + y' cos £),

définie dans 'ensemble %, des points (2, ¥) qu'on obtient en tournant K

autour d'origine des coordonnées de langle — &,

H(¢p(y')) désignant Vopération du théoréme 19, définissons mainte-
nant la fonction g(2’) d’une variable réelle ' comme il suit.

Soit @’ un nombre réel donné. Si la droite 2'=a’ a des points
communs' avec l'ensemble Z,, posons

9(@) = H(A(@",y),
sinon, posons g(a') = 0.
- Posons maintenant

9(€) = H(g(=).

Définissons encofe‘ la fonetion t(z) pareillement comme @(£), en
remplagant seulement 'axe OX’ par OY’ et inversement (et en

conservant les directions des axes).
Nous définissons maintenant l'opération H(f(#,y)) en posant

H(f(z, 9)) = §Hp(§) + ¢ (§)]

On vérifie sans peine que lopération H ainsi définie satisfait
& toutes les conditions du théoréme I*. Quant au théoréme IIT*,
le raisonnement est analogue,

~Pour les théordmes II* et IV*, je donne ici seulement une
esquisse d'une démonstration. '
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Considérons un corps d’hyperfonctions 2(F), tel que

1) Toute hyperfonction du corps Q(R) appartient a Q(F).

2) Toute fonction y(z) qui est égale & 1 dans un ensemble de
premi¢re catégorie de' M. Baire et de mesure nulle, et qui est
nulle dans le complémentaire de cet ensemble, appartient 3 une
hyperfonction F' du corps Q(F).

8) Le corps Q(F) est le plus petit satisfaisant aux conditions
1) et 2). |

Définissons Popération 4(X) dans le corps Q(F), en posant

AX) =) [Fa@)ds

o f() est une fonction intégrable (L), contenue dans X. Or, dé-
signons par P la méme hyperfonction que dans la démonstration
du théoréme 20, posons 2, = Q(F,P) et définissons Popération
4,(X) dans £,, ensuite I'opération A4(X ) dans le corps de toutes

les hyperfonetions et enfin l'opération H(f(»)) d’une fagon analogue

comme dans la démonstration du théoréme 20.

On pourrait démontrer que toute fonction o(x) qui est =1 dans
un certain ensemble E de mesure nulle, dont le complémentaire
est de 1™ catégorie de M Baire, et qui est nulle dans le com-
plémentaire de cet ensemble, vérifie I'inégalité

H(o(2)) = 1.

Il est en effet ¢(#) — o(x) = 4 1 dans un ensemble de premidre
catégorie et de mesure nulle, et g(x) — o(2) = 0 dans le complé-
mentaire de cet ensemble, Par conséquent 'hyperfonction F contenant -
la fonetion ¢(x) — o(x) appartient & 2(F), don H{g(x) — o(z)) = 0,
ce qui donne

H(o(z)) = 1.

Ceci posé, considérons Iensemble plan W formé des segments de
longueur 1, perpendiculaires A l'axe d’abscisses dans les poiots de
ensemble % défini plus haut. En définissant I'opération H comme
dans le théoréme I¥, on arrive sans peine aux théorémes IT* et IV*,
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