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Sur les ensembles linéaires dénombrables non équi-
valents par décomposition finie.
Par
Wacltaw Sierpifiski (Warszawa).

Théoréme 1. Soit B un ensemble linduire imfini. Il emiste un
sous-ensemble infini H de B, tel que les ensembles B et H ne sont pas
équivalents par ddcomposition finde, c.-a-d. il n’existe aucun nombre
naturel m tel qu’on aib

(1) E=B+Byt...t By o6 H=H+Hy+...+Hn,

ol EpB=H,H;=0 pour 1<k<I<m, et ol I’ensemble Ej est
superposable (par translation ou rotation) avec Hy (pour k=1,2,..).
{c.-d-d. EpxH; pour k=1,2,...).

Démonstration. Distinguons deux cas.

1) L’ensemble B n’est pas horné. L’ensemble linéaire F étant
infini, il existe, pour tout » naturel, un intervalle &, de longueur d,
contenant au moins m points distinets de F. Je définirai par I'in-
duction une suite infinie pi,py,... de points de F comme il suit.
Soit p, un point quelconque de E. Soit n un nombre naturel >1,
et supposons que nous avons déjh défini les points py,pa,...Pa—i-
T’ensemble E n’étant pas borné, il existe dans F des points dont
1a distance & chacun des DOINGS Py, Pyy-..,Pn—1 SUrPasse chacun des
nombres dy,dy...,dua: 506 p, un de ces points.

Posons H={p;,ps,...}- On voit sans peine gue, si kzm>1
ot si n est un nombre naturel =k, la distance de p, & p, est > e
T en résulte tout de suite quil n’existe dans H aucun systéme de
m>1 points distincts ayant deux & deux des distances <dne (puis-
que un au moing de ces points aurait l'indice k>m).

Admettons qu'on a les formules (1), ol m est un nombre na-
turel gue nous pouvons supposer >1. Lintervalle dn,: contenant
aun moing m? points distinets de ¥, un au moins des ensembles
E,,B,,...,En contient an moins m points de dpp, soit’ By Si lon
avait HyaHy, ensemble Hy et, & plus forte raison, lensemble H
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contiendrait au moins m points distincts ayant deux des distances
<dme, ce qui est, comme nons avons démontré, impossible. Les
ensembles ¥ et HCE ne sont donc pas équivalents par décompo-
sition finie.

2) L’ensemble E est borné. L’ensemble .E étant infini (et
borné), il existe, d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass,
un point d’accumulation ¢ de B (c.-4-d. a e E’). Nous définirons
une suite infinie 9,,p,,... des points de F par Vinduction comme:
il suit. Soit p, un point quelcongque de E autre que a. Soit # un
nombre naturel >1 et supposons que nous avons déja défini les points
P1yPay - Pn—1, €6 qu'ils sont tous distincts de a. Soit &, un nombre
positif tel que 2, est plus petit gque la distance entre deux quel-
conques des points a,p;,Pg...;Pn—1. Comme aeF’, il existe un
point p, de E dont la distance o(pn,a) au point ¢ est moindre que
chacun des nombres e,e,,...,8,. Posons

H = {Ports, Parts--s Pnitiy -}

8i H contenait m >1 points distincts, deux au moins d’entre
eux, soient p,,,, et p,,,, auraient des indices >m?+1, et, vu la
dt’éfl\nltlon des points pp, on aurait g(p,}a_'_l,a,)<smz_i_1 b oDy gy @) <Epupyr
Qolt o(PyayysPpy)<26,.,,- Il Wexiste done pas dans H pour m
naturel >1, m points distincts ayant deux & deux la distance >2epmeyy.

Admettons gqu'on a les formules (1), ol m est un nombre na-
turel >1. La distance. entre deux points (distincts) de la suite
D1y Doy -ves Pz 66ANE  >265014, un au moins des ensembles By, B, ..., Bn,
soit Hy, contient au moins m points de ¥ ayant deux & deux une
distance > 2gper;. Il est donc de méme de Pensemble HyoxHj ef,
4 plus forte raison, de I'ensemble H, ce qui est, comme nous avons
démontré, impossible.

Dans les cas 1) et 2) les ensembles F et H ne sont donc pas
équivalents par décomposition finie et notre théoréme se trouve
démontré. Il peut &tre généralisé sans peine aux ensembles infinis
situés dans les espaces euclidiens & un nombre fini guelconque de
dimensions, mais pas aux espaces métrigues infinis quelconques.

Théoréme 2. E,E,,... dant une suile infinie @ ensembles
lindaires infinies tels que pour tout n naturel Pensemble Enyq est équi-
valent par décomposition finie & un sous-ensemble de¢ E,, il ewiste
un ensemble infini B tel que pour tout n naturel B est équivalent par dé-

Y

composition finie & un sous-ensemble de B, mais ne Vest pas & Bp.
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Démonstration. D’aprés Ihypothése il existe un ensemble
H,CE,, tel que B,LH, (c.-a-d. que B, est équivalent par décompo-
gition finie & H,) Pareillement, il existe un ensemble HCE,, tel
que H,-LH. Les formules E,-LH, HCH, et F,-LH, prouvent qu’il
existe un ensemble H,CH,, tel que H,LH,. Par I'induction on arrive
ainsi &4 une suite infinie d’ensembles (infinis) B, =H,DH,DH,D...
tels que E,L H, pour n=1,2,...

Nous définirons maintenant par l'induction deux suites in-
finies de points pi,Pey... 66 ¢4,4s,..., comme il suit, Soient p, et ¢,
deux points distinets de H,. Soit » un nombre naturel >1 et sup-
posons gque nous avons déjh défini tous les points p,,pay..., P
eb ¢1,qpy -y gu—1. L'ensemble H, étant infini (en tant qu’équivalent
par décomposition finie & Iensemble infini E,), il existe des points
distinets pn et g, de H,, distinets de chacun des points py, Py ..., Po-ty
Q13 zy- -y Gnt. FOSONS Ho={p;,Py,...}: V& que H;DH,D..., on aura
évidemment, pour tout n naturel:

{Dn)Prt1Pnt2,y- CHy 06 {@n, Gnt1,Qnte, ...} CHy—Hy.

D’aprés le théordme 1, il existe un sous-ensemble infini &
de H, qui n’est pas équivalent par décomposition finie & H,.

Vu les propriétés des suites pi,Pa,... €6 g1,¢s,..., 00 trouve sans
peine les décompositions en deux ensembles disjoints

Ho={ps; D3, +sPn—1}+ {PnsPnt1,---}
Tn={gn;qnt1y-- Gon—2}+ {Pn1Prt1, -}y

ot évidemment {py,Pay.-+r Pt} = {lns Ity Qon—1} (A5 B désignant
que les ensembles 4 et B sont équivalents par décomposition en &
parties). On en déduit tout de suite que lensemble H, est équivalent
par décomposition en n parties au sous-ensemble T, de H, Comme
ECH, et H,L B, on en conclut que I’ensemble E est équivalent
par décomposition finie & un sous-ensemble de B, (pour n=1,2,...).

Or, admettons que pour un nombre naturel » on a EL E,
Comme ECH, et HyL T,CH,, il existe un ensemble G tel que
EL GCT,CH, et, comme EL B, et B.L H,, cela donne, comime
on saitl) TuL H, donc, vu que H,LT, et H,LE, on trouve
H,L B, et, comme BL By, cela donne H,=L F, contrairement & la
définition de l'ensemble F.

Le théoréme 2 est ainsi démontré.

1) Voir 8. Banach et A. Tarski, Fund. Math. 6, p. 262 (Cor. 9); aussi
W. Sierpinski, Fund. Math, 33, p. 230, Lemme 1.
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11 résulte facilement des théorémes 1 et 2 par l'induction trans-
finie qu*il existe pour tout ensemble linéaire infini # une suite trans-
finie du type 2 d’ensembles E:CE (<), tels que pour &<#n<Q
Tensemble E, est équivalent par décomposition finie 4 un sous-
ensemble de F; mais qu'on a E,non LE;.

Théoréme 3. Un cnsemble borné de nombres rationmels n’est
équivalent par décomposition finie & aucune de ses parties aliquotes.

Démongtration. Soit 4 un ensemble borné de nombres
rationnels et suppesons que AéB, ot BCA et B=+=A. Il exigte done
un nombre naturel # et des décompositions en ensembles disjoints
(non vides)

A=A,+A,+...4+4, et B=B,+B,+...+ B,

ot 4,~ By pour k=1,2,...,n.

1l existe donc pour %=1,2,...,n une transformation f, de A,
en B; qui est une translation ou une rotation. On en déduit tout
de suite qu’il existe (pour £=1,2,...,n) un nombre réel @ tel que
f(w)=ax+2 ou bien f(@)=ay—x pour xed;, et, vu que les en-
sembles A4 et B sont formés de nombres rationnels, on voit que ay
est un nombre rationnel.

Posons f()=fx(x) pour xze.d,; la fonction f(u) sera ainsi
définie pour z ¢ A et, comme on voit sans peine, elle transforme
de facon biunivoque lensemble 4 en B. On constate aussi que,
pour z e A:

f@)=U(®)- 01+ 1o(®) - G- ...+ () - 0 0,

ol Uy(#),ls(x), ..., ln(z) sont des entiers dépendants de x (en effet,
pour z e Ay on a: L(w)=1 et l;(#) =0 si i==k), et le signe + dépend
de . '

LEn désignant par ) (z) la m-idéme itérée de la fonction f(z),
on en déduit tout de suite que pour e 4 on a

f('")(w)=7al(w)'al—i—kg(m)wz—l—...—i-kn(m)-a,,im,

ol kfw) (1=1,2,...,n) sont des entiers dépendants de @ (et de m)
et le signe 4 dépend de = (et de m).

Soit ¢ le dénominateur commun - des nombres rationnels
Oy gy oeny Gy On 8 done

o(x)

f(’"’(w)‘—‘Tiw pour xed,

ol () est un entier (dépendant de et de m).
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L’ensemble 4 étant borné, on en déduit aussitét gque la fone-
tion ¢(x) est également bornée, done, en tant que fonction & valeurs
entiéres, elle ne prend gu’un nombre fini de valeurs distinctes. On
en coneclut sans peine que, # étant un nombre donné de A4, la

guite infinie
' @, flz), ff(2), fff(z), ...

ne peut pas étre formée de nombres deux & deux distincts.
(Cfomme BCA et B=k4, il existe un nombre z, ¢ A—B. Il existe
donc des nombres naturels k et p, tels que

JE (@o) =fA14P (@)

et, la fonction f étant & valeurs distinctes dans 4, on en déduit tout
de suite que

@y =1 (z,),
ce qui est impossible, puisque z,mon ¢ B et fP(z) e B pour me A
et p naturel. I’hypothése que AL B implique donc une contradiction
et le théoreme 3 se trouve démontré.

Soit, pour # réel, 0Ka<1, E, l'ensemble de tous les nombres
rationnels >z et <1, et soit F la famille de tous le§ ensembles By,
ol 0<a< 1. Dapres le théordme 3 deux ensembles distinets de la
famille F sont non équivalents par décomposition finie.

Il existe donc une famille de puissance du continu d’ensembles
de nombres rationnels de lintervalle (0,1) deux & deux non equi-
valents par décomposition finie.

11 est & remarquer qu’il ewiste des emsembles linéaires bornes

denombrables équivalents par décomposition finie & une de ses parties
aliguotes. .
Tel est p. e. 'ensemble E={p;,p,,...}, o p,=ka—Eka pour
%E=0,1,2,..., et oft a est un nombre irrationnel de I'intervalle (0,1)
(0. e. w=)2—1). On a en effet, E=E—{p,}. Pour s’en convaincre,
désignons par B, lensemble de tous les nombres p,<1—a de B
et posons Hy,=FE—K,.

On vérifie facilement que
B=E,+B, EJE,=0, B—{p}=Eya)+Eya—1), Bya)-Byla—1)=0,
ce qui donne tout de suite E=E—{p,}-

Théoréme 4. Il existe une famille de puissamce du continu
@ensembles infinis de mombres noturels deuw o deuw nmon équivalents
par décomposition finie.
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Telle est la famille de tous les ensembles {Buz, B2z, B3w,...},
o @ parcourt tous les mombres réels >1 (et ol Bt désigne l'entier le
plus grand <Ci).

Démonstration. Soient 4 et B deux ensembles infinis de
nombreg naturels équivalents par décomposition finie. On a done
des décompositions en ensembles disjoints:

A=A+ A,+...+A4pn, B=B;+By+...+Bu,
ot 4;~B; pour i=1,2,...,m.

Admettons que pour ¢=1,2,...,p les ensembles 4; et B; sont
guperposables par translation, soit B;=Afa;) pour i=1,2,...,p, eb
que, pour i=p-+1,p+2,...,m, il le sont par rotation. Les nombres g,
(¢=1,2,...,p) sont évidemment des entiers, et les ensembles A4,
(i=p+1,p-+2,...,m) sont finis (deux ensembles infinis de nombres
naturels ne pouvant pas &tre superposables par rotation).

n étant un nombre naturel donué, désignons par P le nombre
de tous les nombres de I’ensemble de nombres naturels P qui sont <n.
On voit sans peine que pour tout @ entier on a [P@(a)—P®| <[a]
I en résulte tout de suite que |B®—A{|<|a;| pour i=1,2,...,p,
et on en conclut que

40— 50| < g, on gl + i+ .+l Tt Byt
est un entier indépendant de n.
Soient # et y deux nombres réels distincts >1, p.e. z<<y, et

posons
A ={Ez,B2z,B3x,...} et B={Ey,BE2y,E3y,..}.

On vérifie facilement Que
+1

B2l 1cumsns o BRI

—1<BwgE™ L
v

d’otr

A > +

o

n+1 Y—
—=—2 , Mm}AW—BW>m+U%@——z

B ——

ce qui donne

lim (A—B) =+ oo,

n=oc
contrairement & linégalité |A®@—B®|Lg trouvée plus haut dans
I’hypothése que ALB. Les ensembles A et B ne peuvent donc
&tre équivalents par décomposition finie et le théoréme 4 se trouve
démontré. ‘
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On the inducing of homomorphisms by mappings.
. By

Roman Sikorski (Warszawa).

Let X and X be two fields of subsets of sets & and Y
respectively and let f be a homomorphism (i. e. an additive and
complementative transformation) of ¥ in X. I say that the homo-
morphism f is induced by a mapping y=g¢(x) of & into Y if

*) f(¥)=¢ YY) for every Y «X3).

More generally, if T and J are two ideals of sets of the fields X
and ¥ respectively and 7 is a homomorphism of the quotient algebra
Y)J in X/I, I say that a mapping ¢ of ¥ into Y énduces the
homomorphism f if

(*¥) g 1(Y)eX and F(Y])=[p~1(X)] for every Y eX.

[Y] denotes here the element of X/ (i.e. a class of sets belong-
ing to ¥) which containg the set ¥ ¢ ¥ and [¢p—'(¥)] denotes the
element of X/I which contains the set ¢—1(¥) e X.

This paper contains several theorems?) on the induecing of
homomorphisms by mappings ).

Terminology and notation. A mapping f of a ‘Boplean algebra 4
in a Boolean algebra B is called a homomorphism, if :

Fdy+ A =F(A)+1(4y) and  f(Ay)=(f(40)"

for every A,,A,e A. The symbols ,,+* and ,’“ denote here the Boolean oper-
ations of addition and complementation which correspond to the operations
of addition and complementation of sets in the general theory of sets.

1) Hence ¢~1(¥)e X for any Ye ¥. Conversely, if ¢~ (¥)e X for every
Y e ¥, then the formula (*) defines a homomorphism f of ¥ in X.

2) An application of one of these theorems (th. 3.1) to the theory of the
integral ig given in my paper [1].

3) This paper was presented by me at a session of the Warsaw Section of
the Polish Mathematical Society on December 12, 1947.

A similar problem on the inducing of isomorphisms between fields of
sets has been considered by E. Marczewski in paper [2].
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