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tence d’un engemble @ et de deux suites transfinies du type @
d’ensembles de nombres naturels, {E:}ice et {Hi}sco telles que

B <Ey<Q<H;<H. pour
eb que, pour tout X vérifiant la eondition B, <X < H, pour au<
' = = , =
on a @—X <y et X—@<xg. Cela résout (& P’aide de I’hypothése

du contir 11) le pl()bleme III de M. Lusin pose (¢ 8 @ citée
.8 | 2 § sé dan, 84 Noy
’) 4 ) te citée,

a< f< 0,
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Sur Péquivalence des ensembles par décomposition
en deux parties.:

Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

A et B étant deux ensembles situés dans un espace euclidien
(ou, plus généralement, dans un espace métrique) nous écrirons

A=2B

et- nous dirons que les ensembles 4 et B sont équivalents par dé-
composition en n parties, $il existe des ensembles Ay, A,y dn
et By, B,,..., B, tels que

10 A=A+ Ay+ ...+ Ay, B=By+ Byt ...t Bu,

20 A,4,=BB;==0 pour 1<k<<l<n,

30 A,~ B, pour k=1,2,...,7
(P=>Q signifie que les ensembles P et Q sont congruents, c.-a-d.
superposables par translation ou rotation). )

il existe, pour deux ensembles 4 et B, un nombre naturel »n
tel que 4 == B, nous dirons que les ensembles A et B sont équiva-
lents par décomposition finie.

Nous nous occuperons ici de 'équivalence des ensembles par
décomposition en dewx parties, qui présente une généralisation
immédiate de la congruence des ensembles mais qui en différe aussi
sensiblement.

P. e. si E est un ensemble (non vide) situé dans P’espace eu-
clidien & n dimensions, R, il existe évidemment dans R, au plus 2%
ensembles distinets congruents & F. Or, comme on voit sans peine,
il existe 22% ensembles linéaires distinets H tels que H=—1I,0ul
désigne D'intervalle (0,1).

Théoréme 1. La droite est équivalente par décomposition en
deww parties & Pensemble quwon obtient en enlevant de la droite un
ensemble borné quelconque.
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Démonstration. Soit P l'ensemble de tous les points de la
droite, B —un sous-ensemble de P borné quelconque. I’ensemble B
est donc contenu dans un segment fini de longueur I. X étant wn
ensemble linéaive quelconque, désignons par X(I) la tranglation
de X le long de la droite (en direction positive) de longueur I. Posong

Py=B+4 B(l)-+ B(2l)+ B(31) -+ ...
Les termes de cette somme sont dvidemment des ensembles
deux & deux disjoints et congruents et nous aurons
1) : Pi(ly~P,.
Or, posons P,=P—P,. 1l vient

P=P+ P, PPy=0, P—B=P()+P, P(l)-Py=0,
donc, d'apres (1) P==P—B, c.q. t d

" . . -

Thé?wme 2. La droite est équivalente par décomposition en
deuz partz'es @ Vensemble quion obtient en enlevamt de la droite un
ensemble fini ou dénombrable quelcongue.

Démonstration. Soit P Lensemble de tous leg points de la

droite, D—un sous-ensemble donné de P, au plug dénombrable.
Lensemble de tous =

les nombres 7 ¥ , ol

xel, yeD et

§=i1,i‘-’,~--, est, comme on sait, au plus dénombrable; ’ensemble
e tous les nombres positifs étant indénombrable, il existe done

un nombre positif a tel que a=f=m —l: ¥

pour zeD, yeD, k=-41,42,...

tSoien.t » et_ g deux entiers distincts. En supposant que D(pa) - D(ga)==0.
il existerait des éléments « et y de D tels que g++pa=y-+ qa ‘et
o 7

en posant k=g—p+0, on aurait g¢="_—

2 e e k
définition du mombre «. On a ainsi

Y :
, contrairement i la

D(pa)-D{gay=0 si p et ¢ sont deux entiers distincts. Pogons
P, =D+ D(a)+ D(2a)+ ... V

- Lesditgrr_nes de cette somme sont done deg ensembles deux
1enx ‘S]()l]l'bs et congruents. Le reste de 1a démonstration est
analogue & celle du théoréme 1. On trouve aingi P P—D,c.g.f. d
5 , e qg.td
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Remargue. On pourrait remplacer dans le théoréme 2 les
mots fini ou dénombrable” par ,de puissance inférieure & celle
du continu”, mais la démonstration exigerait alors, dans le cas
général, I'application de l'axiome du choix pour déduire de m <2%
que Ko< 2%

Corollaire, L'ensemble de tous les nombres réels est équivalent
par décomposition en deux parties & Vensemble de tous les nombres
irrationnels el aussi & Uensemble de tous les nombres transcendants.

La démonstration de notre corollaire résulte tout de suite du
fait que Iensemble de tous les nombres rationnels, ainsi que celui
de tous les nmombres algébriques, sont dénombrables. Or, on a ce

Théoréme 8. Lensemble de tous les nombres irrationnels est
équivalent par décomposition en deux parties & Uensemble de tous
les mombres transcendants.

Démonstration. Le th. 3 ne se laisse pas déduire immédia-
tement de notre corollaire, la relation =- n'étant pas transitive?).
Or, soit P lensemble de tous les mombres réels, R —Tensemble
de tous les nombres rationnels, 4 — ensemble de tous les nombres
algéhriques. Soit « un nombre transcendant et posons A,=4—R,

Py =4, +4{0) +4:(2a)+ ...

On voit sans peine que les termes de la somme P; sont des
ensembles deux 4 deux superposables et disjoints (puisque 1’égalité
r+ka=y+lo, ot 2 € Ay, y € 4; et'oh k et I sont des ‘entiers distincts,

. r—3 . . . .
donnerait a=l—-;*‘]:{, ce qui est impossible, ¢ étant un nombre

transcendant). Posons encore P,=(P—R)—F;. Il vient

P—R=P,+ P, PP,=0, P—Ad=(P—4d;,)+Ps,
(Pr—A4,)Py=0, Pr—d;>Py,

et on en conclut sans peine que P—R== P—4, ¢ ¢ L. d.

Théoréme 4. L'ensemble R de tous les mombres rationnels et
Tensemble A de tous les nombres algébriques ne sont pas équiralents
par décomposition finie.

1) En effet, en posant 4={1.2 3,4}, B={L2,56}, C={15613),
onadsBetB 50, mais on n’a pas A=C, ni méme 4 zC. Or, on démontre
facilement que si X, T, Z sont des ensembles tels que X5 1 et I5Z, ona X5Z.
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Démonstration. Admettons qu’il existe un nombre naturel 5
tel que A=R. Vu que R~R()2), on a done aussi A= R()Z). On g
évidemment 4DA—RIR()Z), ce qui donne A= A—FR (puisque
les formules 4DBDC et A=( entrainent 4,5 0)%. L'ensemble
linéaire 4 serait donc somme de deux ensembles disjonits, R et
A—R, dont chacun est équivalent 3 A4 par décomposition finie,
ce qui est impossible, d’aprés un théoréme de A. Tarski 3).
Les ensembles 4 et B ne sont donc pas équivalents par décompo-
sition finie, c. g. f. d.

Le théoréme { peut étve aussi démontré directement d’une
fagon tout 4 fait élémentaire conformément i une idée de M. S. Ma-
zur comme il suit.

Soit A=A+ 4,+...+-4, une décomposition finie de l’en-
semble A. Un terme au moins de cette somme, soit A4,, contient
une infinité de nombres de la forme kI/E, ol ¥=1,2,... La différence
de deux nombres distincts de cette forme étant toujours irration-
nelle, 4, ne peut tre congruent avec aucune partie de ’ensemble R.
La relation A=R est donec en défaut.

Théoréme 5. L'ensemble R de tous les nombres rationnels et
Uensemble D de toutes les fractions décimales finies ne sont pas équiva-
lents par décomposition finie.

Démonstration. On a évidemment R—DDD(}). Le reste
de la démonstration est tout & fait analogue & celle du théoréme 4.

Une démonstration . dlémentaire et directe du théoréme 5
a été donnée par M. S. Mazur. Soit R=R,+ R,+ ...+ R, une dé-
composition finie de ’ensemble R. Un au moins de termes de cette
décomposition, soit E,; contient une infinité de nombres de la
forme 1/p, o p est un nombre premier. Il existe done deux nombres
Premiers p >3 et g>p tels que les nombres 1/p et 1/¢q appartiennent

N . 1 1 .,
a R,. La différence ——E n’étant pas une fraction déeimale finie,

Tensemble R, n'est congruent i aucun sous-ensemble de D. ILa
relation R=D est donc en défaut.

?) W. Sierpifiski, Fund. Math. 33, p. 230, lemme 1; ef. 8. Banach et
A. Tarski, Fund. Math. 6, p. 252, Corollaire 9..

*) Voir A. Tarski, Fund. Math. 30, p. 22, Cor. 1, 17 et Fund. Math. 3t,
p- .63, Cor. 3.14. Pour une démonstration directe et élémentaire de ce théoréme,
yoir W. Sierpiniski, Actas Acad. Se. Lima, vol. XT (1946), p.113.

icm

Equivalence des ensembles 155

Théoréme 6. L'ensemble D de toutes les fractions décimales
finies et Vensemble E de toutes les fractions dyadiques finies ne sont
pas équivalents par décomposition finde.

Démonstration. Soit D=D,+D,+...+.D,; un au moins
de termes de cette décomposition, soit D,, contient une infinité de
nombres de la forme 1/3% on k=1,2,... (puisque tous ces nombres
appartiennent évidemment & lensemble D). Il existe done deux

1 1
nombres naturels k¥ et I >k tels que T D, et 5 e D,. Or, comme

on voit sans peine, é}——;—;};nou el et il en résulte que Dy ne
peut pas étre congruent i une partie de E. La relation D=E est
done en défaut.

On peut démontrer que foul ensemble infini situé dans un
espace euclidien contient un sous-ensemble infini auquel il n'est pas
équivalent ‘par décomposition finie. Cela n’est pas en g:énf'eral vrai
pour les espaces infinis métriques: p.e. un espace metrlq‘ue‘ dé-
nombrable dans lequel la distance entre deux points distinets
queleonques est égale & 1 est congruent (isométrique) avec chacun
de ses sous-ensembles infinis. : .

Théoréme 7. a et b élant deur nombres )'e'gls quelconques,
A —Densemble de tous les nombres rationwels <a et B—Densemble
de tous les mombres rationnels <b, on a A5B.

Démonstration. On peut évidemment supposer que a==b,
D. e. a<b. Soit m un nombre naturel tel que m>b—a. Désignons
par @ DPengemble de tous les nombres rationnels x tels que a<<a<<b
¢t posons B, =Q4Q(—m)+Q(—2m)+ Q(—3m) + ...

Les termes de cette somme sont évidemment des ensembles
deux & deux disjoints et superposables. Posons B, =B—B,. 1l vient

B=B;+B,, B.B,=0, 4 =B-—(=(B,—@)+ By,
(B;—Q)By =10, By;—Q=DB(—m)=B,

On en déduit tout de suite que 4%B, c g.f. d.

On voit facilement que 'on a d=B seulement dans le cas out
b—a est un nombre rationnel. Pour a=V§ et b =|/§, les ensembles A
et B ne sont pas congruents. De méme pour a,=—»V§ et b———l@. L'en-
semble de tous les nombres rationnels < J2 et I’ensemble de tous
les nombres rationnels >V§ (qui est superposable par rotation autour
du point 0 avec Pensemble de tous les nombres rationnels <—}2)
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ne sont donc pas congruents, mais il sont équivalents par décompo-
sition en deux parties.
On voit sans peine qu’on peut remplacer dans le théoréme 7
les mots rationnels par algébriques ou wrrationnels, ou transcendants.
Il est encore & remarquer qu’il résulte tout de suite d’un
théoréme de Banach?) que si I'on a pour deux ensembles X et I~
les formules X=¥,CY et Y~ X, CX, on a X7,

Théoréme 8. Si S désigne la surface @une sphére (dans
Pespace & 3 dimensions), D — un sous-cnsemble fini o denombrable
de 8, on o S—D=5. '

Démonstration. Nous pouvong évidemment supposer que §
est 1a sphére a2+ y24-2* =1. L'ensemble D étant fini, ou dénombrable,
il existe des droites passant par le centre de notre sphére et ne con-
tenant aucun point de S. Il est légitime d’admettre que l'axe 0Z
est une droite de ce genre. p étant un point de D, soit o(p)
Tangle >0 et <2z formé par le plan passant par p et ’axe 0Z avec
le plan X0Z. g étant un angle donné, désignons par D(B) ensemble
en lequel D est transformé par la rotation de la sphére § de angle g
autour de Uaxe 0Z. Je dis que I'angle § peut étre choisi de sorte
que les ensembles
(2) D, D), DEp), D),
solent deux 4 deux disjoints.

En effet, si, pour k et T entiers >0, o k<1, on a g e D(kB)D(p),
il existe évidemment des points p, et p, de D tels que

alq) =alp)+Ep—2ha et alg) =alp.)+1p—21=,
oi ky et Iy sont des entiers, ce qui donne

3 - a(py)—alps)+ 2(L,—k) =
L’ensemble de tous les nombres
o) a(py) —a(ps) 4 2sa
n ’

0t preD, pyeD, et ol s est un entier et # un nombre naturel, (,tdnt
dénombrable, il existe évidemment un nombre p (o 0<ﬁ<
distinet de tousles nombres (4). Ce nombre g ne vérifie pas l'égalité '3)
et les ensembles (2) sont deux d denx disjoints, c. q. f. d.

%) Fund. Math. B, p. 239, Théordme 2. *
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Posons
T=D+D(/3’)—§—D(2P’)+D(3p’)+.“ et R=8—T.
On a T(p)=T—D, donc T—D=~T, et, comme

S=T-+R, TR=0, S—D=(T--D)+R, (I—D)R=0,

on en conclut que S—D=S et le théoréme 3 se trouve démontré.
Voici maintenant une application du théoréme 8.
F. Hausdorff a démontré en 1914 (en utilisant l'axiome
du choix) qu’il existe une décomposition de la surface 8 d'une sphére
en 4 ensembles disjoints

S=A-+B+C+D,
ot P est un ensemble dénombrable et ol
A~BaC~B+ (.

11 exwte done des décompositions 4 =4dA,+4, B=B;1 By,
=0+ 5, ol les ensembles d,, 4, By, By, (4, (5, sont deux & deux

I

disjoints et congruents & P’ensemble 4. On a done
§=4,+As+B+ Byt 1+ (24 D,

oit les ensembles & droite sont deux a deux disjoints.
Posons
S; =4+ B+ O+ D, Sy=4,+ By (.

On voit facilement que Sy 8 et S5 S—D. Or, d’apres le
théoreme 8, S—D= 8 et on demontre sans peine que les formules
XY et Y5 Z donnent X==Z. On a done 8;=8.

11 est ainsi démontré que

s=8 et Szl

(5) S‘—:Sl-}- SZ) o SISZZU, Sl

Autrement dit: la surface 8 d’une sphére peut Elre décomposée
en 10 paities disjointes dont 4 et 6 donnent respectivement aprés des
rotations et translations convenables deuw surfaces de sphére de méme
raYon.

I est & remarquer gue récemment M. R. Robinson a dé-
montré par une voie différente que S=1,-+ Ty, ol T,T,=0, Ty=S
et Ty=AS%).

5) Fund. Math. 34 (1847), p. 254.
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En prenant, au leu des points de la surface de la sphere, leg
rayons correspondants, le centre de la sphére exclu, et vu que la
sphére solide dépourvue d'un de ses points est équivalente par dé-
composition en deux parties avec la sphére solide tout entitre (ce
gqu’on déduit sans peine du théoréme 8, en placant dans la sphére
solide Ia surface d’une sphere plus petite (contenue dans elle) passant
par le point gu’'on veut enlever, on conclut sans peine de (5) qu’une
sphére solide est équivalente par décomposition finie & deux sphéres
disjointes de méme rayon. Cette derniére proposition a été déduite
du théoréme de Hausdorff sur une voie beaucoup plus compli-
quée par S. Banach et A. Tarski en 1924 6).

Le passage du paradoxe de Hausdorff au paradoxe de Ba-
nach et Tarski (c.-a-d. la suppression du .défaut de beauté” du
théoréme de Hausdorff) pent done étre obtenue par une simple
application du théoréme 8, dont la démonstration est tout i fait
élémentaire 7).

6) Flmd. Math. 6, p. 62 (Lemme 22).
i 7) Cf. ma note parne dans les Rendiconti Acead. Lincei Ser. VII, vol,
IV, (1948) pp. 270—272.
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Sur les translations des ensembles linéaires?).
Par '
Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

Je m’occuperai ici du probléme suivant:

E étant un ensemble lindaire non vide, combien peul-il erister
densembles lindaires distincts, superposables avec E par translation
(le Tong de la droite)?

Désignons par E(a) la translation de Pensemble linéaire F
le long de la droite de longueur ¢ (ol @ est un nombre réel donné).
F(a) est done ensemble de tous les nombres réels de la forme +a,
ol ¢ E. Soit P(E) la famille de tous les ensembles E(a) pour &
Téels. Notre probléme peut é&tre énoncé ainsi:

Quels sont les mombres ecardinavr 17(—_1;) pour les ensembles
linéaires E?

Lorsque F est la droite toute entiére, la famille F'(F) est formée
d’un seul ensemble, E, et on voit sans peine que ¢est le seul cas
ot on a (pour les ensembles linéaires non vides) #(£)=1. Or je
démontrerai ce

Théoréme 1. Si B est un ensemble lindaire (non vide) ne com=
prenant pas tous les nombres véels, la famille de tous les ensembles
linéaires distincts, superposables avec E par translation, est infinie
(c. & d. F(E) ne peut étre jamais un nombre naturel >1).

Je démontrerai d’abord ce

Lemme. Soit n un nombre natwrel >1. S'il existe un nombre
réel o tel que les ensembles
1) E(ka),
sont tous distincts, il ewiste un nombre réel b tel que les ensembles
2) E(kb), ok k=0,1,2,.,n,

sont tous distincts.
1y Conférence tenue & I'Université de Prague le 13 Avril 1948.

ot £=0,1,2,..,n—1,
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