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La fonetion f établit ainsi une correspondance biunivoque
entre P et Q. Or, comme (p,f(p)) S pour p €S, vu la définition
de Densemble S, on a f(p) e K(p) pour p e P. La fonction f ne fait
done correspondre & un élément de P un élément de @ que si cet
&lément Tui correspond par la correspondance bi-2-voque donnée,

Nous avons ainsi démontré le théoréme de M. D. Konig
pour »=2, en admettant 'axiome du choix seulement pour les
familles @ensembles disjoints formés de deux éléments. ‘

La question se pose si l’on peut nommer une correspondance
bi-2-voque entre deux ensembles de nombres réels effectivement
détinis M et N, telle qu'on ne saurait nommer aucune COXLespon-
dance biunivoque entre M et N. Or, il est & remarquer (ue sans
utiliser Paxiome du choix nous ne savons pas démontrer la propo-
sition gue voiei:

8i F est un ensemble de points dans le plan tel que chaque
droite paralléle & 1'un des deux axes des coordonnées a avec E pré-
cisément deux points communs, il existe un sous-ensemble F, de B
tel que chacune de ces droites a avec F; un et un seul point commun 5.

5) ¢f. D. Konig, L c., p. 133,

Sur les fonctions continues non dérivables.
Par
Wiladystaw Orlicz (Poznaf).

1. Dans la littérature mathématique, méme an cours des der-
nidres années, il ne manque pas de travaux concernant les fonetions
contintes non dérivables. On y trouve des exemples des fonctions,
définies & laide des considérations géométriques ou analytiques,
qui sont @épourvues de dérivée soit dans un intervalle, soit dans un
engemble particulier de points; on trouve aussi des théorémes d'exi-
stence de telles fonetions. En particulier on peut envisager plusieurs
exemples des fonctions continues mon dérivables répreséntées par
les séries infinies de fonctions périodiques comme des exemples
de 1a méthode constructive, Lorsqu'il wagit des théorémes d’existence
des fonctions assujeties & certaines singularités, on emploie dans
les derniéres années de plus en plus la notion de catégorie de Baire.
On démontre p. ex. que dans un espace métrique complet, conve-
nablement choisi, composé de fonctions continues, toutes les fonctions, .
exception faite d’un ensemble de T eatégorie de Baire, sont dépourvues
de dérivée partout?). Cette méthode a quelque avantage vis a vis
de la méthode constructive: elle s’appuie sur une idée générale,
qu'on peut employer aussi avee succés dans plusieurs problémes
analogues, elle montre aussi que pour les fonections continues, I'in-
dérivabilité est un phénoméne, pour aingi dire, habituel. Cette mé-
thode exige moins de caleuls, mais d’autre part, ne conduit gu’'indi-
rectement aux exemples effectifs des fonctions ayant les singu-

1) Voir: 8. Mazurkiewiez, Sur les fonctions non dérivables, Studia Math. 3
(1931), p. 92-94; 8. Banach, Uber die Bairesche Kategorie gewisser Funktionen-
mengen, ibidem, . 174-179. CE. aussi p, ex. H. Auerbach et 8. Banach, Uber
die Holdersche Bedingung, ibidem, p. 180-184, olt la notion de catégorie de Baire
est utilisée pour les. buts analogues.
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larités désirées. On peut considérer cette eirconstance, du moing
an point de vue de I’Analyse clagsique, comme un défaut de ces
méthodes.

Nous suivrons dans ecette Note une voie, en quelque sens inter-
médiaire. Comme point de départ, nous sert une suite fa(x), n=1,2,...
des fonctions données qui doivent étre assujeties, suivant le cas,
A certaines conditions (nous tenons & souligner la généralité de ces
conditions); puis nous multiplions ces fonctions par des nombres
qui sont définis d’une fagon non effective (par exemple, & Daide
de la notion de catégorie) et, en effectuant la sommation, nous
obtenons des séries qui replé‘sentent des fonctions continues sans
dérivée.

Désignons par fa(¢) les fonctions continues dans un inter-
valle fermé <a,b)> et telles que la série

o

n=1
est uniformément convergente dans <e,b>. Alors, les fonctions
représentées par les séries

W Fel@) = X eaf ()

n=1

et

() 1) =

S o)

sont continues pour toute suite z={e,} ol £,=+1 et pour toute
suite 7={y,} ol 7, =0,1 respectivement.

Nous démontrons dans la suite que, dans certaines conditions
supplémentaires, chacune des fonctions f.(x) ou f,(z), & un ensemble
de I catégorvie prés (dans Pespace des suites numériques ¢ ou g), n's
de dérivée soit dans un ensemble dénombrable (théoréme 2), soit
partout (théoréme 7, 8). Dans les autres hypotheéses sur f.(a), les
fonctions f.(x) ou fy(x) sont dépourvues de derivée presque partout
(théoréme 5) pour presque toute suite ¢ ou 5 (le sens de cette expres-
‘sion étant & préciser plus loin).

Nous désignons par ¢(x) une fonetion continue de période
‘l=b—a et par’ {a,} et {B.} deux suites de nombres positifs tels

o0
< i ,
que nél an<+oo et fi< fol. e fnyurny -t 00 respectivement.

Fonctions continues non dérivables 47

Une fonction @.(x) ou @,(x) sera dite fonction de Weierstrass
de premiére ouw de seconde espéce respectivement (ou, plus court,
fonction (Wi ou (Wn)) suivant quelle est de la forme

(3) Do) = \ Enanﬁr(ﬁn’)y
ou de la forme -
4) @y (@)= Ny,0,0(8,7).

n=1

11 sera demontré dans certaines hypothéses sur g¢(r), o, et fn
que, pour toute suite ¢ ou 7, sauf pour un ensemble de I catégorie
de Baire de ces suites, les fonctions (W) et (W) sont dépourvues
de dérivées dans une ensemble dense (théoréme 3); en outre, pour
presque toute suite & ou 7, ces fonctions sont dépourvues de dé-
rivée presque partout (théortme 6). Enfin, nous donnons de simples
conditions suffisantes pour que la dérivée des fonctions (Wn) soib
en défaut dans l'intervalle <a,b> tout entier (théoréme 9).

2, Désignons par (1) et par (p) respectivement I'espace composé
de toutes les suites e={e,} ol &,=-+1 et celui composé de toutes
les suites 1/__{)/ 4 oou g, =0,1, la distance entre deux ¢léments
e'={e}, ¢ ={e} et entre deux éléments  n = {yny, 7= {4}
y étant définie respectivement par les formmles:

L=~] o0
o 1 ” " NI
d(e', ¢ ):2 _"]en —&nls d{y',n ):2 2———"[77,,~—1/u[.

n=1 n=1

Les espaces (n) et (p) sout métriques et complets; la relation
A(er, e —0 ol er=={er} et 0={)} équivaut a limep= ¢l pour

n=1,2,... et la remarque ana alogue est vraie pour I'espace (p).

Théoréme 1. Admetions que les dérivées & droite fH{(x) existent
pour n=1,2,... au point x=_E de Uintervalle a<{x<<b. Alors chacune
des conditions:

(5.) la derivée & droite {H(E) existe pour touie suite e=={e,}
d'un ensemble de 11 catégorie dans Uespace (n),

(2, ) la derwce f’*(f) existe pou: 1‘01;&‘ smte 9;:1)7”, d'un ensemble

of,‘ £y — PRE
(5) lim 3| flEE = h]z [al%) —f,,ﬂ:)l =0.
. 1;—)4.0”__.1 |
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Peczpmquemmt o relation (B) entraime Vemistence auw point
x=¢ de la dérivée & droile de toutes les fonctions fd(x) et folw) pour
toutes les suites & de (m) et n de (p)—e. dd. plus que (Be) et (5y).

Démonstration. Soit k; ot i=1,2,... une suite de nombres

positifs, convergente vers 0.
Posons
Y fn(é -+ hi) '_fn(é&)
(6) Ti(ﬁ):_z A

"
n=1

L'hy pothese (3.) entraine la convergence de la Suite T'(e) pour
tout e appartenant b un ensemble de TT catégorie dans Pespace (n).
Pour tout 630, il existe alors un indice N= =N(6) tel que

N fll(§+h ) fn
2 e S <4
n=N-+1

pour i=1,2,...,2). On en tire sans difficulté

lim N' fn(s'l"h]il)—fn( ) +(§) [ =0
o0 — ‘i ‘

¢. & d. la relation (5).
Admettons maintenant la relation (5). On a alors Y |f+(&)|< oo
n=1

et ’inégalité suivante a lieu pour tout &< (n):

<s+h) . o
PR S o)< 3

n=1 n=1

fal 5’{'[1 —7a(§) —1*H&;

il en résulte que fH(&)= 3 & f+(), ¢ q. f. d.
n=1

La démonstration pour l'espace (p) est tout & fait analogue.

2) 11 suffit d’employer la généralisation suivante d’'un théordme connu

Q& - el
de M. J. Schur: si ain—>an pour a=1,2,... et la suile anam ou bien lo suile
oo n=1
3 4nain converge pour tout & ou n d’un ensemble de II catégoriec dans (n) ou (p)
=1

respeclivement, alors elle converge uniformément dans (n) ou (p) respectivement.
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Comme conséquence immédiate du théoréme 1, nous obtenons le

Théoréme 2. Admettons que les dérivées & droite fiH(x) existent
pour n=1,2,... dans une suite de points x==£n (m=1,2,...) de U'in-
tervalle a<<e<<b. Alors Uinégalite

) Tim 211;]‘n(§m+h)“fn<5m)_f;f(gm) -0

s h
n=1

implique gue, pour un ensemble résiduel 3) des suites e={en} et n={z,}
(dans les espaces (n) et (p) respectivement ), les fonctions fo(x) et f.(x)
plont pas de dévivée & droite aux poinls x==E£, (m=1,2,...).

Remarques. 1. Remplacons la condition (7) par

ép I_+OO

il Ms

£l

olt p=1,2,...; on a alors pour tout e de (n), sauf pour un ensemble
de I catégorie dans cet espace:

T [felEnt ) —fel&) |

B>+0 h

Pour la démonstration, il suffit de remarquer que si
o
S H(€)|=+oo, la suite (6), est non bornée pour tout e (n), sauf
un ensemble de I catégorie des .

Le théoréme analogue est vrai pour espace (p).

20, On obtient des théorémes tout i fait analogues en remplacant
dans les théorémes 1 et 2 1a dérivée & droite par la dérivée & gauche.

Théoréme 3. Admettons que ¢(2) o presque pariout la déri-

4 co
ade & droite telle que 0< / l¢" ) jda<< +oo. Nait Y anﬂn=—oo Dans
0 l

ces hypothéses, on p(‘ut choisir un ensemble £ qui cst pariout de puis-
sance du continu et tel que pour tout € € (n) et 9 € (p) appartenant a4 un
ensemble résiduel dans Pespace (n) et (p) respectivement, la fonction (W)
et (Wy) correspondante n’admet de dérivée & droite pour aucun eZ.

3) Un ensemble est dit résiduel (dans un espace métrique) si son eomplé-

ment est de I catégorie de Baire.
Fundaments Matheraticae. T. XXXIV. +
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jomme pour un

Démonstration. Posons fa(@)=ap(frk).
ensemble E de mesure positive,

lim

1 : B 4
lim .[1¢'+(ﬁ,,x)[<?x:[E[T/ " () el %)y
E 0

la série §a,. ﬁ,,]qo'+(ﬁ,,a:)[:§if’,ﬁ'(m’)l est presque partout divergente °).
n=1 n=1

On peut donc choisir un ensemble denge &,&,... tel que
§1 [fiF(&,)|=+co pour p=1,2,... Il résulte de la remarque 1° gque
Pl

la. fonction fo() admet la dérivée supérieure i droite infinie aux
points &= &;,E,... pour tout ¢ d’un ensemble résiduel dans (n). Mais
il est bien connu que Pensemble ou cette dérivée est infinie est un Gs.
Comme dense dans <a,b), cet ensemble y est donc partout de puis-
sance du continu, c. q.f. d.

Le cas de lespace (p) est analogue.

3. Soit e,(t) =sign (sin 2"at) olt sign =1 pour ¢ >0, sign ¢ =-—1
pour << 0 et sign 0 =0. Le systéme composé de fonctions &(t),es(t),..
est orthonormal dans <0,1> et s’appelle le systéme de Rademacher ©).
En négligeant un ensemble dénombrable de nombres dans <{0,1>
¢t un ensemble dénombrable de suites ¢ dans (n), on peut établir
comme il suit une correspondance biunivoque entre les nombres

icm

de lintervalle <0,1> et les suites ee(n): s0it O,7,(¢),7ma(3) ... le dé-

véloppement dyadique de #; soit ea(f)=1—29,(t) pour tout ¢ qui
n’est pas dyadiquement fini. Cette formule établit la correspondance
en question. D’une facon analogue, la formule 7, (8)=+—}ealt)
met toutes les suites de (p) (un ensemble dénombrable exclu) en
correspondance biunivoque avec les nombres de Uintervalle <0,1>
(ceux -dyadiquement finis étant exclus).

Plusieurs auteurs ont étudié des proprietés concernant presque
tous les ,changements de signe” e={s,} et presque toutes les

2 (est une conséguence du théordme bien connu dii en principe & M. Fejér;
voir p. ex. 8. Mazur et W. Orliez, Sur quelques propriétés de fonctions périodiques
et presque périodiques, Studia Math. 8 (1940), p. 1-16, en particulier lemme 1,

5) (Yest une conséquence du théordme bien connu de Egoroff.

8) Voir 8. Kaczmarzet H.Steinhaus, Le sysidme orthogonal de M. Rade-
macher, Studia Math. 2 (1930}, p. 231-247; 8. Kaczmarz et H. Steinhaus
Theorie der Orthogonalreihen, Warszawa 1935; on. trouve dans ce livre des appli-
cations de ce systdme A la théorie des probabilités.

Fonctions continues non dérivables 51
suites %=1{7,}; & savoir, on dit qu'une propriété se présente. pour
presque toute suite & (pour presque toute suite n), si Pensemble des
nombres ¢ pour lesquels la suite {e,(f)} (la suite {7 (1)}) n’a pas
cette propriété est de mesure 0 7).

Nous allons examiner le cas ol les fonetions f.(x) et f,(f) sont
presque partout dépourvues de dérivée pour presque toute suite ¢
et # respectivement.

Lemme 1. Soit Eib?,,<+oo pour i=1,2,.. e limby=>0,
. . n:. m
pour n=1,2,... Si la suile

Ean(t)bin

n=1

converge asymptotiguement dans wun ensemble ECL0,1> de mesure
positive, on a

{8)

lim Y {(bu—bn=0.
i»oo n=l1

Reéciproquement, Végalité (8) ctant remplie, la swite Ty(t), Ts(t), ..
converge asymplotiquement dans {0,1> vers Y en(1)b,.
: n=1
Démonstration. Remarquons d’abord que d’aprés un théo-

réme  bien connu de Kolmogoroff$) la relation 2 bi<-co

n=1
entraine la convergence presque partout de la série Ti(f) =§‘ 2n(t) Din
n=1

ol 1==1,2,... Supposons que la relation (8) ne soit pas remplie. 1
exigterait alors un g, >0 et deux suites d’indices {p(i)} et {g(4)}
telles que p{i)>g(i) et que

o0
El (Dpton—bgn)* =20
=

7) H. Steinhaus, Les probabilités dénombrables et leur rapport & la théorie
de la mesure, Fund. Math. 4 (1923), p. 286-310; A. Khintchine et A, Kolmo-
gorotf, Uber Konvergenz von Reihen, deren Glieder durclh den Zufall bestimmt
werden, Ree. Math. Moscou 32 (1925), p. 668-677; R. E. A, C. Paley et A, Zy-
gmund, On some properties of functions (1), Proe. Cambridge Pl. Soc. 26 (1930),
D. 337-357 et (2), ibidem p. 458-474; H. Steinhaus, Uber die Wahrscheinlichleit
dafiir, dass der Honvergenzhkreis einer Potenzreihe ihre natiirliche Grenze ist, Math,
Zeitsehr, 21, (1929), p. 408-416; W, Orlicz, Beilrige zur Theorie der Orthogonal-
entwicklungen (V), Studia Math. 6 (1936), p. 20-28; voir aussi le livre précité
de MM. Kaczmarz et Steinhaus. »

8) Voir le travail précité de Khintchine et Kolmogoroff.

4%
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Posons’
2‘1311 bp(l')n"‘ bq(i)")
n=

Draprés les hypothéses du lemme, il existe une guite partielle
T; (t) convergente vers 0 pour presque tout f e E, donc convergente
uniformément vers 0 dans un ensemble GCE de mesure positive.
On a alors pour N suffisamment grand ?)

o

i R G 2
E (bp(i)n“"b o) <O . / ( _2 en(t) (bp(i)n’—bq(i)n)) di
n=N @ n=N

avec une constante positive 0. En choisissant: R suffisamment grand,
on aurait done

2 en()(Bpign—byn) <(Of&})h pour 7 >R et te @,
=N

d’olr il résulte que

* %(bp(fr)n_bq(i,)n)z< gy

ce qui est impossible.
Pour démontrer la partie réciproque du théoréme, remarquons
oo
que les relations (8) et Z b +oo entrainent Z bi< too. Les
©o o0
séries V’ls,,(t)bm et " s,.(t)b,l convergent alors presque partout.
1

11 en résulte en Lnson de 1’égalité

} oo S o
[ (Zenlt) b)) @t = 3 (bin—bs)
0 n=1 n=1

que la suite 7T';(f) converge vers V’e,,(t)b,,, non seulement asympto-
=1
tiguement, mais aussi dans l‘espace (L.

f=e)
Lemme 1', Si I_l)m b,,,:b,, et les séries Z, b, et Db convergent
>0 n==1

. et la suste

T?(t) : anz(t)bm
n=1

n=1

pour 1=1,2,..

converge asympiotiquement dams un ensemble EC{0,1)> de mesure
positive, on o la relation (8).

%) Voir W. Orlicz loe. eit., p. 31.
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E m—“'n/_, gn(t)bm, dou il

n=x1
s'ensuit. comme dans la démonstration du lemme 1, que les expres-
sions 7F(f) ont un sens pour presque tout {. Supposons la relation (8)
non remplie. I1 existe alors:deus suites croissantes d’indices {p (i)}
et {g(i)} ol p(i)<<g(f) et une suite croissante {4} tendant vers +oco
telles que:

Démonstration. On a T¥(#)=1%

(i) il existe la limite (finie ou infinie) lim 2; Y (b,,(,),,»b,,mn)
i»co0 n=1

(ii) il existe la limite lim A,H (Upyn—Dbgpn)? = o003
i->o0

(iii) la smte

2T -;2 7,(

o
TIZ pldn—— bq(i)n

converge vers 0 pour presque tout i e E.
Un raisonnement analogue & celui appliqué. antérieurement
montre que (ii) entraine la relation

bp(ﬂnAb (z')n) -

"iz‘an(’) (bpan—Dbg(m)

n=1

lnn 7[T t)]—hm \an V(0 pon—bgipn) |=+o0

n=1
pour presque tout i.

Désignons par 4, et 4, les ensembles des ¢ pour lesquels on
a respectivement

Tim ‘— LT(1) -

PRGN

—CC.

= +00, hm T()
o ©

On a |4,4-4,|=1; par conséquent, Pun des ensembles T4,
et BA, est de mesure positive. Soit p. ex. (B4, |>0; il existe donc
P pt

un intervalle 6 = (W, 59

) dans lequel 1a mesure de 'ensemble EA,,

surpasse 1|8]. Désignons par F I'ensemble 6-E4,, par F* ensemble
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symétrique i F par rapport au centre de Pintervalle 6. On a | EF*| >

et, en chaque point ie¢FF*, on a simultanément Tfﬁi' Ti(t) =-+o0
i-yoo &

et lim éiiTi(t):——oo, les fonctions e,(f) étant impaires par rapport
oo <

au centre de I'intervalle § pour #>¢+1. On obtient ainsi une con-

tradiction avec (i) et (iii)1°).

Théoréme £. Admetions que les dérivées & droile f+(x) caistent
pour n=1,2,... au point x=E¢ de Vinlervalle a<a<<b. Alors chacune
des conditions:

la fonction *

92) 1lty) = Slenlifala)

posséde au point «=¢ la dérivée & drotte pour un ensemble des 1 e <0,1>
de mesure positive,
il en est de méme de la fonction
(92)
entraine Uégalite:

£>+0
=1

Filta) = Sn,01, (@),

f;;(f))gn-o.

Démonstration. Soit

T:(t) ’128,,:(‘&) w’ TH(t) 32"“(” ]ill(é*_t“h;ll)jn(f)
=1 ' i

n=1

ol k>0 et hy—0. D’aprés les lemmes 1 et 1’, on a

Tl h)—Ta(8) :

1 e ) = Tal) 4 -

333,%( ;. f,,+(§)> =0,
d’ot la thése du théoréme.

1) Voir le livre précité de MM, Kaczmarz et Steinhaus, p. 258-259.
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Théoréme 5. Si les dérivies & drojte [H(z) ol m=1,2,..
existent pour presque tout & e {a,b> et quon a indgalilé

J— 2
(Z‘y!i’?.i Z%, fnl@) _ j:j—(os)) >0

oo
T

T >

Bo+0
n=1

(10)

pour presque tout x e<a,b, les fonctions fe(t,@) et fo(t,2) définies
respectivement par les formules (9.) et (9,) n'ont pas de deérivée
& droite presque partout pour presque fout t.

Démonstration. II est évident que, dans un ensemble E de
mesure b—a, il existe simultanément les dérivées 7.+ (x) et que P’iné-
galité (10) y est remplie en méme temps. D’aprés le théoréme 4 les
dérivées [7+(t,x) et fF(¢,4) n’existent pour « e E pour presque aucun t.
11 suffit maintenant d’appliquer le théoréme bien connu de Fubini
pour obtenir la thése du théoréme.

Lemme 2. Si les fonctions fa(x) soni absolument coniinues

et qu'on @
) b

13 (w)dz<< o0,

W

n

n

la fonction f.(t,z) définie par la formule (9:) est deérivable presque
partout pour presque tout t.

Démonstration. On a:

e ) q

[ (2 atiofe= 3 1),

0 m=ptt n=p+1
i & 4 b 1 4 ; \ ) ,
fdt/ (.2 En(t)f;t({(:))Z(l;T: /(lm/ (2' Sn(t)]‘,j(m)) e _/f,f(a:)dm,
0 a n==p+1 a [ n=p-+1 w2

Choisissons une suite croissante d'indices {p;} telle que

©o b
O s 1
>, '/f,,'(m)dm<§’
n:pi—{—l @

et désignons par 4; P’ensemble des ¢ pour lesquels on a

b Pt

[ (3 et a2

a n=p+1
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On voit que |44< et lhm A/|=|4]|=0. Ona pour ? e <a,bd>—

oo b i1 . - .
t2(/ (X (t) ful)) ) < +-o0.

i= a n=py+1

On en conclut que
lim Zs,, ) falw) — 2, s,,(i fu(m))de=0 pour presque tout ¢
Lipoo ;1/(" 1 n=1 )

11 en résulte Pexistence pour presque tout ¢ d’une fonction

g(t,x) e (L?) telle que
b
lim / S‘a,, () ful)—g(t,x ]d.r<
0 4 =t
b P
R 2, iR
<lim [(b—a ﬂ/ ( g‘ ealt)fa(@)—g(t,0) |l | "= 0.
Par conséquent
P;
fe(t,) —hm Y’z—,,(t Falu) —/Jt w)dx+-c.
20 =y

Théoréme 6, Adwmettons que la fonction g(z) est absolument

continue €t que (J</<p’° (x)dr<<+oo. Ni V.a 2t =+ co, la fomtum (Wn
n=1

) = 3 (1) a,9(8,2),
et la fonction (Wy)
D y(t,x) = Z W,,(t)“nqﬂ(ﬂ,,m)

n=i
sont de’powmws presque partout de dérivée pour presque tout t.

) .\:1 2B2< oo, la fonction ®.(t,x) a presque partout la

n=

au contraire
deérivée pour presque tout 1, et le méme est vrai pour lo fonetion ©,(t,x)
00
ns Ui Y i Ty o
dans Vhypothése supplémentaire, que la sérié N anp(fnx) est presque
n=:l

partout derivable.

St,

icm

Fonctions continues non deérivables 57

Démonstration. Posons [u(®) = ang(fax) et

i .
quon a lim / qa'z(p’,,m)d.r:]E}% / ¢Xxydr >0 dans un ensemblé
R0 o

remarquons

quelconque E de mesure positive. Il en résulte que la série
\1

S 120 = Sazpi 6,0

n=1 n=1

diverge presque partout, pourvu que

Eaiﬁi:—}—oou). En vertu du théoréme 5 on en tire la premiére

©ope=l

partie du théoréme 6.

< +co. La série

)
nt'n

Admettons maintenant que ,\“' af?

‘5-4 8

/ r) de —Zan n_/(/ Xp ) di

I}

n=

est convergente, car
I 1
ey g 17 .,
/ @' Brx) du -3 / @' (x) de.
i "
La deuxtéme partie du théoréme 6 résulte alors du lemme 2.

4. Théoréme 7. Admetions que les fonctions fu(x) jouissent

des propriétés suivanies:
cxigtent pour tout x e <{a,b)

(a) les dérivées f+(x) ot n=1,2,...

et somt continues, erception faite dun nombre fini des valeurs
51,52;---,51-,:
(b) 41 existe une constante 7.>0 et une suite 6, de numbres po-

sitifs tendant vers 0, telle que Dinégalité
fn ’7’2‘]1 fn

i pour tout xea’,b>Cla,b)

(12) Af:j‘(.z‘) >
est vérifiée par un It (dépendant de x ¢t n ) tel que O<h<? b €& h<b—u.

Dans ces hypothéses la fonciion f,(x) est dans La',b"> deépourvue
de deérivée & droite pour tout y appartenant & un efns(mble résiduel

dans Uespace (p).

Uy ¢, les renvois 1) et 5).
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Démonstration. Soit {G,} une suite d’ensembles ouverts
dans Tintervalle ouvert (a,b) qui recouvrent l’ensemble

1)

de facon que Gy-Gy-Gy..=E&. Désignons par H] ou i,r=1,2,..
Pensemble des suites 7 e (p) satisfaisant & la condition suivante:
11 existe un x, (dépendant de la suite ) appartenant

B = (1, Egyen-

=
[=8

A (a’,b’—%)—G, et tel que la fonction f,(z), correspondante & 7,

satisfait & Pinégalité
"Bzy‘}‘h —Jyly 7 \’17;;-*—]1/')— ,,(x, A
13) hlect D=le) _fueotk)=hiwn) | 2,

ot 0< hgi—f et 0< h'g%. On voit que les ensembles H? sont fermés;

nous allons montrer ¢w’ils sont non denses dans (p).
Supposons, en effet, qu'il n'en soit pas ainsi pour un Hj'.
Comie fermé, cet ensemble contiendrait done mne sphére Noit

son rayon et 7°={»?} son centre. Choisissons un N tel que 2 27 025

n=N

alors toute suite

7= (10105 o1 9% 0, 05000,0,7,,0,0,...), o1 97, =1 pour un m>N,

apparment A cette sphére. A la suite #* corresponde la fonction

f’i" (@) = Z:g“f (2)+7,,(x) satisfaisant d"1p1es (13) & Dinégalité.

=1

Fie(@oe +R)—F o (@)
(14) lI—T._i__

, A
f+(1"1, )| < X5
. -
RTINS 1
pour un ela’,b —a>—G,u ot O<h<;i~. Il résulte de I'hypo-
0

these (a) que les dérivées de fonctions f,(z) existent et sont con-

tinues dans tout z e {a,b)—7Z; il ’ensuit que, pour h suffisamment
petit, on a

fn(m_'_h)—fn(
h

—fi#)<?

N
2

n=1

(15)

icm
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. o 1 ..
uniformément dans {a’, b'_i—>_G"" Choisissons un m naturel tel
0

que 5,,,< et que I’mégahte (15) soit satisfaite pour O<h<(dn
umfonnement dans <a',b’ ~———> Gr,. Appliquons maintenant (12)
avee m=mn et (1d);ilen 1ésulte quel’on a pour un & <a’, b’—-——> —Gy,

et un <, positif
fﬂ“(w“'!‘h)_ju“(‘

Y ;
]L j ( ) > v
contrairement a (14).
o
Nous avons ainsi démontré que Pensemble > Hf estde I caté-
I,r=1

co

gorie; pour tout ne p)— Z H; la fonction f,(z) est dépourvue de

dérivée & droite pour ehaque zela’,b’)—G;- G, ... et T'admet done
au plus dans Pensemble fini con.sm‘rue de =<a’,b’> et b'. Mais
il est bien évident, d’aprés I’hypothése (b), que l’on a (7) pour
tout &,e¢Z et pour le point b’. En appliquant maintenant le théo-
réme 3 et en négligeant un ensemble de I catégorie contenu dans

(p)— 3 H,, toutes les fonctions f.(x) appartenant & un ensemble

réSIduel sont dépourvues de dérivée a droite dans Pintervalle fermé
{a',b"> tout entier.

On obtient un théoréme plus aisé & démonfrer en remplagant
I'hypothése (a) par Vexistence des dérivées fn(x) continues dans
{a,b).

Nous laissons au lecteur la démonstration (plus facile encore)
du théoréme suivant:

Théoréme 8. Admettons que les fonctions fn(x)
proprielés swivantes:

() fulw) satisfont & une condition de Lipschitz dans <{a,b>;

(b) 4l existe une suite k,—--co telle que linégalité
fn($+71])len(ﬁi >kn
est satisfaile par un b (dépendant de x) tel que 0<h<b—a.

Dans ces hypothéses, on a pour chaque n d'un ensemble résiduel
dans (p) la relation

jouissent des:

T fole+h)—f (@)
farann h

=-to00
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Théoréme 9. Admeitons que la fonction g(x) n'est pas constante
et posséde partout la derivée continue. Nott anfy>c¢>0 pour m=1,2,...
Dans ces hypothéses, la fonction @y(x) définie par la formaule (4) est
partout dépourvue de dérivée & dmm pour chagque 7 dun ensemble
résiduel dans (p).

Démonstration. Soit max lp(@)—@)|=k>0. Soit &e(0,1)
0
une valeur de  telle que |¢(£) q(l )|=k. Désignons par ¥ Pensemble
, k
des i e 0,1y tels que |¢'(2)|< 934—; .

Posons:
l—ax si xeB et |ple)—od) [>k 12,
E—x si wekE, () —o(l)|<k "’ et 0<a<é,
E—a+l si wel, lp(2)—a(l)|<<k " ot <ol
l siae0,ly—E.

On constate facilement que, pour « e F, on a

a4 —o(x ' /{;
(ﬂij_'}ijq("r)_q} (ﬂ%}li
et ailleurs
: el + h) —@(x , L
|"~———~(LT1,2 o) o )}~w =g

11 est ainsi démontré que, pour tout « e 0,1, il existe un hy
tel que
ple+h)—gle) ]\’_
- Ty ¢ (f)l Za-
Soit: fa(r) =aug(fur), a=0, b=2l, a' =0, b'=1, A=ck/4l,
On=1/Pn et h‘:hy/ﬁ,, ott y:Zf},,:; ——l[ﬁ,ﬁ; . On a pour x <0,

|Fuleth) —fal2) \ Lo (g -+ hy Y —q(y)
T et T

)]z
Sk

olt O<Zh={d,. Il suffit maintenant d’appliquer le théoréme 7

icm

'On Hausdorff classes
By

Andrzej Alexiewicz (Poznaf).

This paper deals with following problem: let {f,(x)} be @ con-
vergent sequence of functions of a certain class K which are necessary
and sufficient conditions that the limit function should also belong
io K?

The answer depends of the choice of the clasy K. If K is the
clags of continuous functions it is the context of the well known
theorem of Arzéla, if K iy the family of functions of the class «
of Baire, the answer was given by Gagaeffl). We give a generali-
zation of his result for a more general class of funetions.

1. Let X be an arbitrary set, H a family of subsets of .Y sa-
tisfying the following conditions:

(1.1) The empty set belongs to H;

(1.2) The common part of two sets (H)?) is a set (H);

(1.3) The sum of a sequence of sets (H) is a set (H).

Let Y be a separable metric space with the distance (yy,¥,).
The family H* of all funetions f(x) from X to ¥ satisfying the con-
dition: :

(L.4) For every open set GCY the set [ {fx) e G} belongs to H;

3
will be called Hausdorff class?).

Theorem 1. The necessary and sufficient condition that f(x
should belong to o Hausdorff class H* is that, 1’01 every &0 ﬂwm

should exist a sequence {X,} of sets (H ) sueh that X' == E_ Xy off, Xa)<e ).

1y B, Gragaeft, Sur les suites convergentes des fonctions mesurables B, Fund.
Math. 18 (1932), p. 182-188.

2) We call shortly sets (or functions) belonging to a class H sels (or
functions) (H).

3) These classes were introduced by ¥. Haus: lorff: Mengenlehre, Leipzig
1927, p. 232-270,

1) w(f,E) denotes oscillation of | on E.
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