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four determined by the fixed points of the two original rotations ¢
and v can indeed be perfectly distributed among the sets 4, B, (.

Note that these four classes are distinct. For example, if vp=o,
then all transforms of » can be written uniquely in the form op,
where § does not start with ¢. Ifvf were fixed for vy, then vy when
simplified would give & new representation for the point v8. Thus
1o transform of a fixed point for ¢ is fixed for y. In a similar way,
we see that the two fixed points for ¢ or for y are not transforms
of each other.

" TFor these four classes we proceed as follows. If v ig ome of
the two fixed points for g, write all points of the class in the form vf,
where f is simplified and does not begin with p. We then distribute
the points ©8 as follows: )

Put v and vap in A4, vey in B, vep~ in C.

This is a perfect distribution, except that the point v isin 4,
and its transform by ¢ is also in 4. If v is one of the two fixed points
for p, write all points of the class in the form vf, where f is simpli-
fied and does not begin with p*i. We then distribute the Doints of
as follows: ’

Put vap in 4, vay in B, veyt in 0, v in D.

This is a perfect distribution, except that the point vy isin 4
and its transtorm by ¢ is in D. The set D consists of the two fixed
points of 3. :

If we denote by F the set consisting of the two fixed points
of ¢, then we see that we have a decomposition of § into four dis-
joint sets, ’

S=A+B+C+D,
such that

(A—E)p=B+C+D, (B+0+Dyp=A—E, Ep=E,
Ap=B, By=0, Oy==4, Dy==D.

Thus we have divided § into three congruent parts, with only
two points left over, in such a way that oune piece 4, omitting two
points, is congruent to the complement of A. In a similar way,
each of the sets B and C, with a pair of points omitted, is congruent
to its complementary set, the rotations involved being y'gp
and ppyp—.

University of California and Princeton University.

Sur l'application de la notion d’homotopie au probléme
du nombre algébrique des points invariants?).

Par

Casimir Kuratowski (Warszawa).

1. Soit B un ensemble fermé et borné situé sur le plan eucli-
dien &2, Soit f une transformation continue de E en un sous-en-
semble f(B)CE. Désignons par F et I la frontiere et I'intérieur de E:

© P—E-&—F et I=E—&—F.

Nous supposons dans tout ce qui va suivre que la fonction f
wadmet aucun point snvariant sur la frontitre F de E, c. 4 d. que

{1) f(z)==2 quel que soit « eF;

ou encore: en désignant par Z l'ensemble des points invariants
de la fonection f, on a ZCI.

Dans le cas ott la fonetion 7 est holomorphe & I'intérienr I de B
et ol peZ, c.ad. ol p est un zéro de la fonction

2) (@) =f(z)—,

il est naturel de nommer ordre du point invariant p 1'ordre du point p
considéré comme zéro de la fonction f*. )

Cette notion se préte 2 une extension au cas ot f est continue
(holomorphe on non) et ot p est un point invariant isolé (apparte-
nant & I)?). On se serb & ce but de 1a notion d’indice, gui est défini
commie suit 3). .

1) Présenté & la Soc. Polon. de Math., Section de Wroctaw, le 7. VI. 1946.

2) Voir Alexandroff-Hopf, Topologie I, Berlin, Springer 1935, Chap. X1V,
§2, ot le cas plus général de Pespace 6" & m dimensions est considéré.

3) Voir, par exemple, mon ouvrage Théorémes sur Uhomotopie des fonctions
conitinues de variable complexe et leurs rapporis & la Théorie des fonctions analy-
tiques, Fund. Math. 33 (1945), p: 320 et 351.
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D’aprés un théoréme bien connu, si le continu € situé sur le
plan admet une représentation paramétrique continue z= g(h),
ol 0<{t<1, et si le point p est situé en dehors de C, il existe une
fonetion continue u(f) & valeurs complexes telle que

glty—p =0,

En supposant que ¢(0)==g(1), on a donc u(l)—u(0)=2kni,
L’entier &, qui est indépendant de la fagon dont on a choisi la
fonetion u, est nommé Pindice du point p relatif aun ,,parcours” ¢ du
continu C; en symboles

k=ind, p.

Dans la suite nous allons nous borner au cas ol C est une
courbe simple termée et ou pour chaque couple t==¢" autre que 0,1
on a g(t)==¢(t'). Nous allons distinguer, comme d’habitude, les par-
cours pesitifs et négatifs.

Dans le cas de fonetion holomorphe la notion d’indice est
étroitement lide & celle de I’ordre d'un zéro de cette fonction: p étant
un zéro de la fonction A holomerphe (et non identiquement égale
4 0), on entoure ce point d’'un cercle I suffisamment petit pour

ne contenir aucun autre zéro de la fonction h; en conférant i la’
circonférence € de ce cercle un parcours positif, le point p est —
comme oun prouve?*) —un zéro d’ordre indn 0 de la fonction &

(o hg désigne la fonetion superposée A[g(t)]).

Il est donc naturel de nommer— dans le cas envisagé (ou f

est une fonction continue arbitraire) — ordre du point invariant p
Tindice indp, 0, ot ¢ est un parcours positif du contour € d'm
cercle (ouvert) D assujetti aux conditions suivantes: p ¢ D, DCI
et p=DZ. Comme on prouve, cet indice ne dépend pas du choix
du cercle D et de la fonction g¢.

Admettons que tous les points invariants appartiennent & I
et soient isolés. L’ensemble Z est done fini: Z= (py,py,...,p,). Four
calculer le nombre algébrique des points invariants, nombre que
nous désignons 7, on procéde comme gwt. On entoure chague p,
d'un -cercle Dy de facon que

(3) D,CI et Dy Dp=0 pour k=%,

on confére au contour Cp de Dy un parcours positif g, et on pose
(4) : v,::ind,*gi 0 B +1'nd]=ugn 0.

%) Cf. ibid. p. 349, th. 2 et p. 355 (1) (ainsi que p. 343 (3)).
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Envisageons & présent le cas particulier ol T'ensemble £ est
un continu élémentaire, c. & d. un continu tel que

(8) B=Ry—(R,~+...+Rn),

ot Ry,...;Rm sont des disques (végions bornées ayant uue courbe
simple fermée pour frontiére) satisfaisant aux conditions:

(6) R,CR, et B;-Ey=0 pour 0<<j<<j’.

Tn conférant un parcours positif ke & la frontitre K, de R,
ot un parcours négatif %y 4 la frontitre K; de E; (7 >0), on appelle
caractéristique de Kronecker de la fonetion f* (relativement au con-
tinu E) la somme

(7) - carg f* =indpnay 0+ ... +indpa, 0.

D’aprés un théoréme général 8), si une fonction & valeur..% (‘iom-
plexes définie sur F ne s’annule en aucun point, sa camctémst_lqug
s'annule. De 13 nous déduirons que si la fonetion continie T satisfait
& la condition (1) et si Vensemble Z des poinis invariants est fini, on «

(8) vp==cars J*.
En effet, Dy,..,D. ayant le méme sens que dans (3), la
fonction f n’admet aucun point invariant sur le continu élémentaire H

défini par Dégalité H =E—(Dy+...+Dn), ¢. 2 d. que la fo,nction
#*(¢)=f(x)—2 ne 'annule en aucun point de H. Par conséquent

(9} cary f*=0.

Or, on a par définition de caractéristique (rappelons que les
PATCOULS @yy... J, SOBD poritifs)

carg f* =indps, 04 ...+ indyen, 0— (indpsg 04 ...-k-Indpeg, 0).

La formule () en résulte en vertu de (4), (7) et (9).

La formule (8) a été établie, bien entendu, dans Vhypothése
que 'ensemble Z est fini. Sans cefte hypothése, le terme ,nombre
algébrique des points inv ariants” n’est pas détini. Or, n?us admettons
Iégalité (8) comme définetion du ecoefficient »; (que I'ensemble des
points invariants soit fini ou infini).

s5) Cf. ibid. p. 358 et Alexandroff-Hopf, op. cit. pp. 467 et 470.
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D'une facon plus générale encore, le coefficient v se laisse
détinir dans le cas ot F est un sous-ensemble fermé et borné arhi-
traire du plan. On pose alors

{10) = ugf*s

le coefiicient g f*, nommé mulliplicité de Vensemble I par rapport
& la fonction f*, étant défini comme suib 8.

Daprés un théoréme général ), on peut faire correspondre
& la fonetion f* deux fonctions: une fonction rationnelle #(xz) et
une fonction continue u(w) assujetties & la condition

(11) FHz) =6 -1 (i) pour i eF.

Le coefficient uf* est égal par définition au nonibre algébrique
des zéros et péles de la fonction r situés dans I (e. & d. au nombre
des zéros et poles, chacun compté avec sa multiplicité). Ce nombre
est, comme on prouve ?), indépendant du choix des fonctions »
et u satistaisant & (11).

Dans le cas particulier ot E est un continu élémentaire, cette
Jdéfinition est d’accord avec la précédente. On démontre en effet
que dang ce cas: pu,f*=car;f; de sorte que Iégalité (10) équivaut
& (8). .
D’autre part, si on ne fait aucune restriction sur E, mais
T’on demande que I'ensemble Z soit fini, u,f* coineide avee le nombre
algébrique des points invariants donné par la formule (4).

En résumé: le coefficient vy, qui présente ume exiension de la
notion du nombre algebrique des points invariants de la transforma-
tion f de B en {(E)CE, est défini par la formule (10) pour chague
fonction continue assujettie & la condition (1).

6) Thid. p. 341, IX.

7) Voir ibid. p. 332, théoréme 4. D’aprés ce théordme: tant donné sur
le plan enclidien (augmenté du point & I'infini) un ensemble fermé arbitraire F,
on a une relation de la forme (11), quells que soit la fonction continue f*, & va-
leurs complexes =0 et définie sur F.

8) Thid. p. 333, th. 5. Il est & remarquer que la multiplicité d'un pole est
négative par définition.

La définition précitée du coefficient p,f* est valable en admettant d'une
fagon générale que F et f* satisfont aux conditions formulées dans le renvol pré-
cédent et que I est un encemble (onvert) arbitraive formé par la réunion d'un
nombre fini ou dénombrable de composantes du complémentaire de F.

Points invariants 265H

Remarque. Dans le cas ot B est un polytope, la fonction f
peut &tre approchée par une suite uniformément convergente de
fonctions f, telles que f.(E)CE et gue Iensemble Z, de points in-
variants de 1a fonetion f, est fini ). Ce fait permet de réduire 1'étude
du coefticient »» an cas de fonction i nombre fini de points inva-
riants. O o en effet le théoréme suivant (valable pour tout ensemble B
fermé et borné):

La fonction f élant supposée limite d'une suite umiformement
convergente de fonctions f, telles que fo(B)CE, on @ wy=1limw; .
n=oc
Autrement dit: on a =1 pour n suffisamment grand.
Posons, en effet, 15(«) =f.(#)—z. Done |fi{ax)—f*(x)] =|fala)—f(@)].
La suite f¥ est done uniformément convergente vers 7. Cela
implique 1°) gue u,f*==lim uff, d’ov la conclusion demandée,

{selon (1)).

2. F étant un polyédre, le nombre # peut étre calenlé en con-
sidérant la trace fe l’autohomomorphie du premier groupe de Betti
induite ‘par la fonction 7). Nous allons établir dans cette note
un théoréme analogue ot le groupe B(H), déduit de la notion d’ho-
motopie, reraplace le groupe de Betti hagé sur la notion d’homo-
logie. Ce théoréme sera applicable aux continus qui sont des ré-
tractes absolus de voisinage. La méthode de sa démonstration ne
va pas utiliser les notions d’hiomologie; elle se rattache directement
3 eelle de mon mémoire cité de Fund. Math. 33. .

Rappelons d’abord la définition du groupe B(E).

Lo famille PF de toutes les fonetions continues définies sur B
et dont les valeurs appastiennent 2 ’ensemble P=:1e plan & privé
du point 0, peut étre congue comrue un gioupe abelien en conve-
nant gue L'égalité gy=g,g, veut dire que I'on a gy(z)=0,(2)-6:(®)
pour chaque zeB. La tamille I'(E) de toutes les tonctions-éléments
de PF qui admettent une branche continue univoque du logarithme
(c. & 4. fonctions de la torme (@) ==¢2® oll u(z) est une fonction

) Voir Alexandroff-Hopf, op. cit. p. 542, th. IT.
10) Voir mon ouvrage cité, p. 342, th. 6.
1) Cf. Alexandrotf-Hop#f, op. cit., chap. X1V, § 3. Voir aussi S. Lef-

schetz, Trans. Amer. Math. Soe. 28 (1926), p. 1.
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continue) est évidemment un sous-groupe du groupe PE. Par défi-
nition, B(E) est le groupe-facteur PEIT(E) *2).

 Toute transformation continue f de E en un sous-ensemble f(E)
de F détermine une autohomomorphie du groupe PE ainsi que
du groupe B(E). A saveir, & I'élément ¢ de PF vient correspondre
la fonction superposée gf, qui est également un élément du groupe £,
A Vélément X de B(E) qui contient g vient correspondre I'élé-
ment F(X) de B(E) qui contient gf.

Admettons & présent que l'ensemble E décompose le plan
en un nombre fini m-+1 de composantes. So0it py,...,p,, 10 systéme
de points extraits de différentes composantes bornées de &—F
(m>=0). D’aprés un théoréme généralls), chague fonetion ge PE
se laisse représenter sous la forme

(12) glw) = e*W(w— p, Vit (B—p,,)tm

ol Ty, km sont des entiers (déterminés d'une facon univogue)
et u(z) est une fonction continue.

Par suite: Hy,...,Hn désignant les éléments du groupe B(E)
qui contiennent respectivement les translations &—py,...,@—pm, le
groupe B(E) est isomorphe au groupe G™ des points entiers de I'espace
cartésien & (avec I'addition comme l'opération du groupe) et les
éléments Hy,...,Hn en constituent les générateurs. Plus précisément,
Pisomorphie entre le groupe B(E) et G s'obtient en faisant cor-
respondre & ¢ le systéme de coetficients (ky,...,kwm) donné par la
formule (12). .

En écrivant g~hmod I'(E), ou— tout eourt — g~h, pour
exprimer que la fonetion g:h appartient & I(E) (e.dd. qu’elle est
de la forme ¢4®), la formule (12) s’énonce d'une fagon plus bréve:

(13) g(@) ~ (@-—p ... (B—p,, Vim.

I’bypothese faite au début que f(#) e B pour chaque @, implique
que la fonction f(m)——pj ne s’annule pas. On a done pour chague jsin
(14) f@)—p; ~ (@—p) ... (w—p, im pour zek.

12) Pour la définition de ce groupe et son rapport au premier groupe de
Betti, ci. 8. Eilenberg, Transformations continues en circonférence et la topologie
du plam, Fond. Math. 26 (1936), p. 89, N. Bruschlinsky, Stetige Abbildungen
und Bettische Gruppen der Dimensionszahlen 1 wnd 8, Math. Ann. 109 (1934),
Ppp. 525-537, ainsi que mon ouvrage cité, p. 317.

%) Voir mon ouvrage cité, p. 332, th. 4.
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En tenant eompfe du fait, que la condition g~h implique
gi~hf et que la coundition g,~g,-g, entraine g,f~g¢,f-g,f, la fone-
tion F fait correspondre & 1'élément X e B(F) qui contient g 1'é1é-
ment F(X) e B(E) qui contient gf, est une homomorphie.

Envisageons les éléments F(H,),...,F(Hn) du groupe B(E).
Ils contiennent done respectivement les fonetions:

f(m)"’“pﬂ ---77(97)"‘17,,1-

La trace de I'autohomomorphie F est dome, par détinition de
trace ¥) et selon (14):

(15) op=y+ err t e,

Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant:
Théoréme. Le sous-continu B de &2 dlant supposé un reétracte
absolu de voisinage et la fonction continue f qui transforme E en un-
sous-ensemble f(E) de E cdtant assujettie & la condition (1), le nombre
algébrique vy des points invarianis de cette fonction satisfait & la for-
male
(16) yp==1—0715).

En d’autres termes (cf. (10)):
(17) wfr=1—0o.

3. Avant de passer & la démonstration du théoréme, rappe-
lons %) que g, et 4, étant deux éléments de I’espace fonctionnel Px
(ot X est un espace arbitraire), la relation g,~g, éauivaut & 1’homo-

4) Voir p.ex. Alexandroff-Hopi, op. cit. p. 568. Etant donnds: un
groupe G isomorphe au groupe G™ (des points entiers de Pespace cartésien &™),
une base ai,...,an de ce groupe et une homomorphies f-du groupe G en un sous-
groupe, on nomme irace de cette homomorphie le nombre

Fig+ oot Fomm  OR j(aj)=af,m_...a-,§im, pour j=1,...,m.

1) (f, 8. Lefschetz, Topology, New York 1930, p. 358.

Un espace ¥ est dit un réiracte absolu de woisinage, si quel que soit I’espace
(métrique séparable) X, chaque fonction continue f définie sur un sous-ensemble
fermé F de X et telle que f(F)C¥ admet une extension continue g sur un entou-
rage @ de F et telle que g(G)C Y. Cette notion est due a M. Borsuk; voir Ueber
eine Klasse lokal zuoammenhingenden Riumen. Fund. Math. 18 (1932), p.222.

18) Voir mon ouvrage cité, p. 327, th. 2. Sous une forme légérement diffé-
rente, ce théoréme important a ébé formulé pour la premiére fois par. M. Eilen-
berg dans sa note précitée, p. 68, th. 1.
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topie des fonctions g, et g, (dans Tespace &%), ¢. & d. & Vexistence
d’une fonection continue h(z,t), ob xeX et 0<CI<1, satisfaisant
aux conditions suivantes:

{18) A{z,0)=gq(z), h(z,1) = gy(@) et h(w?)==0 pour chaque z et f,

Temme. Donnons-nous, sur le plan &2 une courbe simple fer-
mén C et une transformation continue f de € en f(C)CE? sams point
dnvariant. Soient D la région bornde délerminde dans le plan par ¢
e p um point de D. On a les dens implications swivantes:

10 ¢ {(C)CD, on a f(@)—a~D—;
20 i D-f(0)=0, on a f(a)—zx~f(®)—D.

Fnvisageons d’abord le cas particulier oiv D désigne le cercle
ouvert D, de centre p=0 et de rayon 1.
Dans le cas 1° posons Bz ty=t-f(o)—z. I vient

h(2,0) = et h(z,1) =f(&)—z.

De plus h(z,t)3=0. Car en supposant le contraire, on aurait
1-fle)=x, d’ont t-|f(x)]=|el=1 et comme par bypothése |f(x)|<I,
il vient t=1, c. &4 d. h(x,1)=0. Mais on aurait alors f(z)—a=0,
contrairement & I’hypotheése.

11 est done établi que f(») —a~-—wm.

Dans le cas 2° posons h(z,t)=f(z)—iz. Il vient

h(x,0)=1f(x) et R(z,1)=f(x)—2.

De plus h(z,i)=:0. Car on aurait autrement f(z)=1tx, d’ou
{f(z)| =t|z|=1 et comme |f(z)|>1, il vient i=1. Mais alors f(e)}==g,
contrairement & I'hypothése.

Le lemme se trouve ainsi établi pour D=D, et p=0. Pour
déduire le lemme dans le cas général, on transforme le plan par
une homéomorphie g telle que

g&)=6,  gDy)=D et g0)=p.
On constate d'une facon analogue que les fonctions
h(z,t) =gty [f#)B—a et )=1(x)—gltg~(@)]

fournisgsent les homotopies demandées.

icm
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4. Démonstration du théoréme. Envisageons d’abord le

cas ol B est un continu élémentaire. E et F' étant supposés assujettis

aux conditions (5), (6) et (0), le complémentaire &2—F a pour com-

posantes les régions bornées I, By,...,Rm, ainsi aue la région non-

bornée @ = -52—R,. Par détinition du coecfticient u (p. 264), il vient
(en posant f*(x)=f(x)—a pour z e F):

(19) it puof* + pp ¥+ oo g 10 1)

Désignons par O, ol §==0,...,m, le contour de E; et par f;la
fonction partielle 7*|C; (qui s'cbtient de f* en restreignant la varia-
bilité de z & C;). On a

(20) ,L‘ij*:#]zjfj’ .qu*zﬂqfo eb A“Qfo"i'.upofo:()y

cette dernitre égalité étant une conséquence de: &*— Cy=@Q - R,
Les formules (19) et (20) enfrainent

(21) #If*:ﬂkofu—(ﬂ31f1+---+.’-‘Rmfm)'
Boit p; e K, I’application du lemme conduit aux homotopies:

(22)  jf@)~po—t et  H@)~f@—p;  pour j>0.

Or, le coefficient u étant un invariant de 'homotopie 18, il
vient d’une part
(23) ,”'Eofg:.”'no(po“'m):‘lf

cotte dernidre égalité étant une conséquence du fait que la région Rg
contient le (seul) zéro de la fonction po—o et que ce zZéro est
d’ordre 1.
D’autre part, en appliquant Ja formule (14), il vient pour
j>0:
M}gfszugj[f(m)_'l’j}:'#Rj[(m—ﬂ)kf‘---(w"‘"Pm)kfm]
=k Hr; (e—p))+ r’kjm'#zzj(w"Pm):

puisque la multiplicité du prodmt de deux fonctions est la somme
des multiplicités de ces fonctions* 9.

1) D'aprés les th. 1 et 2, p. 341, de moa ouvrage cité.
18) Tbid. p. 341, th. 4.
19) Ibid. p. 341, th. 3.
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Comme pjeRj, on a ;LRj(m——pj):l et come pj,n(m-ejfj

pour 0<§'=4, on a ;LRj(w—pj,):O. Par conséquent

{24) ,u,R]fj= k; pour §>0,

En définitive, les formules (21), (23) et (24) dounent
ppf* == 1— gy + ot k‘mm)=1‘—uf.

C’est bien la formule (17). Le théoréme se trouve ainsi établi
-dans’le cas particulier ot F est un continu élémentaire.

Passons & présent au cas général on £ est un continu-rétracte
gabsolu de voisinage. Le complémentaire d'un rétracte absolu de
voisinage étant formé d’'un nombre fini de composantes ), ad-
mettons que P'ensemble &2—F soit formé des composantes Ry, ..., Ry,
la composante R, étant non-bornée. Soit pjeli‘j.

Conformément & la définition de rétracte absolu de voisinage,
il existe une fonetion continue % définie sur un entourage A de B
et telle que R(A4)CE et que h(®)=f(z) pour xeF. Cet entourage
étant supposé suffisamment voisin de E, il n’existe aucun point
invariant de la fonction h en dehors de # (done en dehors de Z).
Car en supposant le contraire et en considérant une suite d’entou-
rages qui approchent Z, il existerait une suite convergente de points:
;i_gjl p,=p telle que hip,)=p, et que p,e¢ A—F; mais on aurait

alors p eB-G2—F et h(p)=p, ¢. & d. f(p)=p, contrairement & (1).

Chaque continv étant le produit d'une suite décroissante de
-continus élémentaires #), il est légitime d’admettre — comme on
montre facilement — que A est un continu élémentaire dont le
complémentaire &2—A4 est formé de m+-1 composantes contenant
respectivement les points p,...,p,,.

Soit JJ I'intérieur de 4 et B sa frontidre. Posens h¥(@)= h(®)— &
pour zeB. Comme nous venons de démonirer, on a .

(25) i =1—a,.
Posons (ef. (14)):

Ma)—p~(@—p)t...(s—p,,)im pour ze 4.

%) Voir K. Borsuk, 1. cit. p. 230, 16.
) Théor. 2, p. 359 de mon ouvrage cité,
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Rapprochée de l'identité h(z)=f(x), valable pour ze E, cetie
homotopie entraine I’homotopie (14). Il en résulte que

{26) 0n =07,

La fonection & n’admettant aucun point invariant sur len-
gemble fermé U=4—1I, il existe une fonction rationnelle 7 telle
que (voir renvoi 7)):

27) Wa)—z~ 7r(T) pour ze U.

La méme homotopie & donc lieu en particulier sur les sous-
ensembles B et F de U, ¢. & d. que

(28) W~y et frer
Or les coefficients g h* et uf* désignant, par définition, le

nombre algébrique des zéros et poles de la fometion r qui appar-
tiennent & J, respectivement & I, il résulte de (28) que

{29) =

Car, d'une part, ICJ et d'autre part, J—ICA—I=T et l'en-
semble U ne contient aucun zéro ni pole de la fonction 7(z), puisque
la fonction h(w)—m, qui lui ést homotope (selon (27)), ne s’annule

pas sur U.
Les formules (25), (26) et (29) entrainent l'identité (17).
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