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infinie de nombres naturels né,n§nf,...; & étant un nombre naturel
donné, désignons par By lensemble formé de tous les points p,, tels
que % € {né;nf,...}. Je dis que la suiteinfinie d’ensembles E‘I,E'E,,Ea,
ne contient amcune sous-suite convergente. Soit, en effet, F,E,,...,
olt k<ky<.. une sous-suite queleonque de la Sulte B, B,,...
D’aprés la définition de la suite transfinie {s%}, , il existe un nombre

ordinal a<, tel que s* est la suite infinie ko, &y, Kg,..., done
que n;":kﬂ pour ¢=1,2,... Vu que k<hy<ky<..., on a done
e {n%ng, ..} et T, ,none{nfng ..}, donc pe e et

pa non fEk»g , bour i=1,2,... La sphére ouverte au centre p, et
au rayon d (qui se réduit évidemment & un seul point p,) contient
done un point commun avee chacun des ensembles Eku,Ek‘,Ekﬁ,_._
et ne contient aucun point des ensembles Ey,Eu,,Er,... Par con-
séquent la suite infinie d’ensembles FHy,Es,Es,... D'est pas con-
vergente. La suite By, E,... ne contient donc aucune sous-suite
convergente, ¢. q. £. d.
Notre proposition se trouve ainsi démontrée.
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Sur une proposition qui entraine l'existence des
ensembles non mesurables.

Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

On pourrait regarder comme presque évidente la proposi-
tion P suivante:

P. Une unage univoque d'un ensemble ne peut pas avoir une puis-
sance superieure que cet ensemble lui-méme.

Or, je démontrerai ici ce

Théoréme 1. Il résulte de la proposition P sans Uaide de
Vawiome du choix que

a) 2,

b) on n'a pas 2Xe=m-tn, oh M2 e 1<,

¢) il ewiste un ensemble lindaire me contenant aucun ensemble
parfait (non vide), ’

d) il existe un ensemble linéaire mon mesurable {au sens de
Lebesgue).

Pour démontrer le théoréme 1 je prouverai d’abord ce

Théoréme 2. La proposztwn P eniraine sans l’azde de Uaxione
du choix la proposition @ suivante:

Q. Un ensemble de puissance n n’est pas une somme de plus que 1t
ensembles disjoints non vides. o
Démonstration. Admettons gue la proposition @ soit fausse.

Il existe done un ensemble N de puissance n qui est une somme

de m>1 ensembles disjoints non vides. Nous pouvons donc poser
N=) E,, ot l'indice y parcourt les éléments d'un ensemble M de
geM

puissance m, et olt Hy=0 pour yeM et B E,=0 pour yeM,y'e M,’
y==y’. Il résulte done de la formule N= Z,;{ B, qu'il existe pour tout
YE.
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élément ¢ de N un et un seul élément y=f(») de M tel que xeH,
D’autre part, si ¥ € M, on a H,=0 et il existe (a,u moins) un élément
de B, et, vu la définition de f(»), on a y= f . Onadonc f(N)=H,
d’ol1, d’aprés la proposition P, ¥ non >N, contrairement 3 I'iné-
galité m>n.

Nous avons ainsi démontré que P—@. Le théoréme 2 se trouve
ainsi démontré.

11 est & remarquer qu ‘on pourral’t aussi démontrer sans faire
appel & Paxiome du choix que la proposition P équivaut & la pro-
position @ et aussi & la proposition R suivante:

R. 8¢ M et N sont deux ensembles tels que >N , et 8t & tout élé-
ment x-de N correspond un ensemble H,, de sorte que M= ZHX,

il existe (au moins) un élément  de N tel que H,>1(En (1’;?&65
mots: Siun ensemble de puissance m est une somme de moins
gue m termes (qui ne sont pas nécessairement distincts ou
disjoints) un au moing de ces termes est un ensemble qui a plus
quun élément).

Théoréme 3. Il résulie de la proposition Q sans Vaide de Uaxiome
du choiz que 8 2% 1),

Démonstration. On peut nommer, d’aprés Lebesgue?),
une décomposition de l'intervalle I=(0,1) en x; ensembles disjoints
non vides. D’autre part, 'ensemble de tous les nombres réels qui
n’appartiennent pas & lintervalle I est évidemment une somme
de 2% engsembles disjoints non vides (dont chacun est formé d’un
seul élément). On obtient ainsi une décomposition de l'ensemble X
de tous les mombres réels en m=gx;42% ensembles disjoints non
vides. D’apreés la proposition @ on a done mtnon >X =% et, comme
évidemment mz=2%, on trouve m=2%, done s+ 2%=2%, d’on
£,<2% c. q.f. d.

Il est & remarquer gu’en s’appuyant sur lexistence d’une
décomposition d'un ensemble de puissance 2% en x, ensembles
disjoints non vides, que j'ai établie (sans I'axiome du choix) dans

1) Ce théoréme est dt & M. Tarski et sa démonstration a été publiée dans
mon livre Zarys teorii mnogodei Czedé I (3-me édition) W.a,rszawa 1928, p.
(eni polonais).

%) Cf. H. Lebesgue, Journ. de Math. 6-e série, t. I (1905), p. 213 aussi
mon livre Legons sur les nombres transfimis, Paris 1928, p. 209 et Fund. Math 29
(1937), p: 1.
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Fund. Math. 29, p. 3, on pourrait démontrer de méme qu’il resulie
de la proposition @ sans Uaide de U'axiome du choiz que R,<<2%%.

Théoréme 4. Il résulie de la proposition @ sans Uaide de
Tariome du choix gue si le nombre cardinal 2% est une somme de deux
nombres cardinaur, un (qu moins) parmi eux est égal a 2% 3),

Démonstration. Admettons que 2% =m-n. L’ensemble H
de tous les points du plan étant de puissance 2%, on a done H =M+ N,

ot MN =0, M =m et N =n. ¥il existe un nombre réel z,, tel que
le point (x,,y) appartient & M quel que soit le nombre réel y, I'en-
semble # a un sous-ensemble de pui'qsance 2% et, comme MCH,
on en conclut tout de suite gue H== 2%, done m=2%,

S'il n’existe aucun nombre réel @, tel que (x,y) € M pour ¥
réels, Pensemble T, de tous les points (x,y) de N, ol # =ua, est non
vide pour tout x, réel. Or, on a évidemment N= Z T, la sommation

xeX
s'étendant & tous les nombres réels z. I’ensemble N est donc une
somme de 2% ensembles non vides disjoints, d’on il résulte, d’aprés
la proposition @, que 2% non>u, et comme d'autre part Z%>m,
on trouve nm=2%. Le théoréme 4 est ainsi démontré.

Théoréme 5. Il résulie de la proposition @ sans Uaide de U'axiome
du choiz qu'il emiste un ensemble linéaire indenombrable ne contenant
aneun sous-ensemble parfait (non vide) *).

Démonstration. Admettons la proposition @. D’apres le
théoréme 3 on a %, <2%, done ou bien x<<2%, ou bien 8 =2%.
Si np<<2%, il existe un ensemble indénombrable de nombres réels
de puissance inférieure & celle du continu. Un tel ensemble ne
peut contenir aucun sous-ensemble parfait non vide (la puis-
sance d’un ensemble parfait non vide étant celle du eontinu). Or,
si 8, =2%, le continu est bien ordomné et il en résulte, comme on
sait (sans l'aide de l'axiome du choix) que l'ensemble de tous les
nombres réels est une somme de deux ensembles dont chacun a au
moing un point commun avec tout ensemble linéaire parfait, et
parsuite ne contient aucun sous-ensemble parfait 3).

Le théoréme 5 se trouve ainsi démontré.

3) (e théoréme a été énoneé sans démonstration par M. Tmrsk} dans la
Communication de A, Lindenbaum et A. Tarski dans les Comptes rendus
de la Société des Sc. et des L. de Varsovie, C1. ITI, 19 (1926), p. 313, th, 84 Cy.

4) Ce théoréme a été gnoncé par A, Tarski L c., th. 84C,.

5) Voir p, e, Fund. Math. 1 (1920), p. 8, renvoil).
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Théoréme 6. La proposition Q implique sens U'aide de Vaziome
du choix Vexistence d'un ensemble linéaire non mesurable au sens de
Lebesgue ).

Démonstration. Dans sa démonstration (& I'aide de 'axiome
du choix) de Vexistence des ensembles non mesurables G. Vitali
utilise une décomposition de l'ensemble X de tous les nombresg
réels en classes disjointes, en rangeant dans une méme classe denx
nombres réels dans ce cas et seulement dans ce cas si leur différence
est rationnelle. Appelons classes de Vitali les classes ainsi obtenues.
Or, j'ai démontré dans le volume ITI du journal Mathematica (Cluj
1930), p. 2, la proposition U suivante:

U.  8i Von savait nommer une ordination simple de toutes les classes
de Vitali, on saurait nommer un ensemble non mesurable (an
sens de Lebesgue).

I étant Vintervalle (0,1) et V' une classe de Vitali, on a évidem-
ment IV==0. Soit P, la famille de tous les ensembles IV, ot V est une
classe de Vitali, et soif, F, la famille de tous les ensembles formés
d’un seul élément qui est un nombre quelcongue de 'ensemble X—1I.
L’ensemble X est évidemment la somme disjointe de tous les en-
sembles de la famille F'=F,+F, qui sont tous non Vldes 1l résulte
done de la propomtmn Q que Frnon>X = 2%, Or, on aF= n+F,
et B F,=0, d’ou F_F1+F et, comme évidemment Fz-— 2%, on a
F=2%, done, vu que Fnon >2% on a F=2% d’olL T, +F,=2%,
ce qui donne F,<2% Il existe donc une correspondance f(IV
d’apres laguelle 3 tout ensemble IV appartenant 3 la famille F1
correspond un nombre réel de sorte qu'aux ensembles distincts de

la famille F; correspondent des nombres réels distincts. Nous pouvons -

ainsi ordonner toubes les classes V de Vitali d’apreés la grandeur des
nombres f(IV) correspondants. Vu la proposition U, il en résulte
Texistence d’'un ensemble non mesurable. Le théoréme 6 se trouve
ainsi démontré.

Vu le théoréme 2, les théorémes 3, 4, 5 et 6 entrainent tout
de suite le théoréme 1. Il est & remarquer que les propositions a),
c) et d) résultent sans l'aide de 'axiome du choix de la proposition
suivante (qui est un eas particulier de la proposition P):

) Ce théoréme a é%é énoned par M. Tarski, 1. c. th 84 (5, sans démon-
stration.
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L'ensemble de toutes les valeurs d'une fonciion univogie (pas
nécessairement réelle) d'une variable réelle ne peut pas éive de puis-
sance superieure & celle du continu.

Quant & la proposition @ il est & remarguer gu’elle résulte tout
de suite (sans faire appel & l'axiome du choix) de la proposition
qu'une somme d'une famille F d'ensembles non vides et disjoinis a une
puissance égale ou supéricure & celle de la famille F. Or ¢’est M. Beppo.
Levi qui a remarqué déja en 1902 (donc quelques années avant
que Zermelo énonca I'axiome du choix) qu'on peut démontrer
cette proposition si I'on sait distinguer un élément dans chacun des
ensembles de la famille F 7).

Quant & la proposition R il est & remarquer qu’on sait démontrer
sans faire appel & l'axiome du choix que si un ensemble de puis-
sance m est une somme de moins que m ensembles disjoints, un an
moins de ces ensembles a plus qu'un élément (puisque ai un ensemble
de puissance m est une somme de n ensembles disjoints contenant
chacun au plus un élément, on a évidemment m<Cn).

Or, sans utiliser ’axiome du choix nous ne savons pas dé-
montrer que si un ensemble non fini de puissance m est une somme
de moins que m ensembles disjoints, un au moins de ces ensembles
contient plus que 2 éléments. ,

Pour terminer notons encore que la proposition S suivanie
dquivaut & Uaxiome du choir:

8. De deur ensembles non vides un au moins est une image uni-
vogue de Pautre.

En effet, soient m et n deux nombres cardinaux (non nuls)
et soit M un ensemble de puissance m et N un ensemble de puis-
sance 1. S N est une image univoque de M, soit f(M)=N, & tout
élément y de N correspond un sous-ensemble non vide de M,

"'L'[;l‘e M, f(x)=y] et 'ensemble M est une somme ‘de 1 en-

sembles non vides et disjoints, M = S'E(J)

La proposition S entraine don( (sans l'aide de I'axiome du
choix) la proposition T suivante:
T. wm et n étant deux nombres cardinaux, ou bien chaque ensemble
de puissance m est une somme de 1 ensembles non vides et disjoints,
ou bien chaque ensemble de puissance n est une somme de m
ensembles non vides et disjoints.
7) Rendiconti de R. Ist. Lomb. di sc. et lett. Serie II, vol. 35 (1902).
Fundamenta Mathematicae T. XXXIV. 11
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Tnversement la proposition 7T' entraine (sans l'aide de 'axiome
du choix) la proposition 8.

En effet, admettons la prop031t1011 T et soient M et N deux
engsembles non vides quelcongques, M= =, N=nD aprés 7' on a un
{au moins) de deux cas suivants:

1? Iensemble M est une somme de 1 ensembles non vides et
disjoints, soit M ::Z,’ E(y); dans ce cas & tout élément x de I corres-

pond un et un seul é dément y de NV tel que @ € E(y); en posant y =f(x)
on a done une fonetion univoque définie dans M et telle que f(M)=N.
T’ensemble N est done une image univoque de M.

90 J’ensemble N est une somme de m ensembles non vides et
disjoints; on en déduit pareillement que l'ensemble I est une image
univoque de N.

Nous avons ainsi démontré sans l'aide de l'axiome du choix
que les propositions § et T sont Equivalentes.

Or, en 1926 A. Lindenbaum a énoneé (sans démonstration)
le théoréme que la proposition T éguivaut & Uaxiome du chois 5).
La démonstration de ce théoréme a été donmée récemment par
moi?). Ainsi la proposition 8, elle aussi équivaut a4 Paxiome du
choix, c. 9 £.d.

8) Comptes rendus des séances de la Société des Sciences et des Lettres
de Varsovie, XIX (1926), p. 812, théoréme 82 (L) 4,.
) 1. e. XXXIX (1946), séance du 8§ novembre 1946.
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Sur les images de classe 1 d’ensembles linéaires.
Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

f(x) étant une fonction réelle définie dans un ensemble Ii-
néaire X et de classe a de Baire dans X, nous appellerons l'en-
semble f(X) image de classe a de X. Le but de cette Note est de dé-
montrer ce

Théoréme. Toute image de clusse 2 dun ensemble lindaire
est une image de classe 1 dune image de classe 1 de cet ensemble.

Démonstration. Une famille @ d’ensembles est dite anneau,
si elle contient toute somme et tout produit de deux ensembles
qu’elle contient.

@ étant une famille d’ensembles, désignons par @, resp. ®;
la famille de tous les ensembles qui sont des sommes, resp. des’
produits d’une infinité dénombrable d’ensembles de @. Comme
j’al démontré ):

8i @ est un dnneau d’ensembles et 8i By e @5, E, € @, et ECE,,
il existe un ensemble E, tel que E e &,P; et E,CECE,.

Soit X un ensemble linéaire donné et désignons par P,
resp. Q¢ la famille de tous les sous-ensembles de X qui sont de classe
<a additive, resp. multiplicative relativement & X (c.&d. qui
sont produits de X par les ensembles linéaires de classe <a addi-
tive, resy. multiplicative), et soit Pe=P=Qc. La famille @* est,
comme on sait, un anneau d’ensembles (pour tout a<<Q) et on a
D= P et @“——Q“ 11 résulte done de notre théoréme cité (pour

=0 ¢

Lemme 1. 8i E; € Q*, B, ¢ P* et E,CE,, il existe un ensemble B
tel que E eP“Q“ et B,CECE,.

Soit f(x) une fonction définie dans X et de classe <a dans X.
Les ensembles E[fc e X,f(x)<a] et L[m e X,f(x)<a], ol a est un

!) Fund. Math. 18 (1932), p. 22.
11*
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