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econséquent: on peut démontrer sans faire appel & Vaxiome du choix
que si un ensemble de puissance >2% est décomposé en un nombre
fini de parties disjointes de méme puissance, chacune d'elles est de
puissance 2%,

11 est & remarquer qu'a Paide de 'axiome du choix nous savons
démontrer ce

Théoréme IIT. M, N, P et Q ctant 4 ensembles disjornts, p =g
wne transformation biunivogque donnée de Uensemble M en N e de
Vensemble P en Q et & une transformation biunivoque donnée de Ven-
semble M-+N en un sous-ensemble de P+@, il ewiste une décompo-
sition de M en 4 ensembles disjoints My, My My et M,, telle que
(AL, ¢d(My), de(M,) et ¢Op(M,) sont des sous-ensembles disjoints
de P2).

11 résulte sans peine du théoréme IIT que si Ton a 4 ensembles
de points (dans un espace méfrique) 4, B, C, D, tels que A=2B,
C==D et A+B—T*E, ot ECC-+D, il existe nn ensemble B,CB,
tel que A~7-B1 {A$B désigne que Pensemble A est équivalent par
décomposition finie avec Iensemble B) %).

Or, je ne sais pas démontrer cette proposition sans faire appel
4 Pxiome du choix.

2y Cf. ¢, Kuratowski, Fund. Math, 6 (1924), p. 240.
3) Pourla définition del’équivalence par décomposition finie voir §. Banach
et A, Tarski, Fund. Math. 6, p. 246.
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Sur linversion du théorédme de Bolzano-Weierstrass
généralisé.
Par

Wacltaw Sierpifiski (Warszawa).

On appelle théoréeme de Bolzano-Weierstrass généralisé la
proposition suivante:

Si Vespace métrique M est séparable, chague suite infinie d'en-
sembles contenus dans M contient une sous-suite convergente).

Le but de cette Note est de démontrer 4 I'aide de I'hypothese
du continu le théoréme inverse. Je démontrerai ici la proposition
suivante:

Si %=y, et st M est un espace méirique tel que chaque suite
infinte d’ensembles contenus dans M contient une sous-suite conver-
gente, Uespace M est séparable.

Démonstration. Soit M un espace métrique non séparable.
Pour démontrer notre proposition, il snffira évidemment de prouver
que si 2%=y,, il existe une suite infinie d’ensembles contenus dans M
qui e contient aucune sous-suite convergente.

L’espace métrique M étant non séparable, il existe, comme
on sait, un nombre positif d et une suite transfinie {p,}, , du type 2
formée de points de M tels que g(pg,pﬂ)>d pour < n< R, o(p,q)
désignant la distance des points p et ¢ de M.

Or, 1a famille de toutes les suites infinies de nombres naturels
étant de puissance du continu, il résnlte de I'hypothése 2Re=g,
qu’il existe une suite transfinie du type 2, {s?}g o formée de toutes
les suites‘ infinies de nombres naturels. Soit (pour £&<.£) sf la suite

1) Voir: C. Kuratowski, Topologie I (Monografie Matematyczne, t. Iy
Warszawa-Lw6w 1983, p. 156; F. Hausdorif, Mengenlehre, p. 148. 43,45, 4,,...
étant une suite infinie @’ensembles dun espace métrigue 3, on dit qu'elle est
convergente, si, p étant un point donné gqueleonque de M et S une sphére an
centre p, il existe toujours un nombre naturel u (dépendant de p et de 8}, tel qu'on
a ou bien SAn= 0 pour n> g, ou bien S4,=0 pour n> L.
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infinie de nombres naturels né,n§nf,...; & étant un nombre naturel
donné, désignons par By lensemble formé de tous les points p,, tels
que % € {né;nf,...}. Je dis que la suiteinfinie d’ensembles E‘I,E'E,,Ea,
ne contient amcune sous-suite convergente. Soit, en effet, F,E,,...,
olt k<ky<.. une sous-suite queleonque de la Sulte B, B,,...
D’aprés la définition de la suite transfinie {s%}, , il existe un nombre

ordinal a<, tel que s* est la suite infinie ko, &y, Kg,..., done
que n;":kﬂ pour ¢=1,2,... Vu que k<hy<ky<..., on a done
e {n%ng, ..} et T, ,none{nfng ..}, donc pe e et

pa non fEk»g , bour i=1,2,... La sphére ouverte au centre p, et
au rayon d (qui se réduit évidemment & un seul point p,) contient
done un point commun avee chacun des ensembles Eku,Ek‘,Ekﬁ,_._
et ne contient aucun point des ensembles Ey,Eu,,Er,... Par con-
séquent la suite infinie d’ensembles FHy,Es,Es,... D'est pas con-
vergente. La suite By, E,... ne contient donc aucune sous-suite
convergente, ¢. q. £. d.
Notre proposition se trouve ainsi démontrée.

icm

Sur une proposition qui entraine l'existence des
ensembles non mesurables.

Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

On pourrait regarder comme presque évidente la proposi-
tion P suivante:

P. Une unage univoque d'un ensemble ne peut pas avoir une puis-
sance superieure que cet ensemble lui-méme.

Or, je démontrerai ici ce

Théoréme 1. Il résulte de la proposition P sans Uaide de
Vawiome du choix que

a) 2,

b) on n'a pas 2Xe=m-tn, oh M2 e 1<,

¢) il ewiste un ensemble lindaire me contenant aucun ensemble
parfait (non vide), ’

d) il existe un ensemble linéaire mon mesurable {au sens de
Lebesgue).

Pour démontrer le théoréme 1 je prouverai d’abord ce

Théoréme 2. La proposztwn P eniraine sans l’azde de Uaxione
du choix la proposition @ suivante:

Q. Un ensemble de puissance n n’est pas une somme de plus que 1t
ensembles disjoints non vides. o
Démonstration. Admettons gue la proposition @ soit fausse.

Il existe done un ensemble N de puissance n qui est une somme

de m>1 ensembles disjoints non vides. Nous pouvons donc poser
N=) E,, ot l'indice y parcourt les éléments d'un ensemble M de
geM

puissance m, et olt Hy=0 pour yeM et B E,=0 pour yeM,y'e M,’
y==y’. Il résulte done de la formule N= Z,;{ B, qu'il existe pour tout
YE.
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